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Â ðàáîòå ïðèâåäåíî îïèñàíèå îäíîãî èç àëãîðèòìîâ ïðÿìîãî îïîðíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñðàâíèâà-

åòñÿ ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ñâèäåòåëüñòâó-

þò î âûñîêîì ïîòåíöèàëå ïðÿìîãî îïîðíîãî ìåòîäà.

Ââåäåíèå

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðÿìîãî îïîðíîãî ìå-
òîäà äëÿ ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé [1] è
åãî ñðàâíåíèå c äðóãèìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.
Â êà÷åñòâå îáúåêòà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâ-
íîé îïòèìèçàöèè

f(x)→ min, x ∈ Rn, (1)

ãäå f(x) � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñèëüíî
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. â çàäà÷å (1) âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
ÿì îïòèìàëüíîñòè

∆j(x) =
d

dxj
f(x) = 0, j = 1, n. (2)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðÿìîãî
îïîðíîãî ìåòîäà è ïîëó÷åíèÿ äàííûõ äëÿ àíàëè-
çà è ñðàâíåíèÿ â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëèñü:

à) Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Ôëåò÷åðà-Ðèâñà [2]. Âûáîð ýòîãî èçâåñòíîãî ìå-
òîäà â êà÷åñòâå îäíîãî èç ýòàëîíîâ äëÿ ñðàâíå-
íèÿ îáóñëîâëåí åãî àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîñòîòîé
è íèçêîé òðóäîåìêîñòüþ èòåðàöèè, ÷òî îáåñïå-
÷èâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà íà çà-
äà÷àõ íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Åãî íåäîñòàòêîì
ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê âû÷èñëèòåëüíûì
ïîãðåøíîñòÿì.

á) Ìåòîä Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà [2].
Ýòîò ìåòîä îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå êâàçèíüþòî-
íîñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå äëÿ îðãàíèçàöèè èòå-
ðàöèîííûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþò ñïåöèàëü-
íóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé íà-
êàïëèâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ìèíèìèçè-
ðóåìîé ôóíêöèè. Èòåðàöèÿ êâàçèíüþòîíîâñêèõ
ìåòîäîâ îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé òðóäî¼ìêîñòüþ â
ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ,
îäíàêî îíè áîëåå óñòîé÷èâû ê âû÷èñëèòåëü-
íûì ïîãðåøíîñòÿì è ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü äëÿ çàäà÷ âèäà (1). Ìåòîä Äàâèäîíà-
Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà îòëè÷àåòñÿ íàèáîëåå âûñîêè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

I. Àëãîðèòì ïðÿìîãî îïîðíîãî ìåòîäà

Ïóñòü {x, Jîö} îïîðíûé ïëàí [1] çàäà÷è
(1), èçâåñòíûé ê íà÷àëó èòåðàöèè, ε � çàäàí-
íàÿ òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíî-
ñòè (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïîðà öåëåâîé ôóíê-
öèè Jîö ñîñòîèò èç èíäåêñîâ {i1, i2, ..., im}, ìíî-
æåñòâî íåîïîðíûõ èíäåêñîâ Jí ñîñòîèò èç èí-
äåêñîâ {j1, j2, ..., jn−m}, jk � íåîïîðíûé èíäåêñ,
äëÿ êîòîðîãî ïðåäñòîèò ïðîâåðèòü óñëîâèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè íà òåêóùåé èòåðàöèè, J0

í � ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ èç Jí, äëÿ êîòîðûõ íà ïðåäûäóùèõ èòå-
ðàöèÿõ áûë óñòàíîâëåí ôàêò âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé îïòèìàëüíîñòè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ò. å.
| ∆j |≤ ε, j ∈ J0

í , è îïîðíûé ïëàí {x, Jîö} íå ìå-
íÿëñÿ.

1) Ïðîâåðèì, âûïîëíÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ îï-
òèìàëüíîñòè (2) íà èíäåêñå jk:

| ∆jk |≤ ε (3)

Åñëè óñëîâèå (3) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïåðåéäåì ê
ï. 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì J0

í = J0
í∪{jk}.

Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.

à) J0
í = Jí, ò. å. âñå íåîïîðíûå èíäåêñû óäî-

âëåòâîðÿþò ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ óñëîâèÿì îï-
òèìàëüíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå
ñîãëàñîâàííîñòè îïîðíîãî ïëàíà.

á) J0
í ⊂ Jí, ò. å. âîçìîæíî, ÷òî ñðå-

äè íåîïîðíûõ èíäåêñîâ åñòü òàêèå, äëÿ êîòî-
ðûõ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì
k = (k + 1)mod(n − m) è ñíîâà ïðîâåðèì óñëî-
âèå (3) äëÿ íîâîãî èíäåêñà (ïîâòîðèì ïóíêò 1).

2) Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ îïîðíî-
ãî ïëàíà

| ∆j(x) |≤ ε, j ∈ Jîö (4)

Åñëè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ, òî
ðåøåíèå çàäà÷è (1) îêîí÷åíî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ïîëàãàåì Jîö = � è ïåðåõîäèì ê ï. 1. Â êà-
÷åñòâå èíäåêñà jk èñïîëüçóåì ïåðâûé èç èíäåê-
ñîâ îïîðíîãî ïëàíà, äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4).
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3) Ïîñòðîèì íàïðàâëåíèå äëÿ óëó÷øåíèÿ
îïîðíîãî ïëàíà {x, Jîö}

ljk = −sign∆jk , lj = 0, j ∈ Jí \ {jk},
lîö = Gîöpîösign∆jk

(5)

ãäå pîö = {pj , j ∈ Jîö}, pj = ∂2f(x)
∂xj∂xjk

.

4) Âû÷èñëèì øàã θ âäîëü íàïðàâëåíèÿ l:

θ =

{
| ∆jk | /α, åñëè α > 0,

∞, åñëè α ≤ 0,
,

α = djkjk − l′îöpîösign∆jk , djkjk = ∂2f(x)
∂xjk∂xjk

Åñëè

θ =∞, òî ïåðåéäåì ê ï. 6.
5) Ïðîâåðèì óñëîâèå

f(x+ θl) < f(x)− η. (6)

Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà.
a) óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó-

÷àå ïîñòðîèì íîâûé îïîðíûé ïëàí {x, jîö}, ãäå
x = x + θl, Jîö = Jîö ∪ {jk}, è ïåðåñ÷èòàåì ìàò-
ðèöó Gîö:

Gîö =

(
Gîö +

lîöl
′
îö

α − lîöα sign∆jk

− lîöα sign∆jk
1
α

)

Åñëè Jîö = n, òî Jí = �. Ïîýòîìó ñëåäóþùóþ
èòåðàöèþ íà÷íåì ñðàçó ñ ï. 2) � ïðîâåðêè óñëî-
âèé ñîãëàñîâàíèÿ îïîðíîãî ïëàíà {x, Jîö}. Åñëè
æå | Jîö |< n òî ïåðåéäåì ê ï. 1. Ïðè ýòîì ïðî-
âåðêó óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íà÷íåì ñ èíäåêñà
jk+1 (ñëåäóþùåãî ïî ïîðÿäêó ïîñëå jk â ìíîæå-
ñòâå Jí), ïðèíÿâ, ÷òî J

0
í = � (åñëè jk � ïîñëåäíèé

èç èíäåêñîâ ìíîæåñòâà Jí, ò. å. k = n−m, òî ïðî-
âåðêó óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íà÷íåì ñ èíäåêñà
j1 � ïåðâîãî èíäåêñà â ìíîæåñòâå Jí).

á) óñëîâèå (6) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîäîëæèì
èòåðàöèþ, äëÿ ÷åãî ïåðåéäåì ê ï. 6.

6) Íàéäåì øàã θ âäîëü íàïðàâëåíèÿ l ìåòî-
äîì îäíîìåðíîé îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, ìåòîäà
¾çîëîòîãî¿ ñå÷åíèÿ) è ïðîâåðèì óñëîâèå

f(x+ θl) < f(x)− η/8 (7)

Âîçìîæíû 2 èñõîäà.
à) óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ. Â

ýòîì ñëó÷àå óòî÷íèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

η = (f(x) − f(x + θl))/2 è ïåðåéäåì ê ñëåäóþ-
ùåé èòåðàöèè ïî ïðàâèëàì ïóíêòà 5-a), ïðèíÿâ
â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ α âåëè÷èíó α =| ∆j0 | /θ.

á) óñëîâèå (7) íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïåðåéäåì ê ï. 2.

II. Ýêñïåðèìåíò

Â ýêñïåðèìåíòå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1)
èìåëà âèä

f(x) =
1

2
xTDx+ cTx+

m∑

i=1

e
∑n
j=1 aijxj , (8)

ãäå D � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ (n ∗ n)-ìàòðèöà, c � n-âåêòîð, aij , i = 1,m,
j = 1, n � èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Äëÿ àâòîìàòèçà-
öèè ïðîöåññà òåñòèðîâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí ãåíå-
ðàòîð çàäà÷ âèäà (8). Â õîäå ýêñïåðèìåíòà ãåíå-
ðèðîâàëèñü çàäà÷è îäíîãî ðàçìåðà ñåðèÿìè ïî
10 øòóê. Êàæäàÿ çàäà÷à èç ñåðèè ïî î÷åðåäè
ðåøàëàñü òðåìÿ âûøå îïèñàííûìè àëãîðèòìà-
ìè. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïðîâîäèëîñü âðåìå-
íè ðåøåíèÿ è êîëè÷åñòâó èòåðàöèé. Â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ïðèíèìàëèñü ñðåäíèå
ðåçóëüòàòû ïî ñåðèè, èç êîòîðûõ îòáðàñûâàëîñü
îäíî íàèáîëüøåå è îäíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà (òàáëèöà 1) ïîä-
òâåðæäàþò èçâåñòíûå âûâîäû î ÷èñëåííîé
íåóñòîé÷èâîñòè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ è âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà Äàâèäîíà-
Ôëåò÷åðà-Ïàóýëà. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ ïëîõî ðåøàë èëè íå ðåøàë âîâñå ñ çàäàí-
íîé òî÷íîñòüþ çàäà÷è ñ êîëè÷åñòâîì ïåðåìåí-
íûõ áîëüøå 10.

Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñâè-
äåòåëüñòâóåò î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðÿìî-
ãî îïîðíîãî ìåòîäà: õîòÿ ïðÿìîé îïîðíûé ìåòîä
óñòóïàåò ìåòîäó Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëà ïî
êîëè÷åñòâó èòåðàöèé, îäíàêî ñóùåñòâåííî ïðå-
âîñõîäèò åãî ïî ñêîðîñòè ðåøåíèÿ.
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Òàáëèöà 1 � Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà
(ÏÌ � ïðÿìîé ìåòîä, ÑÃ� ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ÄÔÏ � ìåòîä
Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà)
Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Âðåìÿ ðåøåíèÿ (ìñ)

ÏÌ ÑÃ ÄÔÏ ÏÌ ÑÃ ÄÔÏ
3 10.0 7.8 5.5 2.4 3.4 12.6
4 12.0 11 5.9 4.8 9.4 25.0
5 14.1 17.3 5.5 3.8 15.1 31.6
10 34.8 131.9 10.8 48.5 436.3 238.4
15 70.4 - 15.8 343.8 - 784.6
20 96.0 - 22.5 1042.6 - 4515.3
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