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Èññëåäóþòñÿ íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â

àëãåáðå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åíû àññîöèèðîâàííûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè íà
îòðåçêå T = [0, a] ⊂ R:

ẋi(t) =

q∑

j=1

f ij(t, x(t))L̇j(t),i = 1, p (1)

x(0) = x0, (2)

ãäå f ij , i = 1, p, j = 1, q - ëèïøèöåâû ôóíê-
öèè, x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xp(t)], à Lj(t), j = 1, q
- ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå
T . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèè Lj(t), j = 1, q íåïðåðûâíû ñïðàâà,
Lj(0) = Lj(0−) = 0 è Lj(a−) = Lj(a). Ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò ìîäåëü
ïðîöåññà âçëåòà ðàêåòû. Îáîáùåííûå êîýôôè-
öèåíòû ñîîòâåòñòâóþò òîìó, ÷òî ìàññà ìåíÿåò-
ñÿ ñêà÷êîîáðàçíî, êîãäà îòáðàñûâàþòñÿ ñòóïåíè
ðàêåòû. Òàêæå ê òàêèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé ïðè-
âîäÿò çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåé-
ñòâèÿìè.

Çàäà÷à (1)-(2) ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-
íîé. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, ÷òîáû
êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷à-
ñòè çàäà÷è (1)-(2). Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò âîç-
ìîæíîñòü ôîðìàëèçàöèè äàííîé çàäà÷è â ðàì-
êàõ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [1]. Òàêæå âîç-
ìîæåí ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ [3],
ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,
èëè ê àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ãëàäêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè [2].

Åùå îäèí ïîäõîä ñâÿçàí ñ àëãåáðàìè íîâûõ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïåðâàÿ òàêàÿ áûëà ïðåä-
ëîæåíà Êîëîìáî (ñì. [4]). À îáùèé ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ ïîäîáíûõ àëãåáð îïèñàí â [5]. Â äàííîé ðà-
áîòå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) èññëåäóåòñÿ â àëãåá-
ðå íîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé (èç [6,7]). Âàæ-
íåéøàÿ îñîáåííîñòü íîâûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ, êàê êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãëàäêèõ
ôóíêöèé è çàâèñÿò îò ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè,
÷òî ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ
â ðåçóëüòàòå òîëêîâàíèÿ çàäà÷è (1)-(2) ñ ïîìî-
ùüþ òðåõ îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäîâ.

I. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ñëåäóÿ ðàáîòå [7] çàìåíÿåì îáû÷íûå ôóíê-
öèè, ïðèñóòñòâóþùèå â (1), íà ñîîòâåòñòâóþùèå
èì íîâûå îáîáùåííûå ôóíêöèè ïîëó÷èì çàïèñü
óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ â àëãåáðå ìíåìî-
ôóíêöèé.

dh̃x̃
i(t̃) =

q∑

j=1

f̃ ij(t̃, x̃(t̃))dh̃L̃
j(t̃),i = 1, p (3)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x̃|[ã;h̃] = x̃0, ãäå h̃ =

[{hn}] ∈ H, ã = [{a}] ∈ T̃ è t̃ = [{tn}] ∈ T̃ , x̃ =

= [{xn(t)}], f̃ = [{fn(x)}], g̃ = [{gn(x)}], x̃0 =

[{x0
n(t)}], L̃ = [{Ln(t)}] è Ln → L, x0

n → x(0). Äà-
ëåå, åñëè çàìåíèòü â (3) êàæäóþ íîâóþ îáîáùåí-
íóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà åå îïðåäå-
ëÿþùåãî, ïîëó÷èì çàïèñü çàäà÷è (3) íà óðîâíå
ïðåäñòàâèòåëåé

xin(t+hn)−xin(t) =

q∑

j=1

f ijn (t, xn(t))[Ljn(t+hn)−Ljn(t)],

(4)

xn(t)|[0,hn) = xn0(t) (5)

Çäåñü Ljn(t) = (Lj ∗ ρn)(t) =

1
n∫
0

Lj(t +

s)ρn(s) ds, j = 1, q ãäå ρn(t) = nρ(nt),
ρ ∈ C∞(R) è ρ ≥ 0, suppρ ⊆ [0, 1],
1∫
0

ρ(s) ds = 1, à fn = (f ij)p,qi,j=1, f
ij
n = f ij ∗ ρ̃n,

i = 1, p, j = 1, q ãäå ρ̃n(x0, x1, x2, ..., xp) =
np+1ρ̃(nx0, nx1, nx2, ..., nxp), ρ̃ ∈ C∞(Rp+1), ρ̃ ≥
0,

∫
[0,1]p+1

ρ̃(x0, x1, ..., xp) dx0dx1...dxp = 1, suppρ̃ ⊂

[0, 1]p+1.
Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

[2] ôóíêöèÿ xjn áóäåò ãëàäêîé, ïîýòîìó ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è (4)-(5) îïðåäåëÿåò ìíå-
ìîôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(3). Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ óêàçàííàÿ ìíåìîôóíêöèÿ àññîöèèðóåò
íåêîòîðóþ îáû÷íóþ ôóíêöèþ x, êîòîðóþ íàçû-
âàþò àññîöèèðîâàííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2).
Íà óðîâíå ïðåäñòàâèòåëåé óêàçàííàÿ ïðîáëåìà
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ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé çàäà÷è (4)-(5).

Ñëó÷àé Èòî. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ çàäà÷è (4)-(5) ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, ãäå i = 1, p

xi(t) = xi0 +

q∑

j=1

t+∫

0

f ij(s, x(s−)) dLj(s). (6)

Òåîðåìà 1. [8] Ïóñòü f ij i = 1, p, j = 1, q óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà è îãðàíè÷åíû.
Lj(t)− ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè. Òîãäà ïðè n → ∞, hn → 0 òàê, ÷òî
1
n = o(hn), äëÿ âñåõ t ∈ T ðåøåíèå xn(t) çàäà-
÷è Êîøè (4)-(5) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (6), åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ T âûïîëíÿ-
åòñÿ |xn0(τt)− x0| → 0.

Â ñëó÷àå Ñòðàòîíîâè÷à äëÿ îïèñàíèÿ ïðå-
äåëüíîãî ïîâåäåíèÿ çàäà÷è (4)-(5) ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

xi(t) = xi0 +

q∑

j=1

t∫

0

f ij(s, x(s)) dLjc(s)+

+
∑

µr≤t
Si(µr, x(µr−),∆L(µr)), (7)

ãäå i = 1, p. Si(µ, x, u) = ϕi(1, µ, x, u) −
ϕi(0, µ, x, u), à ϕi(t, µ, x, u) íàõîäèòñÿ
èç óðàâíåíèÿ ϕi(t, µ, x, u) = xi +
∑q
j=1 u

j
t∫

0

f ij(µ, ϕ(s, µ, x, u)) ds, i = 1, p. Èç ðå-

çóëüòàòîâ ñòàòüè [9] âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå ñè-
ñòåì (6) è (7) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 2. [10] Ïóñòü f ij i = 1, p, j = 1, q
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà è îãðàíè÷å-
íû. Òîãäà ïðè n → ∞, hn → 0 òàê, ÷òî hn =
o( 1
n ), ðåøåíèå xn(t) çàäà÷è Êîøè (4)-(5) ñõîäèò-

ñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) äëÿ âñåõ
t ∈ T, åñëè |xn0(τt)− x0| → 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .

Ñìåøàííûé ñëó÷àé. Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâè-
òåëåé ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè: Ljn(t) =

(Lj ∗ ρjn)(t) =

1

γj(n)∫
0

Lj(t + s)ρjn(s) ds,ãäå ρjn(t) =

γj(n)ρj(γj(n)t), ρj ≥ 0, suppρj ⊆ [0, 1],
1∫
0

ρj(s) ds = 1, à fn = f ∗ ρ̃n. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðå-

äåëüíîãî ïîâåäåíèÿ çàäà÷è (4)-(5) ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

xi(t) = xi0 +

q∑

j=1

t∫

0

f ij(s, x(s)) dLjc(s)+

+
∑

µr≤t
Si(µr, x(µr−), ∆L(µr)), (8)

ãäå Si(µ, x, u) = ϕi(1, µ, x, u)−ϕi(0, µ, x, u), µ ∈ T,
x ∈ Rp, u ∈ Rq, à ϕi(t, µ, x, u) íàõîäèòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ (9), ãäå i = 1, p, j = 1, q è Ljc(t)- íåïðå-
ðûâíàÿ, à Ljd(t)-ðàçðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ôóíê-
öèè Lj(t), j = 1, q, H(s)− ôóíêöèÿ Õýâèñàé-
äà, µr− òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè L(t), ∆L(µr) =
Ld(µr+)−Ld(µr−) - âåëè÷èíà ñêà÷êà. Èç ðåçóëü-
òàòîâ ñòàòüè [9] âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû
(8) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ µ ∈ T, x ∈ Rp, u ∈ Rq.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ij i = 1, p, j = 1, q
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà è îãðàíè÷å-
íû. Li(t), i = 1, q - íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíê-
öèè îãðàíèåííîé âàðèàöèè. Òîãäà ïðè n → ∞,
hn → 0 γj(n) → ∞ äëÿ j = 1, b γj(n)hn → ∞, è
äëÿ j = b+ 1, q γj(n)hn → 0, ðåøåíèå xn(t) çàäà-
÷è Êîøè (4)-(5) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (8) â L1(T ), åñëè

∫
|xn0(τt)−x0| dt→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 3 íå ñëåäóåò Òåî-
ðåìû 1 è 2, òàê êàê àññîöèèðîâàííûå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)-(2) â ïîñëåäíåé òåîðåìå ïîëó÷åíû â
äðóãîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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ϕi(t, µ, x, u) = xi +

b∑

j=1

uj
t∫

0

f ij(µ, ϕ(s−, µ, x, u)) dH(s− 1) +

q∑

j=b+1

uj
t∫

0

f ij(µ, ϕ(s, µ, x, u)) ds (9)
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