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ТЕМА 1. ИЗУЧЕНИЕ СВОЙСТВ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН, 

РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ В СРЕДАХ С ПОТЕРЯМИ 
 
 1.1. Краткие теоретические сведения 
 
 1.1.1. Уравнения Максвелла для комплексных амплитуд 
 
 В основе анализа быстропеременных электромагнитных полей (ЭМП) 
лежит система уравнений Максвелла, выражающая общие законы электро-
магнетизма: 
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где H

r
 и E

r
 – векторы напряженности магнитного и электрического полей; D

r
 

и B
r

 – векторы электрической и магнитной индукции; j
r

 и ρ  – объемные 
плотности электрических токов и зарядов, появление которых вызвано элек-
тромагнитным полем. Они связаны между собой уравнением 
 

0=
∂
∂

+
t

jdiv ρr
.     (1.2) 

 
 В систему уравнений Максвелла включают также соотношения, отра-
жающие свойства конкретно рассматриваемой среды и называемые матери-
альными уравнениями: 
 

EjHBED aa
rrrrrr

σµε === ,, .   (1.3) 
 
 Для среды, называемой изотропной, абсолютные диэлектрическая аε  и 
магнитная аµ  проницаемости, а также проводимость σ  среды – величины 
скалярные. Для анизотропных сред, свойства которых зависят от выбранного 
направления, один или несколько из перечисленных параметров аε , аµ , σ  
определяются тензором. 
 При решении конкретных электродинамических задач уравнения Мак-
свелла в тех точках, где имеется разрыв параметров аε , аµ , σ , дополняются 
условиями, определяющими поля на границах раздела сред. Граничные усло-
вия устанавливаются с помощью уравнений Максвелла в интегральной фор-
ме и имеют следующий вид: 
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где 1111 ,,, BDEH

rrrr
 – векторы поля в первой среде; 2222 ,,, BDEH

rrrr
 – векторы 

поля во второй среде; 0nr  – единичный вектор нормали, проведенный из вто-
рой среды в первую; Sj

r
 – плотность поверхностного тока; Sρ  – плотность 

поверхностного заряда. 
 Уравнения Максвелла (1.1) с материальными уравнениями (1.3) и гра-
ничными условиями (1.4) представляют собой аппарат решения задач высо-
кочастотной электродинамики. 
 В общем случае величины, входящие в уравнения, являются функция-
ми координат и времени. Для практических задач наибольший интерес пред-
ставляет случай гармонической зависимости указанных выше величин от 
времени, т.е. когда рассматриваемый электромагнитный процесс можно опи-
сать гармоническими колебаниями с некоторой круговой частотой ω . Это по-
зволяет вектор поля, например Е

r
, представить в виде 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,cos,,

cos,,cos,,,,,

0

00

ztzyxE

ytzyxExtzyxEtzyxE

zz

yyxx

r

rrr

ϕω

ϕωϕω

++

++++=

    (1.5) 

 
где Ex, Ey, Ez – амплитуды отдельных составляющих поля; zyx ϕϕϕ ,,  – их фа-
зовые углы. 
 Запись, эквивалентная (1.5), имеет вид 
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Комплексный вектор вида 
 

000 zeEyeExeEE zyx i
z
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rrrr
& ϕϕϕ ++=    (1.6) 

 
называется комплексной амплитудой поля Е

r
. 

 Таким образом, любую величину, зависящую от времени по гармони-
ческому закону, можно представить как вещественную часть произведения 
комплексной амплитуды на tie ω , например: 
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 ω= tiezyxDtzyxD ,,Re,,,

r
&r

.    (1.7) 

 По аналогии с (1.7) могут быть представлены все векторные величины, 
входящие в уравнения электродинамики: jBDHE

rrrrr
,,,, . 

 Первое и второе уравнения Максвелла для комплексных амплитуд 
можно записать в виде 
 

,, BiErotjDiHrot
r
&

r
&rr

&
r
& ωω −=+=     (1.8) 

 
причем третье и четвертое уравнения вытекают в этом случае из (1.8) как 
простые следствия. 
 Легко показать, что первое уравнение из (1.8) можно представить в ви-
де cma jEiHrot

rr
&

r
& += εω~ , где cmj

r
 – плотность стороннего тока, а 

 
( )aaa i ωεσεε /1~ −=      (1.9) 

 
можно рассматривать как диэлектрическую проницаемость, которая прини-
мает комплексные значения для среды, обладающей электропроводностью. 
Величина аε~  называется комплексной диэлектрической проницаемостью 
среды 

ωσδεεδεεεεε /sin;cos,~ +=′′=′′′−′= aaaaaaa i ,  (1.10) 
 
где σ  – фазовый сдвиг между векторами D

r
 и E

r
: 

 
EeD i

a

r
&

r
& δε −= .     (1.11) 

 
 Для отношения aa εε ′′′ /  существует специальное обозначение: 
 

Эi
aaаа

Э etg ∆εεεε∆ −=′′′= ~~,/ .    (1.12) 
 
 Величина Э∆  называется углом электрических потерь, а Эtg∆  – тан-
генсом угла электрических потерь. 
 Аналогично вводится комплексная магнитная проницаемость: 
 

( )M
aaa

Mi
аа itgieНВ ∆µµµµµ ∆ −′=′′−′=== − 1/~

r
&

r
& ,  (1.13) 

 
где aa

Mtg µµ∆ ′′′= /  – тангенс угла магнитных потерь. 
 Таким образом, диэлектрическая и магнитная проницаемости в уравне-
ниях для комплексных амплитуд с учетом потерь энергии должны рассмат-
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риваться как величины комплексные, мнимые части которых выражают элек-
трические и магнитные потери в веществе. 
 Запишем уравнения Максвелла (1.8) с комплексными проницаемостя-
ми, ограничившись первым и вторым уравнениями, поскольку третье и чет-
вертое уравнения вытекают из них: 
 

HiErotjEiHrot acma

r
&

r
&rr

&
r
& µωεω ~,~ −=+=    (1.14) 

 
( cmj
r

 – вектор плотности стороннего тока). 
 

1.1.2. Распространение электромагнитных волн (ЭМВ) в средах с поте-
рями 

 
В непоглощающей среде аε  и аµ  – вещественные величины 

( µµµεεε 00 ; == аа ). Если предположить, что волна распространяется вдоль 
оси z и при этом вектор Е

r
 направлен вдоль оси х, то физические векторы Е

r
 и 

Н
r
записываются в виде 
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где εµµεω 00=k , м – волновое число; 
ε
µ

π
εε
µµ

120
0

0 ==W , Ом – волно-

вое сопротивление среды; А – начальная амплитуда вектора Е
r

; ϕ  – началь-
ная фаза векторов Е

r
 и Н

r
; fπω 2=  – круговая частота. 

 Как видно из формул (1.15), векторы поля изменяются по закону пло-
ской однородной гармонической волны, распространяющейся без затухания. 
 В поглощающей среде аε~  и аµ~  комплексны; комплексным оказывают-
ся также волновое число k~  
 
 

( )

( )( ) µε
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  (1.16) 

 
( µµµεεε ′′−′=′′−′= ii ~;~  – относительная диэлектрическая и магнитная 
проницаемости) и волновое сопротивление среды W 
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 Если ε ′  и µ ′  положительны (что справедливо, за исключением особых 
случаев), то при положительных ε ′′  и µ ′′ , соответствующих потерям энер-
гии, углы Э∆  и М∆  лежат в пределах 0 – 900. Поскольку в этих же пределах 
лежит и их полусумма, то 0〉′k  и 0〉′′k . Переходя к векторам Е

r
 и Н

r
, мы по-

лучим затухающую волну: 
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   (1.18) 

 
которая распространяется вдоль оси z с фазовой скоростью 
 

k ′
=

ω
υΦ .      (1.19) 

 
 Величина k ′′  называется коэффициентом затухания волны. 
 Так как была зафиксирована ориентация вектора Е

r
 в пространстве 

( )ЕхЕ 0
rr

= , то говорят, что такая волна поляризована в плоскости xoz. Поляри-
зация волны – ориентационная характеристика. Плоскость поляризации, по 
определению, составлена вектором Е

r
 и направлением распространения вол-

ны. 
 Часто волновой процесс можно рассматривать как наложение двух 
волн с амплитудами А и В, одна из которых поляризована в плоскости xoz, а 
другая – в плоскости уoz, т.е. ух ЕЕЕ

rrr
+= . 

 Векторы хЕ
r

 и уЕ
r

 можно представить формулами: 
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у
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   (1.20) 

 
где ух ϕϕ ,  – начальные фазы волн. 
 В зависимости от отношения А/В и разности фаз суммарный вектор 

ух ЕЕЕ
rrr

+=  с течением времени на плоскости z=const своим концом описы-
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вает эллипс, окружность или прямую линию. Соответственно различают эл-
липтическую, круговую и линейную поляризацию. 
 
 1.2. Варианты задания 
 
 Для всех вариантов: 
 а) запустить программу WOLNA; 
 б) поочередно вводить исходные данные для расчетов – f,,, σµε  
(табл. 1.1); 
 в) для каждого набора параметров: 
 – выписать параметры волны в заданной среде (длину волны, фазовую 
скорость, волновое сопротивление, фазовый сдвиг между векторами Е

r
 и Н

r
, 

коэффициент затухания); построить графики зависимости (или таблицы) па-
раметров волны от частоты; 

– зарисовать распределение векторов Е
r

 и Н
r

 в пространстве (пятый 
пункт выходного меню). 
 

Таблица 1.1 
 
Вари-
ант Типы сред Параметры сред Частоты, МГц 

1 Воздух 
Земля 
влажная 

0,1,1 === σµε  
01,0,1,10 === σµε  

;1;1,0;01,0 321 === fff
100;10 54 == ff  

2 Парафин 
Земля 
влажная 

1410,1,1,2 −=== σµε  
4102,1,6 −⋅=== σµε  

;10f;1f;1,0f 321 ===  
1000f;100f 54 ==  

3 Стекло 
Пресная во-
да 

10102,1,5,7 −⋅=== σµε  
4105,1,80 −⋅=== σµε  

;100f;10f;1f 321 ===  
10000f;1000f 54 ==  

4 Бумага 
Морская 
вода 

1010,1,6,2 −=== σµε  
4,0,1,81 === σµε  

;1;1,0;01,0 321 === fff
100;10 54 == ff  

5 Полистирол 
Земля 
влажная 

1510,1,55,2 −=== σµε  
01,0,1,10 === σµε  

;10;1;1,0 321 === fff  
1000;100 54 == ff  

6 Фторопласт 
Земля сухая 

8105,2,1,5,2 −⋅=== σµε
4102,1,6 −⋅=== σµε  

;100;10;1 321 === fff  
10000;1000 54 == ff  

 
 г) запустить программу POLARIZ; 
 д) поочередно вводить исходные данные из табл. 1.2 для расчетов (Ех, 
Еу, Fi); 
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 е) для каждого набора параметров зарисовать картинки изменения Е
r

 
во времени и пространстве (желтые рисунки) и выписать поляризационные 
параметры волны. 

Таблица 1.2 
 

Ех Еу Fi (град) 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 

10 
10 
10 
10 
10 
20 
20 
20 
20 
20 

    0 
  45 
  90 
135 
180 
    0 
  45 
  90 
135 
180 

 
 
 1.3. Содержание отчета 
 
 1. Название работы, фамилия выполнявшего работу. 
 2. Таблицы и рисунки по результатам расчета характеристик электро-
магнитных волн, распространяющихся в средах с потерями. 
 3. Рисунки по результатам расчета поляризационных характеристик 
электромагнитных волн. 
 4. Выводы, содержащие анализ полученных результатов: частотные за-
висимости характеристик волн в средах с потерями; амплитудные и фазовые 
соотношения суммируемых волн, при которых получается линейная, круго-
вая и эллиптическая поляризация соответственно. 
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ТЕМА 2. РАСЧЕТ ХАРАКТЕРИСТИК КОАКСИАЛЬНОЙ 
ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ 

 
 2.1. Краткие теоретические сведения 

 
Рассмотрим конструкцию коаксиальной линии. Поперечное сечение 

линии и ее общий вид изображены на рис.2.1. 

        
        а                б             в 
 

Рис. 2.1. Общий вид (а), структура поля (б) и поперечное сечение (в) 
коаксиальной линии передачи 

 
 Коаксиальная линия обычно состоит из сплошного внутреннего про-
водника, чаще медного, с радиусом а и внешнего экрана с внутренним ра-
диусом в. В гибких кабелях внешний экран обычно сплетен из тонкой медной 
проволоки, а в жестких выполнен из цельнометаллической трубки (жесткая 
конструкция чаще используется при работе на СВЧ). Пространство между 
проводниками заполняется диэлектриком, относительную диэлектрическую 
проницаемость которого обозначим буквой ε  (относительная магнитная 
проницаемость µ =1). Диэлектрик удерживает центральный проводник и од-
новременно является изолятором между внутренним и внешним проводни-
ками. В диапазоне УВЧ чаще используют фторопласт, на более высоких час-
тотах, близких к СВЧ, нередко применяют коаксиальные кабели с воздуш-
ным заполнением. 
 Важнейшими характеристиками коаксиальной линии являются волно-
вое сопротивление ( bZ ), погонная индуктивность (L) и погонная емкость (C). 
Волновое сопротивление в линии без отражений равно отношению разности 
потенциалов между проводниками к току, протекающему по центральному 
проводнику: Zb=U/I. Погонные индуктивность и емкость равны соответст-
венно индуктивности и емкости, приходящимся на единицу длины линии. 
Чтобы найти названные характеристики, необходимо предварительно опре-
делить структуру электрического и магнитного полей в линии. Известно, что 
вектор электрической индукции D

r
 связан с вектором напряженности элек-

трического поля E
r

 и абсолютной диэлектрической проницаемостью εεε 0a =  
равенством 
 

ED a
rr

ε= ,      (2.1) 
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а вектор магнитной индукции B
r

 – с вектором напряженности магнитного 
поля H

r
 и абсолютной магнитной проницаемостью µµµ 0a =  равенством: 

 
HB a
rr

µ= .      (2.2) 
 
 (Равенства (2.1) и (2.2) справедливы в изотропной среде). 
 Найдем погонную емкость коаксиального кабеля, изображенного на 
рис. 2.1. Пусть между внутренним и внешним проводниками существует раз-
ность потенциалов U, под влиянием которой на этих проводниках поддержи-
вается линейная плотность зарядов +q и  -q соответственно. Тогда радиаль-
ная составляющая вектора индукции при bra ≤≤ : 
 

r
qD
π2

= , Кл/м2.     (2.3) 

 
Это следует из теоремы Гаусса QSdD

S
=∫

rr
, где Q – полный заряд на любом из 

проводников. 
 Так как разность потенциалов U равна ∫ Edr , то ее можно определить 
из (2.1) и (2.3). Интегрируя Е вдоль радиуса в области, заполненной диэлек-
триком, получаем 
 

( )abqdr
r

qU
a

b

a a
lnln

22
−== ∫ πεπε

, 

 

поскольку ∫ = rdr
r

ln1 . 

 Полученное равенство перепишем в виде 
 







=

a
bqU

a
ln

2πε
, 

 
тогда погонная емкость С кабеля: 
 

( ) ,
/ln

2
abU

qC aπε
==  Ф/м.    (2.4) 

 
 Аналогично находится и погонная индуктивность L. Из закона Ампера 

∫=
L

dHI l
rr

 следует, что если по внутреннему проводнику течет ток I, то на-

пряженность магнитного поля в линии: 
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,
2 r

IH
π

=  А/м.     (2.5) 

 

 Согласно (2.2) и (2.5), 
r2
IB a

π
µ

= ,  Тл  или  Вб/м2. 

 Поток ϕ  магнитной индукции, пронизывающий прямоугольник, одна 
из сторон которого параллельна радиусу и равна dr, а вторая –  параллельна 
оси линии и равна единице (рис. 2.1, б), может быть выражен следующим об-
разом: 
 

dr
r
I

Bdr a

π
µ

ϕ
2

== , Вб. 

 
 Полный поток Ф, приходящийся на единицу длины, равен интегралу 
∫ drϕ , взятому в пределах от а до b. Выполнив интегрирование, найдем по-
гонную индуктивность: 
 

( )abdr
r
I

II
L a

b

a

a /ln
22

1
π

µ
π

µ
==

Φ
= ∫ , Гн/м.   (2.6) 

 
 
 Волновое сопротивление может быть выражено через погонную индук-
тивность и погонную емкость: 
 

Zb=(L/C)1/2, 
 
что позволяет записать с помощью (2.4) и (2.6) выражение 
 

( ) ( ) ( )abababZ
a

a
b /ln

2
1

2
1/ln/ln

2

2/12/1

0

0
2/1

















=








=

ε
µ

ε
µ

ππεπ
µ

, Ом. (2.7) 

 

 Величина 
2/1

a

a








ε
µ  носит название характеристического сопротивления 

среды и обозначается Zc. Итак, окончательно имеем расчетные формулы: 

 1) погонная емкость ( )ab
С

/ln
2 0επε

= , Ф/м;         (2.8) 

 2) погонная индуктивность ( )abL /ln
2

0

π
µµ

= , Гн/м;       (2.9) 

 3) волновое сопротивление ( )abZZ cb /ln
2
1
π

= , Ом.     (2.10) 
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 Электрическая постоянная 12
0 10854,8 −⋅≈ε  Ф/м, 

 магнитная постоянная 6
0 10257,1 −⋅≈µ  Гн/м. 

 
2.2. Варианты задания 

 
 Для всех вариантов по формулам (2.8), (2.9), (2.10) построить графики 
зависимостей C, L и Zb от переменного b при постоянном а для трех случаев 
диэлектриков, приведенных в табл. 2.1. 
 

Таблица 2.1 
 
Вари-
ант 

Параметры диэлектри-
ков 

а, мм (внутренний 
проводник) 

b, мм 
(экран) 

1 2 3 4 
1 а) 1;1 == εµ  

б) 5,2;1 == εµ  
в) 3,3;1 == εµ  

1,5 Изменять от 2,2 
до 15 

2 а) 1;1 == εµ  
б) 4,2;1 == εµ  
в) 8,3;1 == εµ  

1,6 Изменять от 2,4 
до 16 

3 а) 1;1 == εµ  
б) 8,1;1 == εµ  
в) 2,2;1 == εµ  

1,7 Изменять от 2,5 
до 17 

4 а) 1;1 == εµ  
б) 2,2;1 == εµ  
в) 6,3;1 == εµ  

1,8 Изменять от 2,7 
до 18 

5 а) 1;1 == εµ  
б) 1,2;1 == εµ  
в) 3,3;1 == εµ  

1,9 Изменять от 2,8 
до 19 

6 а) 1;1 == εµ  
б) 2,2;1 == εµ  
в) 5,3;1 == εµ  

2,0 Изменять от 3,0 
до 20 

7 а) 1;1 == εµ  
б) 8,1;1 == εµ  
в) 4,2;1 == εµ  
 

2,1 Изменять от 3,1 
до 21 

8 а) 1;1 == εµ  
б) 4,2;1 == εµ  
в) 5,3;1 == εµ  

2,2 Изменять от 3,3 
до 22 
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Окончание табл. 2.1 
 

1 2 3 4 
9 а) 1;1 == εµ  

б) 3,2;1 == εµ  
в) 1,3;1 == εµ  

2,3 Изменять от 
3,4 до 23 

10 а) 1;1 == εµ  
б) 9,1;1 == εµ  
в) 2,2;1 == εµ  

2,4 Изменять от 
3,6 до 24 

11 а) 1;1 == εµ  
б) 3,2;1 == εµ  
в) 4,3;1 == εµ  

2,5 Изменять от 
3,7 до 25 

12 а) 1;1 == εµ  
б) 7,1;1 == εµ  
в) 5,2;1 == εµ  

2,6 Изменять от 
3,9 до 26 

13 а) 1;1 == εµ  
б) 1,2;1 == εµ  
в) 7,3;1 == εµ  

2,7 Изменять от 
4,0 до 27 

14 а) 1;1 == εµ  
б) 6,1;1 == εµ  
в) 9,2;1 == εµ  

2,8 Изменить от 
4,2 до 28 

15 а) 1;1 == εµ  
б) 1,2;1 == εµ  
в) 1,3;1 == εµ  

2,9 Изменить от 
4,3 до 29 

16 а) 1;1 == εµ  
б) 2,2;1 == εµ  
в) 7,3;1 == εµ  

3,0 Изменять от 
4,5 до 30 

17 а) 1;1 == εµ  
б) 5,2;1 == εµ  
в) 9,3;1 == εµ  

3,1 Изменять от 
4,6 до 31 

 
2.3. Содержание отчета 

 
1. Название работы, фамилия выполнявшего работу. 
2. Задание и исходные формулы. 
3. Результаты расчетов в виде графиков. Графики следует размещать по 

три на одних координатных осях: три графика Zb для трех диэлектриков; три 
графика С для трех диэлектриков; три графика L для трех диэлектриков. 

4. Выводы, содержащие анализ полученных результатов расчета. 
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ТЕМА 3. РАСЧЕТ ДОБРОТНОСТЕЙ ОБЪЕМНЫХ РЕЗОНАТОРОВ 
 

 3.1. Краткие теоретические сведения 
 
 Добротность объемных резонаторов вычисляется с помощью соотно-
шения 

,

2

2

2

∫

∫
=

SM

aM

V
ap

dsH

dvH
Q

τσ
µ

µω

r
&

r
&

     (3.1) 

 
где V – объем резонатора; S – площадь поверхности металла; аМµ  – абсо-
лютная магнитная проницаемость металла; Мσ  – электрическая проводи-
мость металла; аµ  – абсолютная магнитная проницаемость среды, запол-

няющей резонатор; τН
r
&  – тангенциальная составляющая вектора Н

r
& . 

 Из формулы (3.1) видно, что добротность объемного резонатора зави-
сит от структуры поля и характеристики металла и среды, заполняющей объ-
ем. Потери в ненагруженном объемном резонаторе с воздушным заполнени-
ем практически определяются только потерями в стенках, связанными с про-
теканием поверхностных токов, поэтому Q тем больше, чем больше отноше-
ние объема резонатора к площади его поверхности. 
 Для упрощения записи введем обозначения: 
 

22
,

2







+






=

b
n

a
mgmn

M

aM

aP ππ

σ
µ

µω
α .   (3.2) 

 
 Выражение для добротности прямоугольного объемного резонатора 
(рис. 3.1,а) в случае волн типа Нтпр, полученное из соотношения (3.1), с уче-
том обозначения (3.2) будет иметь вид 
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Рис. 3.1. Прямоугольный (а) и цилиндрический (б) объемные резонаторы 

 
 В частных случаях (3.3): 

( ) ;

22
2 2

22
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++
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ll π
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l
ll π
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Pabbga
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onp    (3.5) 

 
 Общее выражение для добротности прямоугольного объемного резона-
тора в случае волн электрического типа Етпр имеет вид: 
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 В частном случае: 
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 Для волн магнитного типа Нтпр добротность объемного цилиндриче-
ского резонатора определяется по формуле 
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где некоторые значения mnµ  даны в табл. 3.1. 
 В частном случае 
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 Для волн электрического типа Етпр добротность объемного цилиндри-
ческого резонатора определяется по формуле 
 

( )
0

0

22 r
r

EQ mnp +
=

l
lα .     (3.10) 

 
 В частных случаях Еопр и Еопо формула (3.10) полностью сохраняет свой 
вид. 
 Резонансная частота Рω  в случае волн электрического (Етпр) и магнит-
ного (Ртпр) типов в прямоугольном резонаторе определяется по формуле 
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где 
aa

C
µε

1
=  – скорость света. 

 Для волн электрического типа наименьшими допустимыми значениями 
индексов m, n, p являются m=1, n=1, p=0. Для волн магнитного типа наи-
меньшие допустимые значения индексов m=1, n=0, p=1. 
 Для круглого цилиндрического резонатора справедливы соотношения: 
 в случае волн электрического типа 
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значения mnη  приведены в табл. 3.2; 
 в случае волн магнитного типа 
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           Таблица 3.1                 Таблица 3.2 
  Значения корней производной     Значения корней функции 
       функции Бесселя ( тпµ )                  Бесселя ( тпη ) 

m  m  
n 0 1 2  

 
n 0 1 2 

1 
2 
3 

3,832 
7,016 

10,174 

1,840 
5,335 
8,536 

3,054 
6,705 
9,965 

 1 
2 
3 

2,405 
5,520 
8,654 

3,832 
7,016 

10,174 

5,135 
8,417 

11,620 
 
 При выполнении заданий следует использовать нижеприведенные  
данные: 

71045,1 ⋅=мσ  См/м;    ;0 мам µµµ =     10=мµ ;    мнГ6
0 10257,1 −⋅=µ ; 

0εε =а  (если не задано иначе); мΦ⋅= −12
0 10854,8ε . 

 
 3.2. Варианты задания 
 
 1. С помощью формулы (3.4) численно исследовать зависимость 

( )101HQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 9 мм, l  = 20 мм, изменять b от 5 до 50 см; 
 б) положить а = 9 мм, b = 20 мм, изменять l  от 5 до 50 см. 
 2. С помощью формулы (3.4) численно исследовать зависимость 

( )103HQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 5 мм, l  = 10 мм, изменять b от 2,5 до 25 см; 
 б) положить а = 5 мм, b = 10 мм, изменять l  от 2,5 до 25 см. 
 3. С помощью формулы (3.3) численно исследовать зависимость 

( )mnpHQ  от т, п, р, изменяя поочередно т, п, р, от 1 до 10 и положив остав-
шиеся два индекса равными единице. Положить а=23 мм, b=10 мм, l = 46 мм. 
 4. С помощью формулы (3.6) численно исследовать зависимость 

( )mnpЕQ  от т, п, р, изменяя поочередно т, п, р, от 1 до 10 и положив остав-
шиеся два индекса равными единице. Положить а=23 мм, b=10 мм, l = 46 мм. 
 5. С помощью формулы (3.6) численно исследовать зависимость 

( )111ЕQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 9 мм, l  = 20 мм, изменять b от 5 до 50 см; 
 б) положить а = 9 мм, b = 20 мм, изменять l  от 5 до 50 см. 
 6. С помощью формулы (3.6) численно исследовать зависимость 

( )113ЕQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 5 мм, l  = 10 мм, изменять b от 2,5 до 25 см; 
 б) положить а = 5 мм, b = 10 мм, изменять l  от 2,5 до 25 см. 
 7. С помощью формулы (3.4) численно исследовать зависимость 

( )mоpНQ  от т и р: 
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 а) положить р = 1, изменять т от 1 до 20; 
 б) положить т = 1, изменять р от 1 до 20. 
 Положить а = 23 мм; b = 10 мм; l  = 46 мм. 
 8. С помощью формулы (3.5) численно исследовать зависимость 

( )опpНQ  от п и р: 
 а) положить р = 1, изменять п от 1 до 20; 
 б) положить п = 1, изменять р от 1 до 20. 
 Положить а = 23 мм; b = 10 мм; l  = 46 мм. 
 9. С помощью формулы (3.5) численно исследовать зависимость 

( )011НQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 9 мм, l  = 20 мм, изменять b от 5 до 50 см; 
 б) положить а = 9 мм, b = 20 мм, изменять l  от 5 до 50 см. 
 10. С помощью формулы (3.5) численно исследовать зависимость 

( )013НQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 5 мм, l  = 10 мм, изменять b от 2,5 до 25 см; 
 б) положить а = 5 мм, b = 10 мм, изменять l  от 2,5 до 25 см. 
 11. С помощью формулы (3.7) численно исследовать зависимость 

( )тпоЕQ  от т и п: 
 а) положить п = 1, изменять т от 1 до 20; 
 б) положить т = 1, изменять п от 1 до 20. 
 Положить а = 23 мм; b = 10 мм; l  = 46 мм. 
 12. С помощью формулы (3.7) численно исследовать зависимость 

( )110ЕQ  от соотношения геометрических параметров резонатора l,,ba : 
 а) положить а = 9 мм, l  = 20 мм, изменять b от 5 до 50 см; 
 б) положить а = 9 мм, b = 20 мм, изменять l  от 5 до 50 см. 
 13. С помощью формулы (3.9) численно исследовать зависимость 

( )011НQ  от соотношения геометрических параметров резонатора 0r  и l : по-
ложить 0r  = 7 см; изменять l  от 2,5 до 25 см. 
 14. С помощью формулы (3.9) численно исследовать зависимость 

( )121НQ  от соотношения геометрических параметров резонатора 0r  и l : по-
ложить 0r  = 5 см; изменять l  от 1,5 до 15 см. 
 15. С помощью формулы (3.10) численно исследовать зависимость 

( )111ЕQ  от соотношения геометрических параметров резонатора 0r  и l : по-
ложить 0r  = 12 см; изменять l  от 3 до 30 см. 
 
 
 3.3. Содержание отчета 
 
 1. Название работы, фамилия выполнявшего работу. 
 2. Задание и исходные формулы. 
 3. Результаты расчета в виде таблиц или графиков. 
 4. Выводы, содержащие анализ полученных результатов расчета. 
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ТЕМА 4. ИЗУЧЕНИЕ ДИССИПАЦИИ СВЧ-ПОЛЯ 
В НЕОДНОРОДНОМ СЛОЕ, ПОКРЫТОМ ВНЕШНИМИ 

ПОЛУПРОЗРАЧНЫМИ ЭКРАНАМИ 
(УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ СВЧ-ГИПЕРТЕРМИИ) 

 
4.1. Краткие теоретические сведения 

 
 В последние годы появились новые возможности применения СВЧ-
излучения при гипертермии биологических объектов в онкологии. Для СВЧ-
гипертермии значительный интерес представляют физические возможности 
управления распределением потерь в объеме живой ткани, причем сложность 
состоит в том, что нагреваемые ткани существенно неоднородны по своим 
электрическим характеристикам и должны разогреваться локально: заданный 
нагрев определенных пространственных областей при минимальном разогре-
ве всех остальных. Одна из таких возможностей основывается на использо-
вании внешних полупрозрачных экранов. В качестве таких экранов могут 
быть использованы диэлектрические слои, проводящие периодические 
структуры либо комбинации тех и других (планарные металлические решет-
ки, напыленные на диэлектрические подложки). 
 Конфигурация  нагреваемого образца показана на рис. 4.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1. Геометрия рассматриваемой задачи и основные обозначения 
(1–5 – частичные области) 

 
 Образец  представляет собой плоский продольно-неоднордный слой 
толщиной L, характеризуемый комплексной диэлектрической проницаемо-
стью ( ) ( )( )xjtgх δε −11 , где )(xδ  – угол диэлектрических потерь. Нагрев про-
изводится нормально падающей волной ( ) ,/,exp)0( ckjkxеЕ у ω=−= где ω – 
круговая частота; с – скорость света в вакууме; ye  – единичный вектор вдоль 
оси у (временная зависимость – exp (jω x)). 
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 Внешние управляющие экраны расположены с обеих сторон образца 
параллельно его границам (на рис. 4.1 показаны штриховыми линиями). В 
нашем анализе мы не конкретизируем тип и природу экрана, а характеризуем 
его матрицей рассеяния 
 

,







=

ii

ii
i rt

tr
S      (4.1) 

где ri, ti – заданные комплексные коэффициенты, i = 1, 2. Такой подход по-
зволяет сделать анализ общим для экранов различных типов и конфигураций. 
 Для упрощения будем пренебрегать поглощением в экранах, в связи с 
чем матрицы Si унитарны (SiSi*=I). 
 Цель проводимого ниже анализа – выявить влияние экранов на распре-
деление мощности потерь в объеме образца. 
 Плотность мощности электрических потерь в объеме образца выража-
ется равенством: 
 

,)()(
2
1)( 2

1 ϕδε xtgxxp e =     (4.2) 

 
где yE=ϕ . Во многих практически интересных случаях выполняется усло-
вие 1)( <<xtgδ . Это позволяет при вычислении pe(x) воспользоваться мето-
дом возмущений по δtg , т.е. подставить в (4.2) величину ϕ , отвечающую со-
ответствующей непоглощающей среде. 
 Тогда для ϕ (х) получим уравнение 
 

0)(2
2

2
=+ ϕε

ϕ xk
dx
d ,     (4.3) 

 
где )()( 1 xx εε =  в объеме образца и ε =1 вне его. Предположим, что )(1 xε  
меняется в объеме образца достаточно медленно, так что kdxxd 11 /)( εε << . 
Будем считать также, что 0),0(/1 == Lxdxdε . 
 Для вычисления ϕ (х) в объеме образца используем метод частичных 
областей (в данной задаче их пять – см. рис. 4.1). Поля в частичных областях 
могут быть представлены в следующем виде: 
 

)exp()exp()1( jkxRjkx +−=ϕ ,     (4.4) 
 

)exp()exp( 11
)2( jkxbjkxa +−=ϕ ,    (4.5) 
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[ ] [ ])(exp)(exp
4

1
4

1

)3( xjk
x

Bxjk
x

A
Φ

ε
Φ

ε
ϕ −+= ,  (4.6) 

 
)exp()exp( 22

)4( jkxbjkxa −+=ϕ ,   (4.7) 
 

)exp()5( jkxT=ϕ ,     (4.8) 
 

где ( ) ξξεΦ d
x
∫=
0

1 ; R, T, A, B, ai, bi – неизвестные коэффициенты; индекс в 

круглых скобках означает номер частичной области, к которой относится 
данное представление. 
 Приравнивание полей мы проведем в предельном случае 02,1 →l . Это 
не ограничивает общности анализа, поскольку матрицы рассеяния Si для от-
стоящих от образца экранов могут быть пересчитаны к плоскостям x = 0, L. 
 Налагая граничные условия на границах образца и учитывая равенства 
t1+r1a1 = b1;  r1+t1a1 = R;  r2b2 = a; t2b2 = T, получаем систему четырех алгеб-
раических уравнений с четырьмя неизвестными: 
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     (4.9) 

 

где ( ) ( ) ( ) 1
1111

1
11111110

0
1 1;1);();0(;~ −

±
−

± ±=±===∫= trrttrLd
L

mγθεεεεξξεΦ . 

 Для целей гипертермии интерес представляют комплексные амплитуды 
А и В, характеризующие поле внутри образца и определяющие диссипацию в 
нем. Для них из (4.9) имеем 
 

( ) ( ) ( )[ ]111011~2exp11

2

1101

4 101

rrjkrr

t
B

+−−Φ−−++−
=

εηε

ε
, (4.10) 

 
( )Φη ~2exp jkBA −−= ,     (4.11) 
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ).1exp1exp

1exp1exp

11112

11112

εε

εε
η

+−−−

−−−+
=

jkLjkLr
jkLjkLr

  (4.12) 

 
 Равенства (4.10) – (4.12) позволяют представить (4.2) в виде 
 

{ })(cos21)()(
2
1)( 22

1 xBxtgxxpe θηηδε −+= ,  (4.13) 

 

где ( ) ;2)( 1 ηϕξξεθ +∫= dkх
x

L
          (4.14) 

 
  ηϕ  – фаза комплексного коэффициента η , определяемого (4.12). 

 Как следует из (4.13), распределение мощности СВЧ-потерь по объему 
образца представляет собой осциллирующую функцию координаты х. Ло-
кальные минимумы определяются условием πθ пх 2)( = , локальные макси-
мумы – условием πθ )12()( −= пх , п = 0, 1,… Весьма существенно, что вели-
чина )(хθ  включает слагаемое ηϕ , содержащее элементы матрицы рассеяния 
второго экрана. Отсюда следует весьма важный вывод: варьируя параметры 
второго экрана, можно смещать в пространстве локальные экстремумы, т.е. 
вызвать максимальный разогрев заданных пространственных областей. В то 
же время )(хθ  не зависит от элементов матрицы S1, поэтому первый экран не 
влияет на положение локальных экстремумов. 
 Распределение мощности СВЧ-потерь в объеме образца удобно охарак-
теризовать также коэффициентом неравномерности ee pp (max)(min) /=α , где 
индексы (min) и (max) обозначают величину рассматриваемой функции соот-
ветственно в точках локального минимума. Из (4.13) получаем 
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а η  в соответствии с (4.12) представляется в виде 

 

r
r

~1

~

0

0

η
η

η
+
+

−= , 

 
где ( ) ( ) ( )1/1;2exp~

11110 +−== εεηjkLrr . Отсюда следует, что коэффи-
циент неравномерности, определяемый (4.15), также существенно зависит от 
элементов матрицы S2 и может регулироваться с помощью второго экрана. 
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 Элементы матрицы S1 входят только в амплитудный коэффициент В, 
определяемый (4.12). Значит, первый экран влияет только на величину 

eр(max) . Следует заметить, что при больших 10ε  влияние первого экрана мо-

жет не только уменьшить, но и увеличить eр(max) . Физически это означает, 
что полупрозрачный экран играет роль согласующего трансформатора. Каче-
ственный характер распределения мощности потерь в объеме образца для 
различных случаев показан на рис. 4.2. 

 

  
 
Рис. 4.2. Качественный характер распределения мощности потерь в объеме 

образца при наличии полупрозрачных экранов: 
а – первый экран отсутствует; б – второй экран отсутствует; 

в – оба экрана присутствуют; штриховые линии – оба экрана отсутствуют 
 

 Таким образом, внешние полупрозрачные экраны являются эффектив-
ным средством управления процессом СВЧ-гипертермии. 
 Наиболее  высокой  частотой, используемой  в  гипертермии,  является 
f = 915 МГц. На ней типичные биологические ткани являются диэлектрика-
ми. В случае использования более низких частот необходимо учитывать так-
же влияние омической проводимости сред. В первом приближении это может 
быть сделано заменой (σωεσδδ 1/+→ tgtg  – статическая проводимость) 
с сохранением всех полученных выше соотношений и качественных выво-
дов. 

Таблица 4.1 
Параметры ЭМВ в биологических средах (мышцы, кожа и другие ткани 

с высоким содержанием воды) 
 

Коэффициент отражения 
Граница «воз-
дух-мышца» 

Граница 
«мышца-жир» 

Часто-
та, МГц 

Длина 
волны 
в воз-
духе, 

10–2, м 

Диэлек-
триче-
ская 
прони-
цае-
мость 

ε ′  

Прово-
ди-
мость 

σ , 
См/м 

Длина 
волны 
в ткани 
λ , 10–2, 

м 

Глуби-
на про-
никно-
вения, 
10–2, м r 0ϕ  r 0ϕ  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 30000 2000 0,400 436 91,3 0,982 +179 – – 
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Окончание табл. 4.1 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 

10 
 

27,12 
 

40,68 
 

100 
 

200 
 

300 
 

433 
 

750 
 

915 
 

1500 
 

2450 
 

3000 
 

5000 
 

5800 
 

8000 
 

10000 

 
3000,0 

 
1106,0 

 
738,00 

 
300,00 

 
150,00 

 
100,00 

 
69,300 

 
40,000 

 
32,800 

 
20,000 

 
12,200 

 
10,000 

 
6,0000 

 
5,1700 

 
3,7500 

 
3,0000 

 
160,0 

 
113,0 

 
97,30 

 
71,70 

 
56,50 

 
54,00 

 
53,00 

 
52,00 

 
51,00 

 
49,00 

 
47,00 

 
46,00 

 
44,00 

 
43,30 

 
40,00 

 
39,90 

 
0,625 

 
0,612 

 
0,693 

 
0,889 

 
1,280 

 
1,370 

 
1,430 

 
1,540 

 
1,600 

 
1,770 

 
2,210 

 
2,260 

 
3,920 

 
4,730 

 
7,650 

 
10,30 

 
118 

 
68,1 

 
51,3 

 
27,0 

 
16,6 

 
11,9 

 
8,76 

 
5,34 

 
4,46 

 
2,81 

 
1,76 

 
1,45 

 
0,89 

 
0,76 

 
0,58 

 
0,46 

 
21,6 

 
14,3 

 
11,2 

 
6,66 

 
4,79 

 
3,89 

 
3,57 

 
3,18 

 
3,04 

 
2,42 

 
1,70 

 
1,61 

 
0,79 

 
0,72 

 
0,41 

 
0,34 

 
0,956 

 
0,925 

 
0,913 

 
0,881 

 
0,844 

 
0,825 

 
0,803 

 
0,779 

 
0,772 

 
0,761 

 
0,754 

 
0,751 

 
0,749 

 
0,746 

 
0,744 

 
0,743 

 
+178 

 
+177 

 
+176 

 
+175 

 
+175 

 
+175 

 
+175 

 
+176 

 
+177 

 
+177 

 
+177 

 
+178 

 
+177 

 
+177 

 
+176 

 
+176 

 
– 
 

0,651 
 

0,652 
 

0,650 
 

0,612 
 

0,592 
 

0,562 
 

0,532 
 

0,519 
 

0,506 
 

0,500 
 

0,495 
 

0,502 
 

0,502 
 

0,513 
 

0,518 

 
– 
 

-11,13 
 

-10,21 
 

  -7,96 
 

  -8,06 
 

  -8,14 
 

  -7,06 
 

  -5,69 
 

  -4,32 
 

  -3,66 
 

  -3,88 
 

  -3,20 
 

  -4,95 
 

  -4,29 
 

  -6,65 
 

  -5,95 
 

 
      Примечание. Подчеркиванием выделены частоты, разрешенные в меди-
цине. 
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Таблица 4.2 
Параметры ЭМВ в биологических средах (жир, кости и другие ткани 

с низким содержанием воды) 
 

Коэффициент отражения 
Граница 
«воздух-
мышца» 

Граница 
«мышца-
жир» 

Часто-
та, МГц 

Длина 
волны в 
воздухе, 
10–2, м 

Диэлек-
триче-
ская про-
ниц. 
ε ′  

Проводи-
мостьσ , 

10–3 , См/м 

Длина 
волны в 
ткани 

λ , 10–2, 
м 

Глуби-
на про-
никно-
вения, 
10–2, м r 0ϕ  r 0ϕ  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 
 

10 
 

27,12 
 

40,68 
 

100 
 

200 
 

300 
 

433 
 

750 
 

915 
 

1500 
 

2450 
 

3000 
 

5000 
 

5900 
 

8000 
 

30000 
 

3000,0 
 

1106,0 
 

738,00 
 

300,00 
 

150,00 
 

100,00 
 

69,300 
 

40,000 
 

32,800 
 

20,000 
 

12,200 
 

10,000 
 

6,0000 
 

5,1700 
 

3,7500 

– 
 

– 
 

20,0 
 

14,6 
 

7,45 
 

5,95 
 

5,70 
 

5,60 
 

5,60 
 

5,60 
 

5,60 
 

5,50 
 

5,50 
 

5,50 
 

5,05 
 

4,70 

– 
 
– 
 

10,9–43,2 
 

12,6–52,8 
 

19,1–75,9 
 

25,8–94,2 
 

31,6–107 
 

37,9–118 
 

49,8–138 
 

55,6–147 
 

70,8–171 
 

96,4–213 
 

113–234 
 

162–309 
 

186–338 
 

255–431 

– 
 
– 
 

241 
 

187 
 

106 
 

59,7 
 

41 
 

28,8 
 

16,8 
 

13,7 
 

8,41 
 

5,21 
 

4,25 
 

2,63 
 

2,29 
 

1,73 

– 
 
– 
 

159 
 

118 
 

60,4 
 

39,2 
 

32,1 
 

26,2 
 

23 
 

17,7 
 

13,9 
 

11,2 
 

9,74 
 

6,67 
 

5,24 
 

4,61 

– 
 

– 
 

0,660 
 

0,617 
 

0,511 
 

0,458 
 

0,438 
 

0,427 
 

0,415 
 

0,417 
 

0,412 
 

0,406 
 

0,406 
 

0,393 
 

0,388 
 

0,371 

– 
 
– 
 

174 
 

173 
 

168 
 

168 
 

169 
 

170 
 

173 
 

173 
 

174 
 

176 
 

176 
 

176 
 

176 
 

176 

– 
 
– 
 

0,651 
 

0,652 
 

0,650 
 

0,612 
 

0,592 
 

0,562 
 

0,532 
 

0,519 
 

0,506 
 

0,500 
 

0,495 
 

0,502 
 

0,502 
 

0,513 

– 
 

– 
 

169 
 

170 
 

172 
 

172 
 

172 
 

173 
 

174 
 

176 
 

176 
 

176 
 

177 
 

175 
 

176 
 

173 
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Окончание табл. 4.2 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 
10000 
 

 
3,0000 

 
4,50 

 
324–549 

 
1,41 

 
3,39 

 
0,363 

 
175 

 
0,518 

 
174 

 
      Примечание. Подчеркиванием выделены частоты, разрешенные в меди-
цине. 

 
Таблица 4.3 

Радиусы субкомпартментов, см 
 

Наименование R1 (ядра) R2 (мышцы) R3 (жира) R4 (кожи) 
Грудная клетка 
 
Живот 
 
Таз 
 
Рука 
 
Запястье 
 
Кисть 
 
Бедро 
 
Голень 
 
Ступня 
 

8,912 
 

8,336 
 

8,336 
 

1,473 
 

1,473 
 

1,473 
 

2,400 
 

2,400 
 

1,782 

11,295 
 

10,512 
 

10,512 
 

  3,730 
 

  3,730 
 

  3,730 
 

  4,661 
 

  4,661 
 

  2,425 

12,644 
 

12,439 
 

12,439 
 

  4,011 
 

  4,011 
 

  4,011 
 

  5,525 
 

  5,525 
 

  3,357 

12,867 
 

12,604 
 

12,604 
 

  4,181 
 

  4,181 
 

  4,181 
 

  5,725 
 

  5,725 
 

  3,598 

 
 
 4.2. Задание 
 
 1. По заданным преподавателем видам биотканей и частотам опреде-
лить по табл. 4.1–4.3 комплексные диэлектрические проницаемости, коэффи-
циенты отражения и размеры слоев тканей, необходимые для проведения ос-
новного расчета. 
 2. По формулам 4.10–4.13 и заданным преподавателем характеристи-
кам экранов рассчитать распределение мощности потерь в объеме образца 
для каждой частоты для четырех случаев: 
 а) первый экран отсутствует; 
 б) второй экран отсутствует; 
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 в) оба экрана присутствуют; 
 г) оба экрана отсутствуют. 
 3. Сделать вывод о характере распределения мощности потерь в объеме 
образца в зависимости от частоты и от наличия или отсутствия управляющих 
полупрозрачных экранов. 
 
 4.3. Содержание отчета 
 
 1. Название работы, фамилия выполнявшего работу. 
 2. Задание и исходные формулы. 
 3. Рисунок с изображением слоистого образца биоткани и полупро-
зрачных экранов и с указанием их геометрических размеров. 
 4. Результаты расчетов в виде четырех графиков для каждой заданной 
частоты. 
 5. Выводы, содержащие анализ полученных результатов. 
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