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Для решения задачи прогнозирования временных рядов, являющихся марковскими процессами, предлага-
ется подход, основанный на формуле Байеса и применении вейвлетов Хаара для вычисления условных
математических ожиданий, которые представляют собой оптимальные прогнозирующие статистики.
Проведенные модельные расчеты демонстрируют эффективность данного подхода.

Значительный круг задач статистики слу-
чайных процессов можно сформулировать сле-
дующим образом [1]. На некотором вероятност-
ном пространстве (Ω, F , P) задан частично на-
блюдаемый случайный процесс (xt, yt), t ∈ T , где
T может быть конечным интервалом T = [0, L],
либо бесконечным интервалом T = [0, +∞), ли-
бо дискретным множеством T = {0, 1, 2, . . .}. В
последнем случае случайный процесс (xt, yt) на-
зывают временным рядом. Предположим, что у
временного ряда наблюдается лишь вторая ком-
понента (yt), t ≥ 0. В каждый момент времени
t требуется, основываясь на наблюдениях ȳt =
= {ys, 0 ≤ s ≤ t}, оценить ненаблюдаемое значе-
ние yτ . Если τ = t, то такая задача оценивания
называется задачей фильтрации, если τ > t, то
задачей прогнозирования (экстрополяции), если
τ < t, то задачей сглаживания (интерполяции).

Первым рассмотрел задачу прогнозирова-
ния в такой постановке Винер. Для стационарно-
го двумерного процесса с бесконечным временем
была построена оптимальная в среднеквадрати-
ческом смысле оценка x̂τ в виде

x̂τ =

t∫
0

W(t, s)ysds,

где весовая функция W(t, s) является решени-
ем интегрального уравнения Винера – Хопфа [2].
Колмогоров [3] рассмотрел частный случай под-
хода Винера, когда yt = xt, т. е. имеется одно-
мерный стационарный процесс (xt), t ≥ 0, с дис-
кретным временем. Прогнозирующая статистика
строилась в виде

x̂t+m = a0xt + a1xt−1 + . . .+ anxt−n,

где коэффициенты {a0, a1, . . . , an} находились из
условия минимизации специально построенной
квадратичной формы, m – горизонт прогнозиро-
вания.

После этих результатов Винера и Колмо-
горова появилось большое количество работ по
этой тематике, рассматривающих задачу про-
гнозирования временных рядов при различных

предположениях относительно свойств времен-
ного ряда. Например, проблема робастного про-
гнозирования рассматривалась в работе [4].

В данной работе для решения задачи про-
гнозирования предлагается использовать под-
ход, основанный на формуле Байеса и примене-
нии вейвлет-анализа к возникающим численным
расчетам.

Хорошо известно [5], что если E
{
x2
t

}
< ∞,

то оптимальной в среднеквадратическом смыс-
ле оценкой xτ по ȳt = {y0, y1, . . . , yt} явля-
ется условное (апостериорное) среднее x̂τ =
= E {xτ |ȳt}. Таким образом, решение задачи про-
гнозирования сводится к нахождению условных
математических ожиданий E {xτ |ȳt}. Условные
математические ожидания E {xτ |ȳt} можно вы-
числить по формуле Байеса. Выражения, полу-
ченные с помощью формулы Байеса являются
очень громоздкими, что затрудняет их практи-
ческие использование. Однако свойство марко-
вости временного ряда и применение вейвлет-
анализа позволяют упростить вычисления.

Рассмотрим частично наблюдаемый дву-
мерный временной ряд (xk, yk), k = 0, 1, 2, . . .,
xk ∈ R, yk ∈ R, определяемый соотношениями

xk+1 = f (xk, k) + ξk, (1)

yk = h (xk) + ηk, (2)

где f(·) и h(·) – известные функции (ξk, ηk), k =
= 0, 1, 2, . . .–последовательность взаимно неза-
висимых случайных величин. Известны плот-
ности распределения вероятностей случайных
величин ωk∼ p1(x), vk∼ p2(x). Плотность рас-
пределения вероятностей случайной величины
x0∼ p0(x). При этих условиях временной ряд
(xt, yt), t = 0, 1, 2, . . ., определяемый (1), (2), яв-
ляется марковским процессом.

Требуется по наблюдениям {yk, k = 0, 1, . . . ,
T} = ȳT построить оценки значений xT+m,
yT+m, т. е. найти условные математические ожи-
дания

x̂T+m = E {xT+m|ȳt} , ŷT+m = E {yT+m|ȳt} . (3)
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Как известно, конечномерные плотности
распределения вероятностей марковского про-
цесса p (x̄k, ȳk) полностью определяются началь-
ной плотностью p (x0, y0) и условными плотно-
стями p (xk, yk|xk−1, yk−1) – плотностью распре-
деления вероятностей перехода за один шаг из
состояния (xk−1, yk−1) в состояние (xk, yk) мар-
ковского случайного процесса (xt, yt), t ≥ 0:

p (x̄k, ȳk) =
k∏
i=1

p (xi, yi|xi−1, yi−1) · p (x0, y0) .

Введем следующие обозначения:

ω (x̄m|ȳm) =
ω (x̄m, ȳm)

ω (ȳm)
− (4)

условная плотность распределения вероятностей
значений x̄m при условии, что наблюдается реа-
лизация ȳm.

ωps (xm; m) = ω (xm|ȳm) =
ω (xm, ȳm)

ω (ȳm)
− (5)

условная плотность распределения вероятностей
значения xm при условии, что наблюдается реа-
лизация ȳm.

Имеет место формула Байеса для услов-
ной плотности распределения вероятностей
ωps (xm+1; m+ 1):

ωps (xm+1; m+ 1) = (6)

=

∑
xm

p (xm+1, ym+1|xm, ym) · ωps (xm; m)∑
xm

∑
xm+1

p (xm+1, ym+1|xm, ym) · ωps (xm; m)
.

Используя формулы (4)-(6), получим по-
следовательность плотностей распределения

вероятностей p0(x), ωps (x1; 0) , ωps(x1; 1), . . . ,
ωps (xm+2; m) , . . . , ωps (xm+T ; m).

Оптимальные в среднеквадратическом
смысле прогнозирующие статистики (3) имеют
вид

x̂m+T =

∞∫
−∞

xm+Tωps (xm+T ; m) dxm+T ,

ŷm+T = h (x̂m+T ) .

Для вычисления ωps (xm; m), ωps (xm+1; m),
. . ., ωps (xm+T ; m) используется система вейвле-
тов Хаара

ψ
(H)
j, k (t) =


2−j/2; 2jk ≤ t < 2j

(
k +

1

2

)
;

−2−j/2; 2j
(
k +

1

2

)
≤ t < 2j(k + 1).

Проведено численное моделирование для
случая, когда функция f(x) – линейная, h(x) –
квадратичная. Результаты моделирования про-
демонстрировали эффективность предложенно-
го метода прогнозирования временных рядов.
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