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Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðóêòóðà ðåêóðñèâíîãî ïðîöåññîðà óìíîæèòåëÿ êâàòåðíèîíîâ � áàçîâîãî ýëåìåíòà àëãî-

ðèòìîâ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ íà îñíîâå àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ. Óìíîæèòåëü ðåàëèçîâàí íà ëåñò-

íè÷íîé ñõåìå èç 2D CORDIC ìîäóëåé, êîòîðûå âêëþ÷åíû ïî ðåêóðñèâíîé ñõåìå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìîé

ëåñòíè÷íîé ñòðóêòóðû, ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìèêðîîáîðî-

òàìè CORDIC àðèôìåòèêè.

Ââåäåíèå

Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H ÿâëÿåòñÿ àññîöè-
àòèâíîé íåêîììóòàòèâíîé ÷åòûð¼õìåðíîé àëãåá-
ðîéH = {q = q1 + q2i+ q3j + q4k|q1, q2, q3, q4 ∈ R},
ãäå îðòîãîíàëüíûå ìíèìûå ÷àñòè ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì çàêîíàì óìíîæåíèÿ: i2 = j2 = k2 =
ijk = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik =
j. Â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ äàííàÿ àëãåá-
ðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íîâàÿ ïàðàäèãìà: 3-õ è
4-õ ìåðíûå ñèãíàëû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê
îäíîìåðíûå, ÷òî óïðîùàåò îáðàáîòêó è ìîäå-
ëèðîâàíèå ñèãíàëîâ. Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ,
íàïðèìåð, â ïàðàóíèòàðíûõ áàíêàõ ôèëüòðîâ,
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíà ïåðåìåííîé x
íà êâàòåðíèîí êîíñòàíòó q èãðàåò äîìèíèðóþ-
ùóþ ðîëü. Îáà îïåðàíäà íîðìèðîâàííûå êâà-
òåðíèîíû, ò.å. ‖q‖ = 1. Ïðè ýòîì, ñòîèò çàäà÷à
óìåíüøèòü ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ óìíîæåíèé
êîíñòðóèðóÿ óìíîæèòåëü íà îñíîâå ñòðóêòóð-
íîé ëåñòíè÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè [1], ëèáî ïðèìå-
íÿÿ ãèáðèäíóþ ñõåìó CORDIC-ëåñòíè÷íîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü
CORDIC-àëãîðèòì ¾âíóòðü¿ ëåñòíè÷íîé ñõåìû
óìíîæèòåëÿ, çàìåíèâ äåéñòâèòåëüíûå óìíîæå-
íèÿ íà ìèêðîîáîðîòû CORDIC-àëãîðèòìà: ñëî-
æåíèå è ñäâèã [2].

Ñóùåñòâóåò äâå ìàòðèöû óìíîæåíèÿ êâà-
òåðíèîíîâ ñïðàâà M− (q) è ñëåâà M+ (q), ñâÿ-
çàííûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè M∓ (q) =
DCM± (q) DC, ãäå q = q1 − q2i − q3j − q4k
îïðåäåëÿåò ñîïðÿæ¼ííûé êâàòåðíèîí , DC =
diag (1,−I3) � îïåðàòîð ãèïåðêîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ q = DCq.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ðåêóð-
ñèâíîãî ïðîöåññîðà óìíîæèòåëÿ êâàòåðíèîíîâ
íà îñíîâå ñòðóêòóðíîé CORDIC-ëåñòíè÷íîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè ìàòðèöû óìíîæåíèÿ êâàòåðíèî-
íîâ, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò ïîòî÷íîãî óìíîæè-
òåëÿ [2], õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøèìè çàòðàòàìè
îáîðóäîâàíèÿ è ìåíüøåé ïîòðåáëÿåìîé ìîùíî-
ñòüþ ïðè çàäàííîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåñ-
ñîðà óìíîæèòåëÿ çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ïðîöåññîðíîãî ÿäðà 2D CORDIC àë-
ãîðèòìà.

I. Ãèáðèäíàÿ ñõåìà
CORDIC-ëåñòíè÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè

Ìàòðèöó óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ M± (q)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé áëî÷íîé
ìàòðèöû:

M+ (q) =

[
C(q) −S(q)
S(q) C(q)

]
, ãäå

C(q) =

[
q1 −q2

q2 q1

]
,S(q) =

[
q3 q4

q4 −q3

]
.

Äàëåå íà îñíîâå èçâåñòíîé òð¼õ ñäâèãîâîé ëåñò-
íè÷íîé ôàêòîðèçàöèè äâóìåðíîé ìàòðèöû ïî-
âîðîòà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôàêòîðèçà-
öèþ ìàòðèöû óìíîæåíèÿ [1]:

M+ (q) =

[
I2 F(q)
0 I2

]

︸ ︷︷ ︸
U(q)

[
I2 0

G(q) I2

]

︸ ︷︷ ︸
L(q)

[
I2 H(q)
0 I2

]

︸ ︷︷ ︸
V(q)

Äëÿ çàäàííîãî êîýôôèöèåíòà q è ìàòðèöû óìíî-
æåíèÿ, íàïðèìåð, M+ (q) îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð
ìàòðè÷íûõ âûðàæåíèé [1], êîòîðûå ìîãóò áûòü
ðåøåíû îäíîçíà÷íî äëÿ F(q), G(q), è H(q), ïðè
óñëîâèè, ÷òî S(q) ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíîé, à òî÷-
íåå íåíóëåâîé ìàòðèöåé

F(q) = (C(q)− I2) S(q)−1,

G(q) = S(q),H(q) = S(q)−1 (C(q)− I2) .

Ýëåìåíòû äàííûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû ëåñòíè÷íîé ñõåìû.
Èíâåðñèÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîòðåáóåò òîëüêî
èçìåíåíèÿ çíàêà èõ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(ëåñòíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ). Òàêèì îáðàçîì,
óìíîæåíèå íà 1/q, èëè íà ýêâèâàëåíòíûé q, ðåà-
ëèçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì øàãîâ ëåñòíè÷íîãî àëãî-
ðèòìà ñ îáðàòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. CORDIC
àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà ôàêòîðèçàöèè ìàòðè-
öû ïîâîðîòà Ãèâåíñà R(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

R(φ) ≈ Stot
N−1∏

n=0

[
1 −σ(n)2−τ(n)

σ(n)2−τ(n) 1

]
,
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ãäå N , σ(n), è τ(n) âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû àï-
ïðîêñèìèðîâàòü îáîðîò íà óãîë φ. Ìàòðèöà ñ
ïðàâîé ñòîðîíû âûðàæåíèÿ îïèñûâàåò èòåðà-
öèþ CORDIC àëãîðèòìà: ýëåìåíòàðíûé îáîðîò
èëè ìèêðîîáîðîò. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîâî-
ðîò íà óãîë φ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ cos(φ) ≥ 0,
è |cos(φ)| ≥ |sin(φ)|, âðàùåíèå íà ïðîèçâîëüíûé
óãîë ìîæíî îñóùåñòâèòü äîáàâëåíèåì ïðîñòîé
ïðå- è ïîñò- îáðàáîòêè íà ñîîòâåòñòâóþùèé ïîä-
õîäÿùèé óãîë φ̃:

R(φ) = PpostR(φ̃)Ppre.

Ïðåäñòàâëÿÿ êâàòåðíèîí â ïîëÿðíîé ôîðìå

q = |q|eiφejψekχ,
ãäå −π ≤ φ < π, −π/2 ≤ ψ ≤ π/2, è −π/2 ≤
χ ≤ π/2, |q| � ìîäóëü êâàòåðíèîíà q, è ïîëà-
ãàÿ, ÷òî |q| = 1, ìîæíî âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû
ëåñòíè÷íîé ñõåìû óìíîæèòåëÿ êâàòåðíèîíîâ â
ñëåäóþùåì âèäå:

f11(q) = −f22(q); f12(q) = f21(q); g11(q) = −g22(q);

g12(q) = g21(q);h11(q) = −h22(q);h12(q) = h21(q).

Âèäíî ÷òî, ìàòðèöû F(q), G(q), è H(q) èìåþò
ñòðóêòóðó áëèçêóþ ê ìàòðèöå âðàùåíèÿ R(φ),
íàïðèìåð, ìàòðèöà F(q) èìååò âèä:
[
f11(q) f12(q)
f12(q) −f11(q)

]
= J2

[
f12(q) −f11(q)
f11(q) f12(q)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ìàòðèöû ìî-
ãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
CORDIC-àëãîðèòìà. Ïðÿìàÿ ñõåìà óìíîæåòåëÿ
êâàòåðíèîíîâ íà îñíîâå ëåñòíè÷íîé ïàðàìåòðè-
çàöèè ñî âñòðîåííûì CORDIC ìîäóëåì ïîêàçàíà
íà ðèñ.1.
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Ðèñ. 1 � Óìíîæèòåëü êâàòåðíèîíîâ íà îñíîâå
ãèáðèäíîé ñõåìû.

II. Ðåêóðñèâíûé ïðîöåññîð óìíîæèòåëÿ

Äèíàìè÷åñêèé äèàïàçîí ñõåìû (ðèñ.1.) ìî-
æåò áûòü âñåãäà îãðàíè÷åí, ò.ê. çíà÷åíèÿ âñåõ
ëåñòíè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ íå ïðåâûøàþò åäè-
íèöó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé êâàòåðíèîíà q
íà êâàòåðíèîí q̃, ÿâëÿþùåãîñÿ âåðñèåé êâàòåð-
íèîíà q ñ ïåðåñòàâëåííûìè è/èëè èçìåí¼ííû-
ìè ÷àñòÿìè. Ïðè ýòîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîð-
ðåêòíîãî ðåçóëüòàòà ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïðå è ïîñò îáðàáîòêà: M± (q) =
PpostM

± (q̃) Ppre.
Ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçîâàòü óìíîæèòåëü êâà-

òåðíèîíîâ (ðèñ.1) ïóò¼ì âêëþ÷åíèÿ 2D CORDIC

ìîäóëÿ â ñòðóêòóðó ðåêóðñèâíîãî ïðîöåññî-
ðà (ðèñ.2), à òàê æå óíèâåðñàëüíîãî áëîêà ïåðå-
ñòàíîâîê ïî ñõåìå Ppre è Ppost, êàê äëÿ óìíî-
æåíèÿ íà êâàòåðíèîí q, òàê è äëÿ CORDIC-
àëãîðèòìà ïî ïðèâåäåíèþ óãëà ïîâîðîòà φ̃ ê φ.
Òàêèì îáðàçîì, ÿäðîì ðåêóðñèâíîãî ïðîöåññî-
ðà ÿâëÿåòñÿ 2D CORDIC ìîäóëü è 2 ñóììàòîðà-
âû÷èòàòåëÿ, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âûïîë-
íåíèÿ ýòàïîâ ëåñòíè÷íîé ñõåìû.

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðåêóðñèâíîãî ïðîöåñ-
ñîðà äà¼ò ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëü-
íî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ [2], íî òðåáóåò ìåíüøå àï-
ïàðàòíûõ çàòðàò.
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Ðèñ. 2 � Ðåêóðñèâíûé ïðîöåññîð óìíîæèòåëÿ
êâàòåðíèîíîâ ñî ñòðóêòóðíîé CORDIC-ëåñòíè÷íîé

ïàðàìåòðèçàöèåé.
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