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Введение 
 

Третья часть сборника содержит задачи по следующим разделам высшей 

математики: ряды, дифференциальные уравнения, функции комплексной пере-

менной, кратные интегралы, теория поля, теория вероятностей. Сюда включены 

задачи повышенной сложности, нестандартные задачи, многие из которых взя-

ты с математических олимпиад различных уровней. Некоторые задачи снабже-

ны указателем – отметкой о применении на той или иной олимпиаде. Напри-

мер: 

РТИ–80 – математическая олимпиада студентов Минского радиотехниче-

ского института (БГУИР) 1980 года; 

РБ–93 – студенческая математическая олимпиада Республики Бела-
русь среди втузов 1993 года; 

БПИ–86 – студенческая математическая олимпиада БПИ (или БГПА, или 

БНТУ)  1986 года. 
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1. РЯДЫ 
 

1.1. (РТИ–80, БГУ–85) Ряд 


1n
na  с неотрицательными членами сходится. 

Доказать, что сходится и ряд 


1n

n

n
a

. 

1.2. Ряд 


1n
na  сходится. Будет ли сходиться ряд: 

а) 


1

2

n
na ; б) 



1

3

n
na ? 

1.3. Привести пример ряда, сходящегося к данному числу Ra . 

1.4. (РТИ–81) Сходится ли числовой ряд 


1

1

n
n nn

? 

1.5. Последовательность }{ na  состоит из различных натуральных чисел. 

Сходится ли ряд 


1
2

n

n

n
a

? 

1.6. (Украина–88) Доказать, что если в гармоническом ряде вычеркнуть 
слагаемые, в знаменателе которых содержится цифра 3, то получится ряд схо-
дящийся, сумма которого меньше 25. 

1.7. Доказать сходимость ряда 


1

1

n na
, у которого 121  aa  и для 

2n    11   nnn aaa . 

2.1. (БПИ–84) Доказать сходимость ряда 





0
)122(

n
nnn . 

2.2. Найти сумму ряда 





0

333 )122(
n

nnn . 

3.1. (РБ–86) Найти сумму ряда 


 2
3
1

n nn
. 

3.2. (БПИ–86, РТИ–87) Найти сумму всех дробей вида ...,3,2,;1
mn

nm  

4. Исследовать на сходимость числовые ряды: 
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4.1. (РБ–88) 


1
3

10

2n n

n
.  4.2. (РБ–89) 



1

2

)!2(
)!(

n n
n

. 

4.3. (БГПА–90).   


















2

1

1n

n

p

n
n
p . 

4.4. (БГПА–85)   nco
n

n ln1
1




  . 4.5. (РТИ–78) 



1 12 )(sinln
1

n n

. 

4.6. 


2
ln)(ln

1

n
nn

.   4.7. 


3
ln)ln(ln

1

n
nn

. 

4.8. 


3
lnln)(ln

1

n
nn

.  4.9. (РБ–94) 






1
ln10

32

n
n

n
. 

 
5. Найти область сходимости и сумму ряда: 

5.1. (БГПА–87) 


1n

nnx .  5.2. 





1
)2(

n

nxnn . 

6.1. (РТИ–80) Найти сумму ряда 






0

12

)!12(n

n

n
x

. 

6.2. (РТИ–88) Доказать, что  

 
















 




0 0

144

4
cos

2
2

2
1

)!14()!4(k k

x
kk

xe
k

x
k

x 
. 

7. (РТИ–82) Сколько первых слагаемых ряда  4
1

n
 нужно взять, чтобы 

получить его сумму с точностью до 0,01? 
8. Разложить по степеням  х  функцию: 

 8.1. (РТИ–81) 
)1)(1)(1)(1)(1(

1)( 16842 xxxxx
xf


 . 

 8.2. (РТИ–83) 
)1)(1(

1)( 32 xxx
xf


 . 

9.1. (РТИ–90) Найти сумму первых ста коэффициентов разложения по сте-

пеням  х  функции 21
1

xx 
. 

9.2. (РТИ–91) Найти коэффициент 10a  в разложении в ряд Маклорена 

функции )21ln( 2xxy  . 
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10. Найти сумму ряда: 

10.1. (БПИ–83, РТИ–89) 


1

2

3n n
n

. 10.2. (РТИ–90) 
nn n

n

3

1
11

2







. 

10.3. (РТИ–84) ...1 13
1

9
1

5
1   .  10.4. (РБ–90) 










1

1

43
)1(

n

n

n
. 

10.5. (РБ–85) 


 



1 3)12(
)1(

n
n

n

n
.   10.6. (БГПА–92) 



 1 1)1(
1

n nnnn
. 

10.7. (РБ–84; 94) 


 1
2)12(

1

n n
, если    

6
1 2

1
2






n n
. 

11. При каких  х  сходится ряд: 

11.1. (БГПА–88) 


1
)cos(

n
nx .  11.2. 



1
)sin(

n
nx . 

11.3. ...))nsin(sin(si)sin(sinsin  xxx  . 
12. Найти сумму тригонометрического ряда: 

12.1. 


1

sin

n n
nx

.  12.2. 


1

cos

n n
nx

. 

12.3. (РТИ–84) 


0

2

!
cos

n n
nx

. 

13.1. (РБ–90) Вычислить dx
n
nxx

n
  
















0 1

sin
2

. 

14.1. (РБ–88) С помощью разложения в ряд по степеням  х  найти решение 
задачи Коши: 









.0,0)0(;)0(

,0

aгдеyay
xyyyx

 

Определить область существования полученного решения. 
 
 
 
 
 
 

Ответы, указания и решения к разд. 1 
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1.1. Для достаточно больших n nna 10   (в противном случае ряд  na  

был бы расходящимся). Тогда 
n

an
1

 . Но тогда 
nnn

an 1
 . Ряд 




1

1

n nn
 сходится. Значит, по признаку сравнения будет сходиться и ряд 




1n

n

n
a

. 

1.2. а) Не всегда;  б) не всегда. Пример: 


1k
ka , где  3131

1,0
k

aa k   , 

33
1
k

a k  , 313
2
k

a k  . 

1.3. 


 1 )1(n nn
a

.  1.4. Нет.  1.5. Нет. 

2.1. 11
12

3112 



n

n nn
nnS . 

3.1. 4
1 . 

3.2. 





 






  ......

3
1

3
1...

2
1

2
1

2
1

32432S  













 








 ...

1
1

3

1
1

1

2

1......
3
11

3

1...
2

1
2
11

2

1

3
12

2
12222













2
1

)1(
1...

1
11...

2
1

3
1

2
1

n nnnn
. 

4.1. Сходится. 4.2. Сходится. 1
4
1lim 1 

 n

n
n a

a
. 

4.4. Сходится. 4.5. Расходится. 

4.6. Сходится, так как nn nn lnlnln
1

)(ln
1

 .  4.7. Сходится. 

4.8. Расходится.  4.9. Сходится, поскольку 210lnln10 nnn  . 

5.1. 
2

3

)1(

2

x
xx




. 5.2. 

3)1(
)3(

x
xx




. 

6.1. xSh .  
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6.2. Убедиться, что ряд для 
2

cossin xexx 
 совпадает с заданным. 

8.1. 








 3216842 1

1
)1)(1)(1)(1)(1)(1(

1)(
x
x

xxxxxx
xxf  

...1...)1)(1( 656433326432  xxxxxxxx  . 
9.1. 2. 9.2. –102,5. 

10.1. 1,5. Убедиться, что 1,
)1(

1
3

1

12 









 x
x
xxn

n

n . 

10.3. Воспользоваться методом Абеля: если ряд 


0n
na  сходится, то 











0010
lim

n

n
n

xn
n xaa . 

11.1. Ряд нигде не сходится. Если бы ряд сходился в какой-то точке  х,  то 
тогда по необходимому условию сходимости 0cos




n
nx , в частности 

02cos



n

nx . Тогда 
2
1

2
2cos1





n

nx
, но, с другой стороны, 

1cos1sin
2

2cos1 22





n
nxnxnx

. Противоречие. 

11.2. При Zkkx  , . 
11.3. При 0x . Пусть  2,0 x . Найдем n, при котором 

n
xy 1)sinsin(...  . Покажем, что тогда 

1
1)sin.sin(sin(..



n

x . Это будет 

означать, что в точке  х  исходный ряд убывает медленнее гармонического и, 
следовательно, расходится. 

)(
6

...
6

sin
33

yfyyyyy  . 
2

1)(
2yyf   монотонно 

возрастает на 





 1,1

n
. Значит, минимальное значение функции )(yf  на 



 1,1
n

 

равно 
1

1
6

111
3 









nnnn
f , что легко проверяется. 

12.1.  20,
2


 xx

. 
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12.2. 20,sin2ln 2  xx . Учесть, что исходный ряд есть 




1
Re

n

inx

n
e

. 

 
 
 
 
 
 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

1.1. (РБ–87) Решить дифференциальное уравнение  32
2

yx
xy


  . 

1.2. (РТИ–86) Решить дифференциальное уравнение 22
1

yx
y


 , 

1)0( y . 
1.3. (РТИ–91) Решить дифференциальное уравнение  

yyx
y

2sincos
1


 . 

2.1. (БПИ–84) Найти интегральную кривую уравнения 
1)1(,12  yxyyyx . 

2.2. (РТИ–82) Найти интегральные кривые уравнения 
.0)(2  xyyyxy  

2.3. (РТИ–82) Найти интегральные кривые уравнения 
.044)12(  yyxyx  

2.4. (РТИ–88) Найти интегральные кривые уравнения 
yxyxy  2 . 

2.5. (НПИ–90) Найти интегральные кривые уравнения 
02  yyyxyyx . 

2.6. (РБ–88) Найти интегральные кривые уравнения 
0)(3)1( 22  yyyy . 

3. (РТИ–79) Проверить, что кривая 122  yx  является интегральной 

для уравнения 0)1()1( 22  dyyxxydxxyxy . 
4. (РТИ–79) Доказать, что решение )(xy  дифференциального уравнения 

23 yyxy  , проходящее через точку (0,1), имеет локальный минимум 
при 0x . 
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5. (РТИ–81) Найти дифференциальное уравнение 1-го порядка, решением 

которого является функция  
x

tx dteey
0

22
. С какими начальными условия-

ми? Доказать, что )(xy  монотонно возрастает на всей числовой оси. 
6. (РТИ–81) Доказать, что все решения дифференциального уравнения 

221
1

yx
y


  ограничены на всей числовой оси. 

7. (РТИ–81) Могут ли функции xy   и xy sin  быть решениями диф-

ференциального уравнения ),()( yxfy n  , 2,1n , где ),( yxf  и 
y
f



 непре-

рывны на плоскости?  
8. (РБ–91) Найти все такие решения дифференциального уравнения 

22 )12( xyxyx  , которые стремятся к конечному пределу при x ,  и 
найти этот предел. 

9. (РБ–90) Пусть )(xa   непрерывна на [,0[  , причем 0)(  cxa  для 
всех [,0[ x . Доказать, что из ограниченности на [,0[   функции )(xf  
следует ограниченность на том же интервале любого решения дифференциаль-
ного уравнения  )()( xfyxay  . 

10. (РТИ–90) Доказать, что интегральная кривая дифференциального урав-

нения 0)0(,
22

 yey yx  не проходит через точку )2;3(M . 
11. (РБ–89) Доказать, что всякое решение )(xy  уравнения 

3)()( yxaxfy   ограничено на [,0[  , если функции )(xf  и )(xa  непре-
рывны на [,0[   и удовлетворяют условиям: )(xf  ограничена на [,0[  ; 

[,0[0)(  xcxa . 
12.1. (РБ–84) Может ли функция xy cos1  быть на интервале [,] aa  

решением уравнения 0)()(  yxqyxpy , где )(),( xqxp  – непрерывные 
на этом интервале функции? 

12.2. (РБ–84) То же для функции xy 2sin . 

12.3. (БПИ–89) То же для функции xxy sin2 . 

12.4. (РТИ–91) То же для функции xy 3cos2 . 
13. Доказать, что любое решение дифференциального уравнения 

0)(2

2
 x

dt
dxxf

dt
xd

, где  0)( xf , при t  стремится к нулю. 

14. (БПИ–88) Найти все четные и нечетные решения дифференциального 
уравнения 0sin  yyy .  
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15. (РТИ–78) Доказать, что решение уравнения 02  yxy , 
0)0(,1)0(  yy  есть четная всюду положительная функция. 

16. (РБ–87) Доказать, что при 0)( xq  решение дифференциального 
уравнения 0)()(  yxqyxpy  не может иметь положительных максиму-
мов. 

17. (БПИ–87) Найти геометрическое место точек перегиба графиков реше-
ний дифференциального уравнения yexy  . 

18.1. (РБ–92; 94). Найти частное решение уравнения 


1

0
)()( dttyxy

dx
dy

, если 1)0( y . 

18.2. (БПИ–80) Решить уравнение )()(
1

0
xndx   . 

18.3. (РБ–93) Найти все решения дифференциального уравнения 

4
3)()(3)(2 2

0

xyxyxdttytytyyy
x

  . 

18.4. (РБ–86) Найти все дважды непрерывно дифференцируемые решения 
уравнения 

   
x x

dttytddttytxy
0 0 0

2)(cos)(sin)(

 . 

19. (РБ–79) Сколько существует решений уравнения 2)( yxy n  , удов-
летворяющих условиям 2)0(,1)0(  yy . Рассмотреть отдельно случаи 

...,3,2,1n  . 
20.1. (РТИ–80)  Найти периодическое решение дифференциального урав-

нения )(xfyy  , где )(xf  – периодическая, с периодом Т = 2, функция, 
xxf )(  на ]1,1[ . 

20.2. (РБ–85) Решить дифференциальное уравнение )(xfyy  , где 









.22,1

,22,1
)(




nxn
nxn

xf  

21.1. (РБ–79) Известно, что решение системы Ax
dt
dx

 , 









)(
)(

)(
2

1

tx
tx

tx , 

2,1,,),(  jiconstaaA jiji  удовлетворяет условиям 


















4
3

32
21

)4(
)4(

)3()2(
)3()2(

2

1

22

11

x
x

xx
xx

. 
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Найти )(tx . 

21.2. (РТИ, РБ–79) В системе bxax
dt
dx

 21
1 2 , cxx

dt
dx

 21
2  

выбрать постоянные так, что любое решение  )(),( 21 txtx  системы на фазовой 
плоскости при увеличении времени t попадает в сколь угодно малую окрест-
ность точки (1; 2) и будет в ней вечно оставаться. 

21.3. (РТИ–82) При каких а система ,2cos6' tyaxxt   

tyxyt sin44'   имеет периодическое решение? 
22.1. (БПИ–88) Определить вид кривой, радиус кривизны которой пропор-

ционален длине нормали, в случае коэффициента пропорциональности 
2,1,1 k . 

22.2. (РБ–87) Найти кривую l на плоскости 2R , проходящую через точку 

)0;2(A  и такую, что в каждой точке lM   вектор нормали n  к кривой делит 
угол xMM0  пополам. Здесь 0 – начало координат, xM  – проекция точки М на 
ось ох. 

23.1. (РТИ–84) Корабль движется по прямой (которую можно взять за ось 
ох) с постоянной скоростью 1v . Его преследует другой корабль с постоянной 
скоростью 2v , в начальный момент находящийся на расстоянии  а  по перпен-
дикуляру к оси ох. Преследующий корабль постоянно держит курс на пресле-
дуемый. Найти уравнение линии движения преследующего корабля. 

23.2. (РБ–82) Аналог «волк–заяц», если 100,2 12  avv м. Найти тра-
екторию и время погони. 

24. (БПИ–83) Найти закон изменения температуры  Т  охлаждающегося те-
ла массой m и теплоемкостью  с. Когда окружающая среда имела температуру 

0t , температура  Т  была равна 1T . 
25.1. (РТИ–78) Воздух, наполняющий сосуд  вместимостью 5 л, содержит 

20% кислорода. Сосуд имеет 2 трубки. Через одну из них в сосуд начинают 
впускать кислород, через другую – вытекает наружу столько же воздуха, сколь-
ко притекает в сосуд кислорода. Какое количество кислорода будет содержать-
ся в сосуде после того, как через него протечет 10 л газа? 

25.2. (БПИ–85) В помещении цеха объемом 21600 м3 начальная концен-
трация углекислоты составляла 0,12%. Вентиляционная система цеха подает 
свежий воздух в объеме 3000 м3/мин с концентрацией углекислоты 0,04%. 
Предполагая, что в любой момент времени концентрация углекислоты равно-
мерна по объему цеха, найти концентрацию углекислоты через 10 мин  после 
включения вентиляционной системы. 

25.3. (РБ–79) В резервуаре объемом 100 л находится рассол, содержащий 
10 кг растворенной соли. В резервуар втекает вода со скоростью 3 л/мин, а 
смесь с такой же скоростью перекачивается во второй резервуар также емко-

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



стью 100 л, первоначально заполненный водой, из которого избыток жидкости 
выливается. Сколько соли будет содержать второй резервуар по прошествии 
часа? Каково максимальное количество соли во втором резервуаре? Когда это 
максимальное количество соли достигается? (Концентрация соли в каждом из 
резервуаров поддерживается равномерной посредством перемешивания). 

25.4. (РТИ–83) 2 кг соли растворяется в 30 л воды. Через 5 мин 2 кг соли 
растворяется полностью. Через какое время растворится 99% первоначального 
количества соли? (Скорость растворения пропорциональна количеству нерас-
творенной соли и разности между концентрацией насыщенного раствора, кото-
рая равна 1 кг на 3 л, и концентрацией раствора в данный момент). 

26. (РТИ–86) Пуля, двигаясь со скоростью 4000 v  м/с, пробивает стену 
толщиной 20 см и вылетает со скоростью 100 м/с. Сила сопротивления стены 
сообщает пуле отрицательное ускорение, пропорциональное квадрату скорости. 
Найти время прохождения пули через стену. 

27. (БПИ–80) Капля с начальной массой гM , свободно падая в воздухе, 
равномерно испаряется и ежесекундно теряет m г. Сила сопротивления воздуха 
пропорциональна скорости движения капли. Найти зависимость скорости дви-
жения капли от времени, прошедшего с начала движения капли, если в началь-
ной момент времени скорость капли равна нулю. Коэффициент пропорцио-
нальности mk  . 

28. (РТИ–85) Материальная точка массой 2 кг без начальной скорости мед-
ленно погружается в жидкость. Сила сопротивления жидкости пропорциональ-
на скорости погружения. Найти скорость точки через 1 с после погружения, ес-
ли коэффициент пропорциональности 002,0k  кг/с. 

29. (РБ–85) На тело, брошенное вертикально вверх со скоростью 1v , дейст-
вуют сила тяжести и сопротивление воздуха, пропорциональное квадрату ско-
рости. Коэффициент пропорциональности mk  , где  k  – постоянная, m  – мас-
са тела. С какой скоростью тело возвратится в исходную точку? 

30.1. (РТИ–78) Цепь длиной 4l  м соскальзывает с гладкого горизон-
тального стола. В начальный момент движения со стола свисал конец цепи 
длиной 5,0a м. Пренебрегая трением, найти время соскальзывания цепи со 
стола. 

30.2. (РТИ–88) Тяжелая однородная цепь переброшена через гвоздь так, 
что с одной стороны свисает часть ее длиной 8 м, а с другой – часть длиной 
10 м. За какое время Т цепь соскользнет с гвоздя? 

31. (РТИ–93) Горизонтальная трубка вращается вокруг вертикальной оси с 
постоянной угловой скоростью  . Внутри трубки без трения скользит шар. 
Найти закон движения шара, если в начальный момент он находился на оси 
вращения и имел скорость 0v (вдоль оси трубки). 

32. (БПИ–92) Длинные сани с грузом, едущие по льду, попадают на уча-
сток, посыпанный песком, и, не пройдя и половины своей длины, останавлива-
ются. После этого им резким толчком сообщают первоначальную скорость. 
Найти отношение путей и времен торможения. 
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33. (БГПА–93) Из точки А, лежащей на верхнем конце вертикального диа-
метра некоторой окружности, по желобам, установленным вдоль различных 
хорд этой окружности, одновременно начинают скользить грузы. Как это время 
зависит от угла наклона хорды к вертикали? 

 
 
 
 
 

Ответы, указания и решения к разд. 2 
 

1.1. Указание. 
22

13 


xyxx y  – уравнение Бернулли. 

1.2. Указание. 22 yxx y   – линейное уравнение. 
1.3. Указание. См. 1.2. 

2.1. 
x

ey
x

2
1 )1(2 

 . 

2.2. Указание. Представить уравнение в виде 0))((  yyxy . 
2.3. Указание. Понизить порядок уравнения, используя частное решение 
xy  . 

2.4. Решение. 02  yyxyx  – однородное уравнение Эйлера. Пола-

гая xy  , имеем: 

xcxcyx 1
1110]1)1([   . 

2.5. Указание. Уравнение можно представить в виде  02)( yyyyx  

Cyyyx  2 . Последнее уравнение есть уравнение Бернулли. 

2.6. Указание. Запишем уравнение в виде 0
1

)(2
2
3

2 








y
yy

y
y

. Получим, 

что Cyy ln)1ln(
2
3ln 2  , откуда 2

3
2 )1( yCy  . Последнее уравне-

ние подстановкой )(, ypppy   допускает понижение порядка. 

3. Решение. Так как 22 1 yx  , то уравнение можно записать в виде 

0)()( 22  dyyyxydxxxxy .   (1) 

Дифференцируя обе части равенства 122  yx  и подставляя 

dx
y
xdy   в (1),  получим тождество. 
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4. Указание. Пусть )(xy   – решение данного уравнения, проходящее 

через точку (0, 1). Показать, что 0)0(),0()0(  IV . 
5. Решение. Вычислим производную от функции у: 

  
x

tx dtexey
0

22
12 . Подставляя  

x
tx ydtee

0

22
 в выражение для y , по-

лучим искомое дифференциальное уравнение: 12  xyy . 
8. Решение. Общее решение данного линейного уравнения имеет вид 











  

x
tx dteCxey

0

22
. Так как 

20

2 



 dte t , то 











 




x

tx dteCxey
2

1
2

, где 1C  – произвольная постоянная. Если 01 C , 

то  xy , . Поэтому необходимо, чтобы 01 C . Используя правило 

Лопиталя, находим, что 







x
tx

x
dtexe

2
1lim

22
. Таким образом, искомое 

решение 



x

tx dtexey
22

. 

12.1. Решение. Из теоремы существования следует единственность реше-
ния 0y  данного линейного уравнения. Следовательно, функция xcos1  не 
может быть решением. 

15. Указание. Показать, что если )(1 xy   – решение уравнения, то 
)(2 xy    также является решением. 

16. Решение. Пусть решение )(xy   в точке 0x  имеет положительный 
максимум. Это означает, что 0)(,0)(,0)( 000  xxx   (случай 

0)( 0  x  невозможен, так как 0)( 0 x ). Но это невозможно, так как 
0)()()( 000  xxqx    в силу условия 0)( xq . 

17. Ответ. 0)(1  yy exe . 
18.1. Решение. Пусть )(xyy   – искомое решение. Обозначим 

 
1

0
)( adtty . Тогда ay

dx
dy

 , откуда xeCay  . Так как 1)0( y , то 

1 aC . С другой стороны, из равенства xeCay   следует, что 

 
1

0
)1()( eCadttya , откуда )1(2  eCa . Из системы 
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)1(2,1  eCaCa  находим 
e

C
e

ea







3

2,
3

1
. Следовательно, 

xe
ee

ey







3

2
3
1

. 

18.2. Решение. Так как  
1

0 0
)(1)(

x
dzz

x
zxdx  , то исходное 

уравнение принимает вид )()(1

0
xndzz

x

x
  . Дифференцируя обе части по-

лученного уравнения по х, имеем )()()(1

0
xn

x
xdzz

x

x
    или 

)(1)( x
x

nxn  


 . Разделяя переменные в последнем уравнении и интегри-

руя, получаем, что x
n

xCn



1

 , где С – произвольная постоянная. Эта функ-
ция, как легко проверить, удовлетворяет данному дифференциальному уравне-
нию. 

18.3. Решение. Дифференцируя дважды уравнение 

4
3)()(3)(2 2

0

xyxyxdttytytyyy
x

  ,           (1) 

получим последовательно 

4
163)(3)(2 2  yyxyyxyyyxyyy ,   (2) 

    0)2(  xyy .      (3) 

Из (3) сразу следует, что 32
2

1 CxCxCy    и  
2
xy  . 

Для определения постоянных интегрирования воспользуемся начальными 
условиями, которые получаются, если в (1) и (2) положить 0x : 

а) 0]1)0([)0( yy ; 

б) 
4
1)0()0(2)]0([)0( 2  yyyy . 

Для случая «а» необходимо, чтобы xCxCy 2
2

1   или 

3
2

1 СxxСy  . Для решения xСxСy 2
2

1   условие «б» означает, что 

2
1

С . Решение 3
2

1 СxxСy   удовлетворяет условию «б», если 
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16
9

31 СС . Таким образом, решениями уравнения (1) являются функции 

2
xy  , 

2
2

1
xxСy  , 

С
xСxy

16
92  , где )0(,1 ССС  – произволь-

ные постоянные. 
18.4. Указание. Продифференцировать дважды уравнение. 
20.1. Решение. Общее решение данного уравнения имеет вид yyy ~ , 

где xeСy   – общее решение однородного уравнения 0 yy , а y~  – ча-
стное решение исходного уравнения. Построим y~ , используя принцип супер-
позиции. Функцию )(xf  разложим в ряд Фурье. 

 
 
Поскольку )(xf  – четная, то коэффициенты ряда Фурье определяются по 

формулам: 
1

0

2 ( )cos ( 0, 1, 2, ...), 0 ( 1, 2, ...)
1k ka f x kxdx k b k    . 

Имеем 
2

1 1

0 4
0 0 ( ) ,

0, 2 , 0, 1, 2, ...;
2 1, 2 cos 2 1, 0, 1, 2, ....k

k

k n n
a xdx a x k xdx k n n



        
   

Поэтому 




 




0
22 )12(
)12cos(4

2
1)(

n n
xnxf 


.    (1) 

Поскольку  )1()1( ff  , а функция )(xf   непрерывна на ]1,1[ , то ряд 
Фурье (1) сходится равномерно на всей числовой оси к )(xf . 

Рассмотрим уравнение  

...),2,1,0(
)12(
)12cos(4
22 




 n

n
xnzz 


,   (2) 

где 
2
1

 yz . 

 
Будем искать частное решение этого уравнения в виде 

xnbxnaz nnn  )12sin()12cos(~  .   (3) 
Выражение (3) подставляем в (2): 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 
  )12cos()12()12sin()12( nbnxnan nn

 22 )12(
)12cos(4)12sin()12cos(






n
xnxnbxna nn




 , 

откуда 0)12(  nn anb  ,  22 )12(
4)12(



n

abn nn


 . Поэтому 

...),2,1,0(
)12(1

)12sin(

])12(1)[12(

)12cos(
)12(

4~
2222
























 n
n

xn

nn

xn
n

zn









. 

Согласно суперпозиции, если ряд 





















 







 ])12(1)[12(
)12sin(4

])12(1[)12(
)12cos(4~~

222222
00 





nn

xn
nn

xnzz
nn

n

            (4) 
сходится и допускает почленное дифференцирование, то функция z~  является 
частным решением уравнения (2). Докажем законность почленного дифферен-
цирования ряда (4). Составим ряд: 





















 







 ])12(1)[12(
)12sin(4

)12(1
)12cos(4~

2222
00 





nn
xn

n
xnz

nn
n  (5) 

Поскольку 

Rx
nnnn

zn 














])12(1)[12(
1

])12(1[)12(
14

222222 
, 

Rx
nnn

zn 














])12(1)[12(
1

)12(1
14 2222 

, 

а числовые ряды 
















 ])12(1)[12(
4

])12(1[)12(
4

222222
0  nnnnn

, 
















 ])12(1)[12(
4

)12(1
4

2222
0  nnnn

 

сходятся, то по признаку Вейерштрасса ряды (4), (5) сходятся равномерно на 
всей числовой оси. Следовательно, ряд (4) допускает почленное дифференци-
рование. Поэтому исходное уравнение имеет общее решение 






























0 222222 ])12(1)[12(

)12sin(4

])12(1[)12(

)12cos(4
2
1

n

x

nn

xn

nn

xnCey






 . 

Функция у будет периодической, если 0C , следовательно, искомое пе-
риодическое решение имеет вид 
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















 



 ])12(1)[12(
)12sin(4

])12(1[)12(
)12cos(4

2
1

222222
0 





nn

xn
nn

xny
n

. 

22.1.Указание. Воспользоваться формулой радиуса кривизны 

y
yR




2
3

2 )1(
 и длины отрезка нормали 

222222 1)()( yyyyyPNMPMN  . Дифференциальное 

уравнение искомой кривой yyky  21  подстановкой ),(ypy   

ppy   приводится к виду 


 2
2

1
1

p
pdpk

y
dyppkyp  

)ln()1ln(
2

)ln( 2 Cyky  . Далее рассмотреть отдельно случаи 

2,1,1 k . 
23.1. Решение. Пусть l – кривая в плоскости хоу, по которой движется пре-

следующий корабль. 
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Пусть в момент времени t преследующий корабль находится в точке            
С (х, у) кривой l, по которой он движется, а преследуемый корабль находится в 
точке Р оси ох. Составим дифференциальное уравнение движения преследую-

щего корабля. Так как ytg   и 
xtv

y
DP
CDtg




1
 , то 

tvx
yy

1
  или 

tvxxy 1 ,      (1) 

где 
dy
dxx  . Дифференцируя обе части (1) по у, получим 

dy
dtvxy 1 .      (2) 

С другой стороны, 
dt

dyx
dt
dlv

2

2
1 

  ( dyxdl 21  , так как 

0,0  dydl ), откуда 

2

2
11 x

vdy
dt  .     (3) 

ПРИРАВНИВАЯ (2) И (3), ПОЛУЧАЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 

УРАВНЕНИЕ 2

2

1 1 x
v
vxy   ИЛИ 21 xk

dy
xdy 


,   

                    (4) 

где 
2

1
v
vk  . Разделяя переменные и интегрируя, находим, что 

0,lnln1ln 2 




  yCykxx . Определим величину С, используя 

начальные условия: .,0,0 aOByxt   Таким образом, akC ln . 
Тогда 

k

a
yxx 





 21 .     (5) 

Записав (5) в виде 
k

y
a

xx










 21

1
,  получим, что  

k

y
axx 







 21 .     (6) 

Сложив (5)  и  (6)  и разделив результат на 2, получим 




























kk

y
a

a
y

dy
dx

2
1
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или dy
y
a

a
ydx

kk





























2
1

. Интегрируя,  находим 

1

11

1
1

1
1

2
C

a
y

ka
y

k
ax

kk




































. Для нахождения частного реше-

ния используем начальное условие: при .0 ayx   Таким образом, 

21
1 k

akC


  и мы получаем уравнение линии движения преследующего кораб-

ля 2

11

11
1

1
1

2 k
ak

a
y

ka
y

k
ax

kk






































. 

24. Решение. Количество теплоты, полученное окружающей средой от те-
ла, определяется соотношением dttTkdQ )( 0 , где Т – температура тела в 
момент времени t, 0t  – температура окружающей среды. С другой стороны, ко-
личество теплоты, отданное телом, находим из равенства dTcmdQ  , где   
с – удельная теплоемкость тела, m – масса тела. Рассматривая вместе получен-

ные соотношения приходим к уравнению dt
cm
k

tT
dT


 0

, интегрируя кото-

рое, получаем  cm
t

HetT


 0 , где Н – произвольная постоянная. Учитывая 
начальное условие 1)0( TT  , находим, что 01 tTH  . Следовательно, 

tcm
k

eTTtT


 )( 010 . 
25.1. Решение. Пусть в момент, когда через сосуд прошло х л газа, в нем 

содержится а %, т.е. 20
a  л кислорода. Пусть через сосуд пройдет еще dx л газа. 

Это означает, что в сосуд входит dx л кислорода и выходит dxa
100

 л кислоро-

да. Тогда в сосуде будет 
100

)100(5)
100

(
20

dxaadxadxa 
  л кислорода. 

Этот объем кислорода составит 
5

])100(5[ dxaa 
% всего объема газа. Таким 

образом, процент кислорода увеличивается на величину 
5

)100( dxada 
 . 

Имеем дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 

5
)100( dxada 

 , интегрируя которое, получаем общее решение 
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5100
x

eCa


 , где С – произвольная постоянная. Начальное условие: при 

20,0  ax . Отсюда C = 80 и 580100
x

ea


 . При ,10x  

%8980100 2  ea . 
 
25.2. Решение. Обозначим содержание углекислоты в воздухе в момент 

времени t через х (%). Пусть а – количество поступающего воздуха  (м3/мин),  
V – объем помещения (м3). Составим за промежуток времени dt мин, протек-
ший от момента t, баланс углекислоты, находящейся в помещении. За это время 
вентиляторы доставили 0,0004 а dt м3 углекислоты, а ушло из помещения  
0,01 х а м3 углекислоты. Следовательно, всего за dt мин количество углекисло-
ты в воздухе уменьшилось на dtaxdq )0004,001,0(   м3. Обозначив через 
dx процентное уменьшение содержания углекислоты в воздухе, можно подсчи-
тать это же количество углекислоты другим путем, по формуле 

dxVdq 01,0  м3 (знак минус берем потому, что 0dx ). Приравнивая оба 
выражения, для dq  получаем дифференциальное уравнение 

dxVdtax 01,0)0004,001,0(  . Разделяя переменные, находим 

dt
V
a

x
dx


 04,0

, откуда 
tV

a
eCx


 04,0 . Так как в момент 0t , 

12,0x , то 08,0C  и  
tV

a
ex


 08,004,0 . Полагая  ,3000,10  at  

21600V , получим %608,004,0 18
25




ex . 
25.3. Ответ. 2,97 кг; максимальное количество соли 3,68 кг, 

3
1

max 33t мин. 
26. Решение. Согласно второму закону Ньютона, дифференциальное урав-

нение движения пули имеет вид 
2kv

dt
dvm       (1) 

(знак «минус» взят потому, что сила сопротивления стены направлена в сторо-
ну, противоположную направлению скорости). Разделяя в (1) переменные и ин-

тегрируя, получим Ctk
v

 1
1

 или Ctk
v

 1
1

, где 
m
kk 1 , C – произ-

вольная постоянная. 
Из начального условия 0vv   при 0t  находим, что 0/1 vC  , поэтому 

0
1

11
v

tk
v

 .     (2) 
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Если положить в (2) 1vv  , то Tt   и, следовательно, искомое время Т 
определяется из уравнения  011 /1/1 vTkv  , откуда 











011

111
vvk

T .      (3) 

В выражении для Т участвует неизвестная величина 1k . Для ее определе-
ния перепишем уравнение (2) следующим образом: 

tvk
v

dt
dx

01

0
1

 ,      (4) 

где скорость v заменена через dt
dx . 

Из (4) интегрированием находим, что 101
1

1 )1ln( Ctvkkx   . При 0t  
имеем 0x  (пуля входит в стену), и потому 01 C ; при Tt   имеем hx   

(пуля выходит из стены и потому )1ln( 01
1

1 Tvkkh   ). Используя (3), на-

ходим, что 1001 /1 vvTvk   или )/ln( 10
1

1 vvhk  . 

Подставив найденное значение 1
1
k  в выражение (3), получаем, что 











01
1
0

11

ln vv
hT

v
v . 

Если провести числовые выкладки, полагая 4000 v  м/с, 1001 v  м/с, 
2,0h  м , то получим 001,0T  с. 

27.  Решение. Дифференциальное уравнение движения капли имеет вид 

kvgtm
dt
dvtm  )()( 11 , где 1m  – масса капли, v – скорость капли в момент 

времени t, g – ускорение силы тяжести. Для решения задачи надо принять во 
внимание тот факт, что 1m  – переменная величина, зависящая от времени t. 
Ввиду равномерного испарения капли ее масса в момент времени t равна 

tmMtm )(1 . Таким образом, получаем дифференциальное уравнение 

kvgmtM
dt
dvmtM  )()(  или gv

mtM
k

dt
dv




 . Решая это линейное 

уравнение, находим 
mk
mtMgmtMCtv m

k





)()()( . Используя началь-
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ное условие 0)0( v , находим 
km

gMC
m
k




1

. Следовательно, скорость движе-

ния капли 




















 







11)( 1m
k

t
M
m

km
mtMgv . 

28. Решение. Пусть )(tv  – скорость точки в момент времени t. На точку 
действует 2 противоположно направленные силы: сила тяжести и сила сопро-
тивления. Используя второй закон Ньютона, получаем дифференциальное 

уравнение kvmg
dt
dvm    или gv

m
k

dt
dv

 . 

Решая данное линейное уравнение, находим 
tm

k
eC

k
mgtv


)( . Так как 

точка погружается без начальной скорости )0)0(( v , то 
k

mgC   и 













 tm
k

e
k

mgtv 1)( , откуда 8,9v  (м/с). 

29. Решение. В момент времени t (при подъеме или падении) тело находит-
ся под действием двух сил: тяжести и сопротивления среды. При движении те-
ла вверх равнодействующая этих сил равна 2kvmg  . При падении тела рав-

нодействующая сил равна 2kvmg  . 
1) При движении тела вверх уравнение движения имеет вид 

2kvmg
dt
dvm  . Если путь, считая от начала отсчета, равен s, то 

dt
dsv  . 

Тогда 
ds
dvv

dt
ds

ds
dv

dt
dv

  и уравнение движения принимает вид 

2kvmg
dt
dvmv  . Разделяя переменные и интегрируя, получаем 

sCkvmg
k

m
 )ln(

2
2 . Константу С определяем, принимая во внимание 

тот факт, что при 0,0 vvs  . Следовательно,  )ln(
2

2
0kvmg

k
mc  
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




























 2

2
0

2

2
0 ln

2
ln

2 avg
avga

kvmg
kvmg

k
ms , где 

k
ma  . В наивысшей 

точке подъема 0,  vhs , поэтому 
g
avgah

2
0ln

2


 . 

2) При падении тела уравнение движения принимает вид 
2vkmg

d
vdvm 


, где v  – скорость тела,   – путь. Разделяя переменные и 

интегрируя, получаем  Hvaga 2ln
2

. Константу Н определяем из 

условия: 0v  при 0 . Следовательно, gaH ln
2

  и 
2

ln
2 vag

ga


 . 

Полагая в последнем равенстве  
g
avgah

2
0ln

2


 , находим 

2
0

0
avg
gvv


 . 

30.1. Решение. В любой момент времени на цепь действует сила F, равная 
силе тяжести свесившейся со стола к этому времени части цепи длиной х. 

Пусть сила тяжести всей цепи Р, тогда имеем пропорцию 
e
x

p
F
 , откуда 

x
e

mgF  . На основании второго закона Ньютона F
dt

xdm 2

2
. Таким обра-

зом, имеем дифференциальное  уравнение движения цепи  02
2

2
 xk

dt
xd

, 

2
52 

e
gk . Общее решение данного линейного однородного уравнения имеет 

вид 
tt

eCeCx 2
5

2
2
5

1


 . Используя начальные условия 
0)0()0(,5,0)0(  vxx , находим, что 1 2 0,25C C  . Таким образом, 
















 tt
eex 2

5
2
5

25,0 . Из последнего соотношения (принимая во внимание 
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тот факт, что при 0t  
tt

ee 2
5

2
5 

 ) нетрудно найти 

)142ln(
2
5 2  xxt . При 4 lx  искомое время 2t  с. 

30.2. Решение. В любой момент на цепь действует сила F, равная разности 
сил тяжести 1P  и 2P  двух концов цепи. Пусть в момент t больший конец имеет 
длину х, тогда меньший будет иметь длину xl  . При этом 11 gxP   , 

gxlP  )(2  , где   – плотность цепи, g  – ускорение свободного паде-
ния. На основании второго закона Ньютона )(21 xlggxPPxl     

или  gxgx 
9

 . Общее решение данного линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения имеет вид 93
2

3
1 

 tgtg

eCeCx . Начальные 

условия: 0)0(,10)0(  xx . Поэтому 9
2
1

2
1 33 

 tgtg

eex . Из по-

следнего соотношения находим 1)9(9ln3 2  xx
g

t . При 18x  

3)809ln(3


g
t (с). 

31. Решение. Направим ось координат  ох  по оси трубки, выбрав точку О 
за начало. Обозначим через x(t) ко-
ординату шара (точка М) в момент 
времени t. Так как по условию шар 
движется по трубке без трения, то на 
него действует только центробежная 

сила xmFц
2 . Поэтому в силу второго закона Ньютона xmxm 2  или 

02  xx  . Общее решение данного уравнения имеет вид 
tt eCeCx   21 . Используя начальные условия 0)0(,0)0( vxx  , на-

ходим, что 
0

21
vCeC  . Таким образом, tshvx  





 0 . 
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3. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

1. Пусть )(zp  и )(zq  – многочлены ненулевой степени с комплексными 
коэффициентами. Доказать, что если для любого комплексного w многочлен 

0)( wp  тогда и только тогда, когда 0)( wq , и 1)( wp  тогда и только то-
гда, когда 1)( wq , то многочлены )(zp  и  )(zq  равны.  

2. Пусть функция )(zf  дифференцируема в области D и 
))((Im)(Re zfFzf  , где функция )(tF  строго монотонна и непрерывно 

дифференцируема на всей действительной оси. Доказать, что constzf )(  . 
3. Пусть функция ivuzf )(  и функции ),( yxu  и ),( yxv  дифферен-

цируемы в области CD  . Доказать, что якобиан преобразования от перемен-
ных (х, у) к переменным (u, v) вычисляется по формуле 

22

),(
),(

z
f

z
f

yxD
vuD








 . 

4. Найти зависимость между следующими функциями: 
4.1. zArccos и zLn . 4.2. zArc sin  и zLn . 4.3. zArctg  и zLn . 
5. Вычислить следующие пределы: 

5.1. 
r

ref i

r

)(ln
lim




, где Rshzshzzf  2121 ),)(()(  . 

5.2. 





)(ln
lim

zf


, где zzf cos)(  . 

5.3. 
y

iyxf
y

)(ln
lim




, если  
22)( izezf  . 

6. Найти сумму ряда 


0

3

2
cos

n
n
nx

. 

7. Пусть 



5

1

1)(
n

zn
z . Доказать, что 0)1(  it   для любого действи-

тельного t . 
8. Разложить в ряд Фурье функции 

8.1. 2sinln  . 8.2. 2ln tg . 

9. Доказать формулы: 

9.1. 


 


1
22

21

n nz
z

z
zctg .              (1) 
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9.2. 


 


1
22

21

n nz
z

z
zcth                 (2) 

9.3. 


 



n

n

nzz
)1(

sin


                (3) 

9.4. 


 



n

n

nzz 2
1

)1(
cos


               (4) 

10. Исследовать сходимость ряда 






1 !
))...(1(

n n
nzzz

. 

11. Доказать, что если функция )(zf  аналитична в круге 1z  и 

0)0( f , то ряд 


1
)(

k

kzf  сходится при 1z  и представляет аналитиче-

скую функцию. 
12. Найти на границе круга 1z  особые точки функции, заданной внутри 

круга рядом 


1
3

n

n

n
z

. 

13. Пусть )(zf  – функция, аналитическая в круге 1z . 

1) Доказать, что равенство 


)(lim
01

zf
z

 невозможно. 

2) Доказать, что для функции 





0

)!2(5)(
k

kk zzf  выполняется равенство 




)(inflim
01

zf
rzr

.     (5) 

14. Пусть 





0
)(

n

n
n zczf  – целая функция и 

mAr
f erM )(  для всех 

0r  (где )(max)( zfrM
rz

f


 ). Доказать, что 
m
n

n n
Aemc 






  для всех дос-

таточно больших  n. 

15. Пусть 





0
)(

n

n
n zczf  – целая функция и 

m
n

n n
Aemc 






  для всех 

0nn  . Доказать, что 
mrA

f
rz

erMzf )()()(max 


  для любого 0  и 

всех достаточно больших  r. 
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16. Пусть 2n  – натуральное число. Найти все целые функции f и g та-
кие, что  

1 nn gf .     (6) 

17. Может ли функция 4
1
z

 быть равномерно приближена многочленами на 

окружности 1z  со сколь угодно большой точностью. 

18. Доказать, что интеграл 
 D

iz
dz

iz

e
2)(

, взятый по границе полуплоско-

сти 0Im z , равен сумме вычетов подынтегральной функции в этой полу-
плоскости и найти его значение. 

19. Найти образ области   2
1

2 ,,1Im0,0Re iizzzD   при ото-

бражении функцией zchw  . 
 
 
 
 
 
 

Ответы, указания и решения к разд. 3 
 

1. Решение. Рассмотрим полином   )()()()( zpzqzpzr  . Пусть (без 
ограничения общности) )(deg)(deg zqnzp  . Тогда 12)(deg  nzr . Ес-
ли   – корень )(zp  кратности k , то 0)()(   qp  и   является корнем 

)(zp  кратности 1k . Таким образом,   – корень )(zr  кратности k . Ана-
логично, если   – корень 1)( zp  кратности k , то   – корень )(zr  кратности 

k . В результате сумма кратностей корней )(zr  не менее, чем n2 , т.е. 
0)( zr  и )()( zqzr  . 

2. Указание. Воспользоваться условиями Коши–Римана и теоремой о диф-
ференцировании сложной функции. 

3. Указание. Воспользоваться формулами: 




















y
fi

x
f

z
f

2
1

, 


















y
fi

x
f

z
f

2
1

. 

4. Решение. 
4.1. Если wz cos , то по определению zArcw cos . Но 

2
cos

iwiw eewz


 , следовательно, 0122  iwiw zee . 
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Отсюда 12  zzeiw  (знак «+», так как u  – двузначная функция). 
Прологарифмировав последнее равенство, получим 

)1(cos 2  zziLnzArcw . 

4.2. )1(sin 2ziziLnzArc  . 

4.3. 
zi
ziLniArctgz





2

. 

5. Решение. 

5.1. 21)(   shzshzref i . 

Найдем 

 22 )sin()cos(sincos ychxyshxyichxyshxshz   
222 coscos2   yyshxxch . 

Тогда  


2
1

2
1

2 coscos2ln
2
1lim

)(ln
lim 



yyshxxch
rr

ref

r

i

r
 

2 2 2
2 2ln 2 cos cosch x shx y y        

 





2

2

22
1

21
2 cos

cos21lnln2
2
1lim

xch
y

xch
shxyxch

rr












 r

xch

xch
y

xch
shxy

r

2

2

22
2

22

ln
lim

cos
cos21ln








cos2cos
)cos(
)cos(

lim2
)cos(ln2

lim 
 rch

rsh
r
rch

rr
. 

5.2. zIm . 5.3. x4 . 

6. Решение. )3coscos3(
4
1cos3 nxxnx  , ряд сходится абсолютно, по-

этому 







  











 0 00

3

2
3cos

2
cos3

4
1

2
cos

n n
nn

n
n

nxnxnx
. 

Пусть xixz sincos  . Тогда nxinxzz n sincos,1  , 

nxinxz n 3sin3cos3  . Следовательно,  
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










 







 z
z

zz
zzznx

z
n

n

n

n
n Re45

)Re2(2
)2)(2(

)(2Re
1

1Re
2

Re
2

cos

200
 

x
x

cos45
)cos2(2




 . 

Аналогично, 
x
xznx

zn
n

n

n
n 3cos45

)3cos2(2

1

1Re
2

Re
2

3cos

2
3

0

3

0 





 







. 

Отсюда получаем  

















 x
x

x
xnx

n
n 3cos45

3cos2
cos45
cos36

2
1

2
cos

0

3
. 

7. Доказательство. Рассмотрим сначала функцию 



4

1
4

1)(
n

zn
z  и пока-

жем, что 0)1(4  it  для любого действительного t. Имеем 







  

 

4

1

4

1

1ln1

4
1Re1Re)1(Re

n n

nitit
e

nn
it  

  












4

1

4

1
)lncos(1)lnsin()lncos(1Re

nn
nt

n
ntint

n
 

 
 

 xxxtxПусть cos
2
1

3
22cos

4
1

3
1cos

2
112ln  

 )(
2
1

12
5cos)1cos2(

4
1 22 uuxuПустьx  

24
7

4
1

2
1

12
5)(min

2
1

12
5 2

1










uu

u
. 

В итоге 
24
7)1(Re 4  it . Следовательно, 0)1(4  it  при Rt  . Из 

проведенных выше вычислений ясно, что )()( 5 zz    и 

120
11

5
1

24
7

5
1)1(Re)1(Re 45  itit  . 

Таким образом, 0)1(  it  при Rt  . 
8. Решение. 

8.1. Запишем комплексную форму ряда Фурье: 





n

in
necf  )( . 
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Введем новую переменную iez  . Тогда ряд Фурье для )(f  можно 
искать как ряд Лорана на окружности 1z : 











n

n
n

i

n

in
n zcezecf  )( . 
















2

1
ln

2

1

ln
2

lnsinln)(

2
22

2








i

i
i

ii
e

ee

i
eef  

  












 



1
2lnRe2ln)1ln(Re

2
1lnRe

n

n
i

i

n
zzeze 


 























11

cos2ln2lnsincosRe
nn n

n
n

nin 
. 

8.2. 


 



0 12

)12cos(2
2

ln
k k

ktg 
. 

9. Доказательство. Выполним вспомогательные построения. Разложим 
функцию zxxf cos)(   (z – параметр) на отрезке ],[   в ряд Фурье: 

 







1

0 sincos
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf . 

Получим Nn
nz

zza
z

zab
n

nn 





 ,sin2)1(,sin2,0 220





. 

Следовательно, 

],[,cossin)1(2sincos
1

22 









 




xnx

nz
zz

z
zzx

n

n
.     (*) 

9.1. В формуле (*) положим x , тогда 

,21sin)1(sin)1(2sincos
1

22
1

22 














 







 n

n

n

n

nz
z

z
z

nz
zz

z
zz









откуда следует формула (3.1): 




 


1
22

21

n nz
z

z
ztg . 

9.2. Так как ictgzizctg )( , то из формулы (3.1) получим (3.2). 
9.3. В формуле (*) положим 0x , тогда 
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


 




1
22
2)1(sinsin1

n

n

nz
zz

z
z







. Следовательно, 













 











 111
22

)1()1(12)1(1
sin n

n

n

n

n

n

nznzznz
z

zz


 

 



























n

n

n k

kn

nzkznzz
)1()1()1(1

1 1
. Формула (3.3) доказана. 

9.4. Так как  2sincos   , то из формулы (3.3) получим (3.4). 
10. Решение. Так как 








 










 21 !
))...(2(1)1(

!
))...(1(

nn n
nzzzz

n
nzzz

, то ряд сходится при 

0z  и 1z . Далее, используя признак Раабе, получим 

z
nz

nn
z
z

n
nn

n
n

Re1
1

1lim1lim
1

























, 

следовательно, ряд сходится при 1Re z . 
При 1Re z  ряд расходится (по признаку Гаусса) всюду, кроме точки 

1z . 
Ответ : 0z , 1z , 1Re z . 

 

11. Доказательство. Покажем, что ряд 


1
)(

k

kzf  сходится равномерно на 

любом круге Rz  , где 10  R . Из этого будет следовать утверждение за-

дачи, поскольку все функции )()( k
k zfzf   аналитичны в круге 1z . 

Так как 0)0( f , то 





1

2
21 ...)(

k

k
k zczczczf . Тогда функция 

z
zf )(

 является аналитической в круге 1z  и, следовательно, 











cz
z
zf

2
1)(

sup , т.е. zczf )(  при 
2
1

z . 

Выберем Nn 0  настолько большое, что 
2
10 

nR . Тогда при 

0, nnRz   имеем 
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)(0
11

)()( 






 











n

R
Rc

z

zc
zczfzf

nk

nn
k

nk

k

nk

k . 

Итак, для данного ряда мы построим сходящуюся мажоранту. Следова-

тельно, ряд 


1
)(

k

kzf  сходится равномерно (и абсолютно) в круге Rz   и 

представляет аналитическую функцию. 
12. Решение. Обозначим  при 1z   







1
3)(

n

n

n
zzf ;  )()(

1
21 zfz

n
zzf

n

n
 




; 

)()1ln()( 1
1

2 zfzz
n
zzf

n

n
 




 

(берется ветвь логарифма, соответствующая значению 01ln  ).  
Точка 1z  является особой точкой функции f . Действительно, если бы 

ее можно было продолжить на некоторую окрестность U этой точки, то тогда 
функция 1f  продолжается в U следующим образом: )()(1 zfzzf  , а функция 

)()( 12 zfzzf   определяет продолжение 2f  на U. Но функция 
)1ln()(2 zzf   не может быть продолжена в U, так как единица является 

ее особой точкой. 
Покажем теперь, что все точки окружности 1z , отличные от точки 
1z , являются регулярными точками )(zf . Более того, f можно продолжить в 

множество V, образованное вырезом из С луча действительной оси ),1[  . Это 
следует из того, что на V определена ветвь функции )1ln( z , а функции  

du
u

uzf
z





0

1
)1ln()(~

, 

du
u
ufzf

z


0

1
2

)(~
)(~

, 

где интегрирование ведется по любой жордановой кривой, соединяющей 0 и z и 
лежащей внутри V (например по отрезку ],0[ z ), являются продолжением 
функций 1f  и f соответственно на V. 

Итак, единственной особой точкой функции f на окружности  1z  явля-
ется точка 1z . 

13. Решение. 
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1) Допустим, что равенство 


)(lim
01

zf
z

 выполнено для некоторой 

аналитической в круге 1z  функции f. Тогда существует число 10 r  такое, 

что 0)( zf  при 10  zr , т.е. все нули f заключены в замкнутом круге 

0rz  . Так как f аналитична в этом круге, то этих нулей имеется конечное 

число. Пусть kzz ,...,1  – все нули f в круге 0rz  , а следовательно, и в круге 

1z , причем каждый нуль выписан столько раз, какова его кратность. Тогда 

функция 
)(

))...((
)( 1

zf
zzzzzg k

  является аналитической в круге 1z  и 

удовлетворяет условию 0)(lim
01




zg
z

. В силу принципа максимума отсюда 

следует, что 0g  в круге 1z , но это невозможно, так как 0)( zg  в лю-
бой точке z, отличной от kzz ,...,1 . 

2) Оценим )(zf   для )!2(
1

2 nz


 . 

Разобъем 


0

)!2(5
k

kk z  на три части: 











1

0

1

0

)!2(
4

555
n

k

n
k

n

k

kk z ; 

2
55 )!2(

n
nn z  ; 

 











 knn

nk

kk

nk

kzkk

nk
zzz 2)12()!2(

1

)!2(

1

)!(

1
555  

 

10
5

64
5

59
5

2
155

6

1

6)!2(

1

nnk

nk

kkn

nk

k z 












 








. 

Следовательно, 

 






 1

)!2()!2(
1

0

)!2( 555)(
nk

kkk
n

k

knn zzzzf  

10
5

10
5

4
5

2
5 nnnn

 . 
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Полагая  
)!2(

1

2
1 n

nr 





 , мы получаем 

10
5)(inf

n

nrz
zf 


, и, значит, 




)(inflim zf
nrzn

, откуда следует (3.5). 

14. Доказательство.  В неравенствах Коши n
f

n
r

rM
c

)(
  возьмем такое r, 

чтобы оценка была наилучшей. Для этого найдем минимум правой части 

n

mAr

r
erg )(  по r. 

В результате получим, что 
m
n

m

n
Ame

Am
ngrg 





























1

min )( . 

Следовательно, 
m
n

n n
Amec 






  для всех достаточно больших n. 

15. Доказательство. 

)()(
00

rPr
n

AemrcrM n
n

nm
n

n

n
nf 






 








,  

где )(rPn  – полином, добавленный, чтобы компенсировать конечное число 
членов, для которых 0nn  .  

Имеем, 
  nrA

n erP 2)(


 , а заменяя 
m
n

 ближайшим целым k, получим 

k

k

mm
n

n

m
r

k
AeC

n
Aemr



























00
, где С – некоторая константа. 

По формуле Стирлинга !~2 k
e
kk

k







 , а 

k

A
k 






 

2
12   для достаточно 

больших k, поэтому оценка продолжается так: 

   mrA

n

km

e
k

rA
C )(

0

2
1 !











 . 

 
16. Решение. 

1) Пусть 2n . Тогда перепишем тождество (3.6) в виде 
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1))((  igfigf . 

Обозначим 
1

1
21321 ,,

h
hhhhigfhigfh


  (в силу (3.6)). 

Функции 321 ,, hhh  являются целыми; значит, целой функцией будет и инте-
грал от функции 3h : 


z

dvvhhzi
0

31 )()0(ln)(  

(в качестве )0(ln 1h  берется произвольное число из )0(1hLn ). 

Заметим, что   0
)(

,
)(
)(

)(
1

)(

1

1)()()( 















zh

e
zh
zheziee

zi
zizizi


  , 

откуда следует, что const
zh

e zi


)(1

)(
, а так как )0(1

)0( hei  , мы получаем, что 

)(1
)( zhe zi  . Тогда )(

2 )( ziezh  , 

)(cos
2

)(
)()(

zeezf
zizi










, 

 

)(sin
2

)(
)()(

z
i
eezg

zizi









. 

Таким образом, если целые функции f и g удовлетворяют тождеству 
122  gf , то существует целая функция )(z такая, что ),(cos)( zzf   

)(sin)( zzg   при всех целых Cz . Обратно, любая целая функция )(z  
определяет функции )(cos)( zzf   и )(sin)( zzg  , удовлетворяющие 
данному тождеству. 

2) Пусть 3n . Покажем, что в этом случае f  и g  – константы. 

Если это не так, то 0g , 
g
f

  мероморфная в С функция, не принимаю-

щая по крайней мере n значений  n 1 . Но по теореме Пикара любая меро-
морфная в С функция, отличная от постоянной, принимает все комплексные 
значения из C , за исключением, быть может, двух. Следовательно, 

constc
g
f

 . Значит, nnnn gcgf )1(1  , т.е. constg   и 

constf  . 
17. Решение. Покажем, что если )(zP  – произвольный многочлен, то 
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11)(max1)( 414 









 z

zP
z

zP
zC

. 

А это будет означать, что функция 4
1
z

 не может быть равномерно приближена 

многочленами на окружности 1z  со сколь угодно большой точностью. 
По формуле Коши 





11

3 ,1
2

1,0)(
2
1

zz z
dz

i
dzzzP

i 
 

и, следовательно, 





1

4
1

1

3
4
1 )(

2
1))((

2
11

z zz z
dzzPdzzzP

i 
 

Cz
Cz z

zPzPdz 4
1

1
4
1 )()(

2
1

 


. 

18. Указание. Применить теорему о вычетах к интегралу, взятому по гра-
нице полукруга Rzz  ,0Im , а затем перейти к пределу при R . 

Ответ: 
e
2

 . 

19. Ответ:  2,0,0Im shww  . 
 
 
 

4. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ТЕОРИЯ ПОЛЯ 
 

1.1. (РТИ–80) Вычислить 
D

ydxdyx2 , где D ограничена линиями 3xy  , 

34xy  , 0,5,3  xxyxy . 

1.2. (РТИ–86) Вычислить dxdyeyx
D

yx 
2222 )( , где D ограничена ли-

ниями: 1,1,,  yxyxxyyx . 

1.3. (БПИ–85) Вычислить  
1

0

1 2

x

y dyedx . 
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1.4. Вычислить 
D

ydxdyx2 , где D ограничена линиями: 

0;0;0,,,, 33  xmbamxyxybxyaxy  . 

2.1. Доказать неравенство 
9
21

1

0

1

0

44
   dxdye yx . 

2.2. (БПИ–80) Что больше: 
1

0
dxx x  или  

1

0

1

0
)( dxdyxy xy  ? 

3.1. Найти площадь поверхности вращения куба с ребром а вокруг одной 
из диагоналей куба. 

3.2. Найти площадь части поверхности сферы 
2222 Rzyx  , где 22 yxz  . 

4. (РТИ–79) Вычислить rdred r  



2

0 0

)cos2sin1(2


 . 

5.1. (РТИ–83) Вычислить dxdydz
V c

z
b

y

a
x  2

2
2

2

2
2

, где 

1: 2
2

2

2

2
2


c
z

b

y

a
xV . 

5.2. (РТИ–91) Вычислить dxdydzzyx
V
  )ln( 222 , где V – шар радиу-

сом R с центром в начале координат. 
5.3. (РТИ–80) Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

2
3

2
3

2
3

2
3

Rzyx  . 

6.1. (РТИ–91) Векторное поле образовано силой r
kF  , направление ко-

торой составляет угол 2
  с направлением радиуса-вектора точки приложения. 

Найти работу поля при перемещении точки массы m по дуге окружности 
222 ayx   из точки )0,(a  в точку )0,0(),,0(  yxa . 

6.2. (РТИ–90) Найти F , если izFrotyxFdiv  ;2 . 
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Ответы, указания и решения к разд. 4 
 

1.1.  3815625
720
31

  . 

1.2.  21
2
1

e . Замена переменных – поворот системы координат на угол 

45 : vuyvux
2

1
2

1;
2

1
2

1
  приводит к интегралу 






D

vu dudvuve
22

2 , где D  – квадрат: 
2
20  x ; 

2
20  y . 

1.3. )1(
2
1

e . Поменять порядок интегрирования. 

1.4. Замена переменных xyxy   ,3  или 

2
1

2
3

2
1

2
1

,


  yx  с якобианом   2

2
1J  приводит к ин-

тегралу   





 






  b

a

m
ddI


 22

3
2

12
2

1
2

1

2
1

 

 99
55

55

45
2 


 m

ba

ab
. 

2.2.  
1

0

1

0
)( dxxydyI xy . Сделаем замену во внутреннем интеграле: 

zxy  , dz
y

dx 1
 . Получим:   

1

0

1

0 0
)(

y
dyyFdzz

y
dyI

y
z , где 


y

z dzzyF
0

)( . Полученный интеграл возьмем по частям, полагая 

y
dydvyFu  ),( . Тогда  

  

 1

0

1

00
lnlnln

0
1 dyyydyyydzzyI yy

y
z

y
y

. 
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Отсюда следует, что 

011
0
1

)()()1(ln)(
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
     yyyxxy yyddyyydxxdxdyxy . 

3.1. 
3

3a
. 

5.2. 









3

2ln
3

4 23 RR . 

 
 
 

5. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

1. В ящике лежат красные и черные носки. Если из ящика вытягиваются 

два носка, то вероятность того, что оба красные, равна 
2

1 . 

а) Каково минимально возможное число носков в ящике? 
б) Каково минимально возможное число носков в ящике, если число чер-

ных носков четное? 
2. Чтобы подбодрить сына, делающего успехи в игре в теннис, отец обеща-

ет ему приз, если он выиграет подряд по крайней мере две теннисные партии 
против своего отца и клубного чемпиона по одной из схем: отец – чемпион – 
отец или чемпион – отец – чемпион по выбору сына. Чемпион играет лучше от-
ца. Какую схему следует выбрать сыну? 

3. Cколько в среднем раз надо бросать кость до появления шестерки? 
4. Часто приходится слышать, что некто при игре в бридж получил на руки 

13 пик. Какова вероятность, при условии, что карты хорошо перетасованы, по-
лучить 13 карт одной масти ? (Каждый из четырех игроков в бридж получает 13 
карт из колоды в 52 карты). 

5. Три узника А, В и С одинаково хорошего поведения ходатайствовали об 
освобождении на поруки. Администрация решила освободить двух из трех, что 
стало известно узникам, которые, однако, не знают, кто именно эти двое. У за-
ключенного А в охране есть друг, который знает, кого отпустят на свободу, но 
А считает неэтичным осведомиться у охранника, будет ли он, А, освобожден. 
Все же А хочет спросить об имени одного узника, отличного от самого А, кото-
рый будет отпущен на свободу. Прежде чем спрашивать, он оценивает вероят-

ность своего освобождения как 
3

2 . А думает, что если охранник скажет «В бу-
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дет освобожден», то его шансы уменьшатся до 
2

1 , так как в этом случае будут 

освобождены либо А и В, либо В и С. Найдите ошибку в расчетах А. 
6. Восемь юношей и семь девушек независимо приобрели по одному биле-

ту в одном и том же театральном ряду, насчитывающем 15 мест. Какое среднее 
число смежных мест занимают в этом ряду пары? 

7. В теннисном турнире участвуют 8 игроков. Номер, вытаскиваемый иг-
роком наудачу, определяет его положение на турнирной лестнице. 

Предположим, что лучший игрок всегда побеждает второго по мастерству, 
а тот, в свою очередь, побеждает всех остальных. Проигрывающий в финале 
занимает второе место. Какова вероятность того, что это место займет второй 
игрок? 

8. Какова вероятность выпадения равно 50 гербов при бросании 100 мо-
нет? 

9. С. Пенайс предложил Ньютону следующую задачу: какое из событий 
более вероятно – а) появление по крайней мере одной шестерки при подбрасы-
вании 6 костей, б) появление хотя бы двух шестерок при подбрасывании 
12 костей или в) появление не менее трех шестерок при бросании 18 костей? 

10. А, В и С сходятся для трехсторонней дуэли. Известно, что для А веро-
ятность попасть в цель равна 0,3, для С – 0,5, а В стреляет без промаха. Дуэлян-
ты могут стрелять в любого противника по выбору. Первым стреляет А, затем 
В, дальше С и т.д. в циклическом порядке (раненый выбывает из дуэли), пока 
лишь один человек не останется невредимым. Какой должна быть стратегия А? 

11. Две урны содержат красные и черные шары. Урна А содержит 2 крас-
ных и 1 черный шар, урна В – 101 красный и 100 черных шаров. Наудачу выби-
рается одна из урн, и вы получаете награду, если правильно называете урну по-
сле вытаскивания из нее двух шаров. После вытаскивания первого шара и оп-
ределения его цвета вы решаете, вернуть ли в урну шар перед вторым вытаски-
ванием. Какой должна быть ваша стратегия? 

12. Если хорда выбирается наудачу в заданом круге, то какова вероятность 
того, что ее длина больше радиуса круга? 

13. Дуэли в Городе осторожности редко кончаются печальным исходом. 
Дело в том, что каждый дуэлянт прибывает на место встречи между 5 и 6 часа-
ми утра и, прождав соперника 5 минут, удаляется. В случае же прибытия по-
следнего в эти пять минут дуэль состоится. Какая часть дуэлей действительно 
заканчивается поединком? 

14. Чеканщик кладет m фальшивых монет в ящик, содержащий всего n мо-
нет. Король, подозревая чеканщика, извлекает случайным образом по одной 
монете из каждого из n ящиков и проверяет их. 

а) Какова вероятность того, что в выборке из n монет ровно r фальшивых? 
б) Исследовать поведение этой вероятности при возрастании n и фиксиро-

ванных r и m. 
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15. Из хорошо перетасованной колоды в 52 карты, содержащей четыре ту-
за, извлекаются сверху карты до появления первого туза. На каком месте в 
среднем появляется первый туз? 

16. Если стержень помечается случайным образом на две части, то: 
а) какова средняя длина меньшего куска? 
б) какова среднее отношение длины короткого куска к длине длинного 

куска ? 
17. Какова вероятность того, что корни квадратного уравнения 

022  cbxx  вещественны? 
18. Поток транспорта через пешеходный переход таков, что вероятность 

проезда машины в течение любой заданной секунды постоянна и равна р; из-
вестно также, что нет связи между проездом машин в разное время. Предполо-
жим, что пешеход может перейти улицу, если ни одна машина не будет проез-
жать в течение следующих трех секунд. Найти вероятность того, что он должен 
ждать ровно 4,3,2,1,0k с. 

19. Двое бросают симметричную монету n раз. Найти вероятность того, 
что у них выпадет одинаковое число гербов. 

20. Для последовательностей испытания Бернулли с вероятностью успеха р 
найти вероятность того, что а успехов произойдут прежде, чем b неудач. (Эта 
задача имеет значение для классической теории игр в связи с вопросом о том, 
как делить ставку, когда игра прервана в момент, когда одному игроку не хва-
тает до победы а очков, а второму – b). 

 
 

Ответы, указания и решения к разд. 5 
 

1. Решение. Пусть в ящике r красных и b черных носков. Вероятность то-

го, что оба носка красные, равняется 
2
1

, или 
2
1

1
1







 br
r

br
r

. Заметим, что 

1
1





 br
r

br
r

 при 0b . 

Отсюда следует 
22

1
1

2
1




















 br
r

br
r

, 

1
1

2
1





 br

r
br

r
. 

Из первого равенства имеем 

)(
2

1 brr  , или br )12(  . 
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Из второго неравенства находим 1)12(  rb , так что 

brb )12(1)12(  . Для 1b  получаем 414,3414,2  r , так что 

можно взять 3r . При 3r , 1b  имеем р (два красных носка) 
2
1

3
2

4
3

 . 

Таким образом, минимальное число носков есть 4. 
Аналогично, для каждого четного значения b находим подходящее значе-

ние r и определяем условную вероятность. При 6b  и 15r  р (два красных 

носка) 
2
1

20
14

21
15

 . Таким образом, если b четное, минимальное число нос-

ков равно 21. 
2. Решение. Пусть 1p  есть вероятность того, что сын выиграет у отца, а 

2p  – вероятность того, что он выиграет у чемпиона. Тогда вероятность выиг-
рыша по схеме: отец – чемпион – отец равна  

)2()1()1( 121121121321 pppppppppppp  . 
Вероятность выигрыша по схеме: чемпион – отец – чемпион равна 

)2()1()1( 221212212212 pppppppppppp  . 
Так как 21 pp   и 21 22 pp  , сыну нужно выбрать вариант чемпи-

он – отец – чемпион. 
3. Решение. Среднее число испытаний до первого успеха равно 

...432 32  pqpqpqm  

Тогда ...32 32  pqpqpqqm  
Вычитая второе выражение из первого, находим 

1
1

...2 



p
p

q
ppqpqpqmm . 

1,1)1(  mpqm  и 
p

m 1
 . 

В нашем случае 
6
1

p . Так что 6m . 

 
4. Решение. Для получения 13 карт одной масти нужно, вытащив сначала 

любую из 52 карт, извлечь затем все карты той же масти (которых всего 13 
штук). Число способов получения масти равно !12521...111252   Общее 

же число равно 
!39
!5240....50.51.52  . Искомая вероятность равна 

11106,1
!52

!39!1252 


. Эта вероятность ничтожна мала. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

5. Эта вероятность равна 
3
2

. Узник неправильно построил пространство 

элементарных событий. Нужно учитывать ответ охранника. 
6. Решение. Если первые два места в ряду заняты лицами разных полов, то 

у нас уже имеется искомая пара. Вероятность этого события равна 

15
8

14
8

15
7

14
7

15
8

 . 

Более того, 
15
8

 есть и среднее число пар на первых двух местах, так как 

15
80

15
71

15
8

 . 

Такое же рассуждение применимо к каждой паре смежных мест. Для определе-
ния среднего числа пар эту величину надо умножить на число смежных мест, 

равное 14, что дает 
15

112
. 

 
7. Решение. Второй по мастерству игрок может занять второе место лишь в 

том случае, когда он находится в половине турнирной лестницы, не занимаемой 
лучшим игроком. 

Если в турнире участвуют n2  игроков, то в половине турнирной лестницы, 
не занимаемой лучшим игроком, 12 n  начальных ступеней, а всего имеется 

12 n  начальных ступеней. Таким образом, в турнире с n2  игроками второй 

по мастерству может с вероятностью 
12

2 1





n

n
 занять второе место. При 82 n  

искомая вероятность равна 
7
4

. 

8. 08,0505050
100  qpCP . 

9. Решение. Так как при бросании 6 костей в среднем появляется одна шес-
терка, при бросании 12 костей это среднее число равно двум и при бросании 18 
костей – трем, то часто считают, что вероятности указанных событий равны. 

Иногда полагают, что эта вероятность равна 
2
1

. 

Для значительного числа костей распределение появления шестерок при-
ближенно симметрично относительно среднего и вероятность появления этого 
среднего мала. Эти условия не выполняются при небольшом числе бросаний. 
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Вероятность появления х шестерок при n бросаниях равна 

nxC
xnx

x
n ...,,1,0,

6
5

6
1



















. Вероятность появления хотя бы одной шес-

терки при шести бросаниях равна 665,0
6
5

6
11 6 

















C . При бросании n6  

костей вероятность появления не менее n шестерок равняется  







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














1

0
6 6

5
6
11

n

x

xnx
x
nC . 

Ньютону пришлось самому вычислять эти вероятности. 
Следующая таблица дает вероятности получения числа шестерок, не 

меньшего, чем математическое ожидание числа их появления в n6  бросаниях. 
 

6n 6 12 18 24 30 600 900 
n 1 2 3 4 5 100 150 
p 0,665 0,619 0,597 0,584 0,576 0,517 0,514 

 
Итак, Пенайсу следовало предпочитать пари с шестью бросаниями пари с 

большим числом бросаний. 
 
10. Решение. А стрелять в С не имеет смысла. Если же А выстрелит в В и 

промахнется, то В выведет из строя более опасного С первым и А может стре-
лять В с вероятностью попадания 0,3. Если же А попадет в В, то С и А будут 
перестреливаться до первого попадания. Шансы выигрыша А равны 

10
3

13
3

...3,0)7,0()5,0(3,07,0)5,0(3,05,0 232  . 

Таким образом, А должен стрелять в воздух, а затем стараться попасть в В. 
 
11. Указание. Если первый вытянутый шар – красный, то неважно, из ка-

кой урны он вынут, так как теперь в этой урне будет поровну красных и черных 
шаров и второй шар не даст оснований для решения. Поэтому, если сначала вы-
тянут красный шар, следует вернуть его в урну перед вторым извлечением. Ес-
ли же вынут черный шар, то лучше не возвращать его в урну.  

При такой стратегии вероятность правильного решения приближенно рав-
на 0,64. Если вытягивать оба шара без возвращения, то вероятность угадать 

приблизительно равна 
8

5 , а при возвращении 
36

5,21
. 

 
12. Указание. Пока выражение «наудачу» не уточнено, задача не имеет оп-

ределенного ответа. 
Пусть радиус круга равен 2. 
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а) Допустим, что расстояние хорды от центра круга равномерно распреде-

лено между 0 и 2. Тогда искомая вероятность равна 2
3 . 

б) Пусть середина хорды равномерно распределена во внутренности круга. 
В этом случае вероятность равна 0,75. 

в) Допустим, что хорда определяется двумя точками на окружности исход-

ного круга. Тогда искомая вероятность равна 
3

2 . 

 
13. Указание. Использовать геометрическое определение вероятности. 

Шансы на поединок равны 
144

23 . 

 

14. Решение. Каждая из проверяемых монет фальшива с вероятностью 
n
m

. 

Искомая вероятность отвечает биномиальному распределению. 
22

2 1 





 








n
m

n
mCp n . Исследуем поведение этой вероятности при возрас-

тании n и фиксированных r и m.  
rn

r
n
m

n
mm

n
znnn

r
p









 






 




,11)1)...(1(
!

1
2  с ростом n 

2
)1)...(1(

n
znnn 

 стремится к 1, 
n

n
m






 1  стремится к me  и  

r

n
m 







 1  стремится к 1. Поэтому при больших n 

!

2

r
mep

m
 . 

 
15. Решение. Естественно считать, что принцип симметрии сохраняется и 

для дискретных распределений. Четыре туза делят колоду на пять частей, каж-
дая из которых содержит от 0 до 48 карт. Согласно принципу симметрии сред-

няя длина каждой части равна 6,9
5

48
 . Последующей картой должен быть туз, 

который является, таким образом, в среднем 10,6 картой. 
 
16. Решение. 
а) Случайность разлома стержня означает равномерную распределенность 

точки деления. Таким образом, вероятность того, что точка разлома находится в 
левой или правой половине стержня, одинакова. Если эта точка находится в ле-
вой половине, то левый кусок и является меньшим, его средняя длина равна по-
ловине от этой половины, что составляет четвертую часть длины стержня. Эти 
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рассуждения остаются в силе, когда точка деления на правой половине, так что 
ответ таков: одна четверть длины стержня. 

б) Можно считать, что точка перелома лежит в правой половине стержня. 

Тогда 
x

x1
 является отношением короткого куска к длинному при условии, 

что сам стержень имеет единичную длину. Так как величина х равномерно рас-

пределена на отрезке 



 1;
2
1

, то среднее отношение равно  
1

2
1

12 dx
x

x
 

386,012ln2  . 
 

17. Решение. Для того чтобы вопрос задачи имел смысл, предположим, что 
точка (b,c) равномерно распределена на квадрате с центром в начале координат 
и стороной 2В. Решим задачу при фиксированном В, а затем устремим В к бес-
конечности. 

Для того чтобы уравнение имело вещественные корни, необходимо и дос-
таточно, чтобы 02  cb . Если построить параболу cb 2 , то нетрудно под-
считать, что отношение площади области, в которой квадратный трехчлен име-

ет комплексные корни, к площади всего квадрата равно 
B3

1 . С ростом В 

B3

1  стремится к нулю, так что вероятность того, что корни вещественные, 

стремится к 1. 
Следует отметить, что эта задача отличается от такой же задачи, связанной 

с уравнением 022  cbxax . Если а, b и с независимы и распределены 

равномерно в некотором кубе, то 
a
b

 и 
a
c

 уже зависимы и распределены нерав-

номерно. 
 
18. 3q  при 0k ; 3pq  при 3,2,1k  и 63 pqpq   при 4k . 

19.  


 
n

k

nn
n

nk
n n

CC
0

2
2

22 122


 для больших n. 

20. 





 

1
1

1
ba

ak

kbakk
ba qpC . Этот результат можно записать также в 

виде  





1

0
1

b

k

kk
ka

a qCp , где ek  слагаемое равно вероятности того, что на-

ступит а-й успех. 
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