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Ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñêàëÿðíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî Ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àé-

íûì ïðîöåññîì. Ðàçðàáîòàí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé âûïîëíÿòü âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç

äàííîãî ïîëÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ãðàôè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé åãî ðåçóëüòàòîâ.

Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñè-
ñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âîçíèêàåò ïîòðåá-
íîñòü â ðàññìîòðåíèè Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíî-
ãî ïîëÿ. Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíî îïðåäåëåíèå òî-
÷å÷íîãî Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ [1]: ýòî
ñëó÷àéíîå ïîëå, ó êîòîðîãî ÷èñëà òî÷åê â ëþ-
áîì íàáîðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî çàêîíó
Ïóàññîíà:

P (ξ(Bi) = k) =
Λ(Bi)

k

k!
exp(−Λ(Bi)), (1)

ãäå P (ξ(Bi) = k) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìíî-
æåñòâå Bi îêàæåòñÿ k òî÷åê, Λ(Bi) = E(Bi),
E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ðåà-
ëèçàöèÿ òàêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ìîæåò îïè-
ñûâàòü, íàïðèìåð, ïîçèöèè âèäèìûõ çâåçä íà
ó÷àñòêå çâåçäíîãî íåáà [2]. Áîëåå ñîäåðæàòåëü-
íàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ (1) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùàÿ
íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ïîëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîìó àðãóìåíòó, ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå
[3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç åå
âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

I. Ïóàññîíîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå

Â [3] ñêàëÿðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå îïðåäåëå-
íî ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé ξ(t) ∈ S = {s1, s2, ...},
â êîòîðîé ïðèíÿòî, ÷òî t = φ(z), ãäå z =
(z1, z2, ..., zn) ∈ Z ⊆ Rn, φ(z) � íåîòðèöàòåëüíàÿ
è íåóáûâàþùåé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zi ôóíê-
öèÿ. Îäíîé èç ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ zi â ýòîì
îïðåäåëåíèè ìîæåò áûòü âðåìÿ, îñòàëüíûå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåí-
íûå. Çíà÷åíèå z2 = (z1,2, z2,2, ..., zn,2) àðãóìåíòà
z = (z1, z2, ..., zn) íàçûâàåòñÿ ¾ñëåäóþùèì¿ ïî
îòíîøåíèþ ê çíà÷åíèþ z1 = (z1,1, z2,1, ..., zn,1),
åñëè τ = φ(z2 − z1) íåîòðèöàòåëüíî, ò. å. åñ-
ëè τ = φ(z2 − z1) ≥ 0, òî z2 ≥ z1. Àðãó-
ìåíò t = φ(z) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì âðåìå-
íåì, ôóíêöèÿ φ(z) � ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé,

τ = φ(z2 − z1) � èíòåðâàëîì îáîáùåííîãî âðå-
ìåíè, τi = φ(z1,1, ..., zi,2 − zi,1, ..., zn,1) � èíòåð-
âàëîì ïî i-ìó àðãóìåíòó, i = 1, n. Îïðåäåëåí-
íîå òàêèì îáðàçîì ñëó÷àéíîå ïîëå íàçâàíî â [3]
ñêàëÿðíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì, ïîðîæäåííûì ñêà-
ëÿðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ξ(t) è îáîçíà÷åíî
êàê ξ(z) ∈ S, z ∈ Z ⊆ Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðîæäàþùèé ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ ξ(t) Ïóàññîíîâñêèé ñ ïàðàìåòðîì λ.
Ïðèðàùåíèå η ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ξ(t) çà âðåìÿ τ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λτ :

pi,i+k(τ) = P (η = k/τ) =
(λτ)k

k!
e−λτ , (2)

ãäå pi,i+k(τ) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ξ(t) èç ñîñòîÿíèÿ si â ñîñòîÿíèå si+k çà
âðåìÿ τ , i = 1, 2, ..., k = 0, 1, 2, .... Ñîñòîÿíèå si áó-
äåì îòîæäåñòâëÿòü ñ öåëî÷èñëåííûì çíà÷åíèåì
i− 1, ò.å. si = i− 1 . Îòíîñèòåëüíî ïîðîæäåííî-
ãî òàêèì îáðàçîì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâà
óòî÷íåííàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ [3] òåîðåìà:

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ξ(z), z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Z ⊆
Rn, � ñêàëÿðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå, ïîðîæäåííîå
ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ξ(t) ñ ïàðà-
ìåòðîì λ è íåîòðèöàòåëüíîé íåóáûâàþùåé ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó z1, z2, ..., zn ôóíêöèåé t =
φ(z). Ïðèðàùåíèÿ ηi = ξ(z1,1, ..., zi,2−zi,1, ..., zn,1)
ïî êàæäîé êîîðäèíàòå zi ðàñïðåäåëåíû ïî çàêî-
íó Ïóàññîíà

P (ηi = k/τi) =
(λciτi)

k

k!
e−λciτi ,

i = 1, n, k = 0, 1, 2, ...,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ
ôóíêöèÿ t = φ(z) = φ(z1, z2, ..., zn) èìååò âèä

t = φ(z) =
n∑

i=1

cizi, (3)

ãäå ci � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàí-
òû. Ïðèðàùåíèå η = ξ(z2 − z1) ñëó÷àéíîãî ïî-
ëÿ çà îáîáùåííîå âðåìÿ τ = φ(z2 − z1) ðàñïðå-
äåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà (2) c τ =

∑n
i=1 ciτi,

τi = zi,2 − zi,1.
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Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííàÿ â äàííîé òåîðåìå
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àé-
íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé ïî ñðàâíåíèþ ñ
êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ (1), òàê êàê âêëþ÷àåò åå
â ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ φ(z) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ìíîæå-
ñòâà ðåàëèçàöèé êðèâûõ òî÷åê ðîñòà Ïóàññîíîâ-
ñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, îïðåäåëåííîãî íà ïëîñ-
êîñòè.

Ðèñ. 1 � Ðåàëèçàöèè êðèâûõ òî÷åê ðîñòà
Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

II. Âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç
Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

Òåîðåìà ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü âñå âåðîÿò-
íîñòíûå ðàñ÷åòû, îòíîñÿùèåñÿ ê Ïóàññîíîâñêî-
ìó ñëó÷àéíîìó ïîëþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé Ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîð-ñòðîêà áåçóñëîâ-
íûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé A(t) = (ai(t)), i =
1, 2, ..., Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

A(t) = A(t0)P (t− t0), (4)

ãäå t0 � íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,
P (t − t0) = (pi,j(t − t0)), i, j = 1, 2, ..., � ìàòðèöà
âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïðîöåññà çà âðåìÿ t − t0.
Ýëåìåíòû pi,j(t − t0) ìàòðèöû P (t − t0) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëîé

pi,j(t− t0) = P (η = j − i/t− t0) =

=

{
(λ(t−t0))j−i

(j−i)! e−λ(t−t0), j ≥ i,
0, j < i.

}
, (5)

Ïîäñòàíîâêà (5) â (4) äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ sj = j−1
ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t):

aj(t) = P (ξ(t) = sj) =

=

j∑

i=1

ai(t0)
(λ(t− t0))j−i

(j − i)! e−λ(t−t0), j = 1, 2, ....

(6)
Ôîðìóëó ðàñ÷åòà áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
aj(z) ñîñòîÿíèé sj = j − 1 â îáîáùåííûé ìîìåíò

âðåìåíè t =
∑n
i=1 cizi äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ñëó-

÷àéíîãî ïîëÿ ñ íà÷àëüíûì îáîáùåííûì ìîìåí-
òîì âðåìåíè t0 =

∑n
i=1 cizi,0 ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ â

(6) t =
∑n
k=1 ckzk, t0 =

∑n
k=1 ckzk,0:

aj(z) = P (ξ(z) = sj) =

=

j∑

i=1

ai(z0)
(λ
∑n
k=1 ck(zk − zk,0))j−i

(j − i)! ·

·e−λ
∑n
k=1 ck(zk−zk.0), j = 1, 2, ..., (7)

Âûðàæåíèå (7) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â ãèïåðïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè [z1,0, z1] ×
[z2,0, z2] × · · · × [zn,0, zn] ⊆ Z ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîãî êîíòèíóóìà Z áóäåò íàõîäèòüñÿ ðîâ-
íî j − 1 òî÷åê ðîñòà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ñîáûòèé).
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â óêàçàííîé îáëàñòè áóäåò
íàõîäèòüñÿ îò sl äî sl+m òî÷åê ðîñòà, îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì:

P (sl ≤ ξ(z) ≤ sl+m) =

l+m∑

j=l

aj(z).

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ïîâåðõ-
íîñòè âåðîÿòíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
s15 = 14 Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ïî-
ñòðîåííîé ïî ôîðìóëå (7) ïðè j = 15. Âèäíî,
÷òî âåðîÿòíåå âñåãî äàííîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòî-
ÿíèå (14 òî÷åê) áóäåò íàáëþäàòüñÿ â ïðÿìîóãîëü-
íûõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ íà÷àëîì êîîðäèíàò
è òî÷êàìè íà ïðÿìîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå.

Ðèñ. 2 � Ïîâåðõíîñòü âåðîÿòíîñòè ôèêñèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
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