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Занятие 1 
Комплексные числа 

 
Пример 1  
Даны комплексные числа iz 321 +=  и iz 212 −= . Найдите 

21212121 :,,, zzzzzzzz ⋅−+ . 
  ;3)21()32(21 iiizz +=−++=+  

;51)21()32(21 iiizz +=−−+=−  
;86342)21()32(21 iiiiizz −=++−=−+=⋅  

iii
ii
ii

z
z

5
7

5
4

5
6342

)21()21(
)21()32(

2

1 +−=
−++

=
+−
++

= .   

 
Пример 2  

Запишите комплексное число 
)32()1(

5
ii

iz
−+

+
=  в алгебраической форме. 

  =
−+

=
+−

+
=

−
+

=
++−

+
=

−+
+

26
11025

)5()5(
)5(

5
5

3232
5

)32()1(
5 2 i

ii
i

i
i

ii
i

ii
i

  

i
13
5

13
12

+= .   

 
Пример 3 
Найдите действительные x  и y , удовлетворяющие уравнению 

iiiyxiix 65)21()()2()3( +=+−++− . 
  iyiyixxixix 65221236 +=+−+++−+ , 





=−+−
=+++

6223
5216

yxx
yxx

∼
285

427





=−
=+

yx
yx

,     .
17
36,

17
20,2017 −=== yxx    

 
Пример 4  

Решите систему уравнений 




+−=−
−−=+−

.1575
,57)2(3

iyix
iyix

 

  iyi
iiyix

iyix
2652)162(

31575
57)2(3

−−=−−




+−=−
−−=+−

; 

iii
i
iy 32

65
)81()2(13

)81(2
)2(26

−=
−+

=
+
+

= ; 

ixiiix 3;1510157 −=−++−= .   
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Пример 5  
Решите уравнение  02 =+ zz . 

 Пусть iyxz += . Тогда 0)( 222 =+++ yxiyx , откуда 

02)( 2222 =+++− xyiyxyx .  
Следовательно,  







===

−=====++−

.0то,0если,02
.1,1,0 то0,если,0 321

2222

xyxy
yyyxyxyx  

Таким образом, корнями данного уравнения являются числа 
izizz −=== 321 ,,0 .   

  
Пример 6 
Запишите комплексные числа в тригонометрической форме: ,,3,2 i−−  

5
cos

5
sin,1 ππ ii −+ . 

  )0sin0(cos22 i+= ; )sin(cos33 ππ i+=− ;  















−+






−=−

2
sin

2
cos1 ππ ii ;  






 +=+

4
sin

4
cos21 ππ ii ; 







−+






−=−=−

10
3sin

10
3cos

10
3sin

10
3cos

5
cos

5
sin ππππππ iii .   

 
 Пример 7  

Запишите в тригонометрической форме комплексное число 







 −

5
sin

5
cos2 ππ ii . 

 Рассмотрим два комплексных числа 





 +==

2
sin

2
cos221

ππ iiz   и  















−+






−⋅=−=

5
sin

5
cos1

5
sin

5
cos2

ππππ iiz .   

21 =z   и  
2

arg 1
π

=z ; 12 =z   и 
5

arg 2
π

−=z .  

Так как 21 zzz ⋅= , то 212 =⋅=z  и kkz πππππ 2
10
32

52
arg +=+−= .  







 +=














 ++






 +=

10
3sin

10
3cos22

10
3sin2

10
3cos2 ππππππ ikikz .   
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 Пример 8  
Запишите в показательной форме комплексное число  

i

ii
z

−−







 −+−

=
1

12
7sin

12
7cos)3( ππ

. 

 Каждое из трех чисел представим в показательной форме:  

6
5

1 23
πi

eiz =+−= ; 

12
7

2 1
12
7sin

12
7cos

12
7sin

12
7cos

πππππ i
eiiz
−

=





−+






−=−= ; 

4
3

3 21
πi

eiz
−

=−−= . 

 Тогда π
πππ

π

ππ

i
i

i

ii

ee
e

eez 22
2

12 4
3

12
7

6
5

4
3

12
7

6
5

==
⋅

=






 +−

−

−

.   

 
 Пример 9  

Найдите модуль и аргумент числа 5)1( i+ . 

  Пусть )1(1 iz += .  Тогда 21 =z  и 
4

arg 1
π

=z ; 24)2( 5 ==z  и 

kkz ππππ 2
4

52
4

5arg +=+= . Так как ππ ≤<− zarg , то 
4

3arg π
−=z .   

 
Пример 10  
Вычислите 900358723 2:)1()3( −⋅+ ii . 
  Запишем числа i+3  и 1−i  в тригонометрической форме: 







 +=−






 +=+

4
3sin

4
3cos21,

6
sin

6
cos23 ππππ iiii . 

Теперь по формуле Муавра находим  

( ) iiii 723723723723
2

2
sin

2
cos2

6
723sin

6
723cos23 =






 +=






 +=+

ππππ ; 

iiii 179179173358 2
2

sin
2

cos2
4

1074sin
4

1074cos2)1( =





 +=






 +=−

ππππ . 

Искомое произведение равно  44222 2900179723 −==⋅⋅ − iii .   
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 Пример 11  

Вычислите 
11

33
1









−
+

i
i

. 

   





 +=















−+






−







 +

=
−
+

12
7sin

12
7cos

6
1

3
sin

3
cos32

4
sin

4
cos2

33
1 ππ

ππ

ππ

i
i

i

i
i

. 







 +=






 +=








−
+

12
5sin

12
5cos

66
1

12
77sin

12
77cos

66
1

33
1

55

11 ππππ ii
i

i
.   

 
 Пример 12  

Исходя из определения, вычислите  i43− . 
 Пусть iyxi +=− 43 , тогда iiyx 43)( 2 −=+ , или 

ixyiyx 43222 −=+− .  
Получим систему  





−=
=−
42

322

xy
yx

∼






−=

=−

x
y

yx
2

322

∼










−=

=−

x
y

x
x

2

34
2

2

∼






−=

=−−

x
y

xx
2

043 24

∼






−=

=

x
y

x
2

42

∼ 

∼




−=
=

1
2

1

1

y
x

    или 




=
−=
.1
2

2

2

y
x

 

 В результате получаем два значения квадратного корня ii −=− 243   и  
ii +−=− 243 .   

 
 Пример 13   

Найдите все значения корня  3 31 i−− . 
  Записав комплексное число 31 i−−  в тригонометрической форме  















−+






−=−−

3
2sin

3
2cos231 ππ ii , находим  

2,1,0,
3

2
3

2

sin
3

2
3

2

cos231 33 =














 +−
+

+−
=−− k

k
i

k
i

ππππ

. 

Откуда 
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0,
9

2sin
9

2cos231 33
0 =














−+






−=−−=′ kiiu ππ

. 

1,
9

4sin
9

4cos231 33
1 =






 +=−−=′ kiiu ππ

. 

2,
9

10sin
9

10cos231 33
2 =






 +=−−=′ kiiu ππ

.   

 
 Пример 14 

Найдите все значения корня 4 16i . 

  Поскольку ,
2

sin
2

cos1616 





 +=

ππ ii  то  

3,2,1,0,
4

2
8

sin
4

2
8

cos1616 44 =













 ++






 += kkiki ππππ

. 

Следовательно,  







 +=

8
sin

8
cos20

ππω i ;    





 +=

8
5sin

8
5cos21

ππω i ; 







 +=

8
9sin

8
9cos22

ππω i ;    





 +=

8
13sin

8
13cos23

ππω i .   

 
 Пример 15  

Изобразите множество точек z  комплексной плоскости, удовлетворяю-

щих условию 121Im ≥





 +

zz
. 

 ОДЗ:  2222
3222121,0

yx
iyx

yx
iyxiyx

iyxiyxzz
z

+
+

=
+

++−
=

−
+

+
=+≠ , 

4
1

2
1,0,,1

2
22222

22 ≤





 −+≤−++≥≥

+
yxyyxyxy

yx
y

. 

 
Дополнительные задачи 

 
1. Представьте в алгебраической форме комплексное число  

i
i

i
iz

+
+

+
−
+

=
2

)21(
86

1213 2
. 

Ответ:  i
50
23

25
18

+− . 

2. Представьте в тригонометрической форме комплексное число  
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iz +−= 3 . 

 Ответ:  





















−+














−

10
3arccossin

10
3arccoscos10 i . 

3. Решите систему  




−=−
+=+

.323
,12

21

21

iizz
izz

 

Ответ:  .
37

3512,
37

3313
21

iziz +
=

−
=  

4. Используя формулу Муавра, выразите x4sin  и x4cos  через xsin  и 
xcos . 

 Ответ:  xxxxx 33 sincos4sincos44sin −= ; 
     xxxxx 4224 sinsincos6cos4cos +−= . 
 5. Найдите все значения 4 16− . 
 Ответ:  ,22,22 10 ii +−=+= ωω  
     22,22 32 ii −=−−= ωω . 

6. Найдите множество точек координатной плоскости z , для которой 
22 ≤−+ iz . 

Ответ:  множество всех точек круга радиусом 2 с центром в точке (2; −1). 
 

Занятия 2−3 
Непосредственное интегрирование.  

Метод подстановки, интегрирование по частям 
 
 Примеры  

Найдите следующие интегралы: 
 

1. ∫
+− dx

x
xx 532 43 2

;    2. dxxx 33 )2(∫ + ; 

3. ∫ ⋅ dxe xx 232 ;      4. ∫ − dxx )1(tg2 ; 

5. ∫ xx
dx

22 cossin
;      6. ∫ −

−−+ dx
x

xxx
4

7832
2

23
; 

7. ∫ +
+ dx

xx
x

)21(
25

22

2
;     8. ∫ − dxx )32cos( ; 

9. ∫ xdxx cossin4 ;     10. ∫ + xx
dx

)1(
; 

11. ∫ + dxxx 9)32( ;     12. ;
)ln1(

ln
2∫ − xx

xdx
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13. ∫ ++ 31 x
dx

;      14. ∫ +1xe
dx

; 

15. ∫ −<
−

1,
12

x
xx
dx

;    16. ∫ ++ 942 xx
dx

; 

17. ∫ +− 742 2 xx
dx

;     18. ∫
−+ 2415 xx

dx
; 

19. ∫
−− 23614 xx

dx
;     20. ∫ ++

− dx
xx

x
176

25
2 ; 

21. ∫ ++
− dx
xx

x
14

73
2 ;     22. ∫

++

+ dx
xx

x
182

3
2

; 

23. ∫ xdxx 2sin ;      24. ∫ xdxarcsin ; 

25. ∫ − dxxe x3 ;      26. ∫ xdxx arctg ; 

27. ∫ ++ xdxxx 2cos)53( 2 ;    28. ∫ xdxx 23 ln ; 

29. ∫ dxx)cos(ln ;      30. ∫ bxdxeax cos . 
 

  1. ∫ ∫ −⋅=+−=
+− −− 6

7
2

1
4

1
6

143 2

7
62)532(532 xdxxxxdx

x
xx

 

CxxxCxx ++−=+⋅++⋅− 2
1

4
3

6
7

2
1

4
3

104
7

1225
3
43 . 

2. ∫∫ =+++=+ dxxxxxdxxx )8126()2( 6
7

3
4

2
333  

Cxxxx ++++= 26
13

3
7

2
5

4
13
72

7
18

5
2

. 

3. C
e

edxedxe
x

xxx +==⋅ ∫∫ 2

2
223

8ln
)8()8(2 . 

4. ∫∫ +−=





 −=− Cxxdx

x
dxx 2tg2

cos
1)1(tg 2

2 . 

5. ∫ ∫ ∫∫ =+=
+

=
x

dx
x

dxdx
xx
xx

xx
dx

2222

22

22 sincoscossin
cossin

cossin
 

.ctgtg Cxx +−=  

6. ∫ −
−−+ dx

x
xxx

4
7832

2

23
. 
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Разделим уголком числитель на знаменатель:   

32

4
82

7832 2

3

23

+

−

−
−−+

−
x

x
xx
xxx

 

123
73

2

2

−
−

−
x

x
 

                                         5  . 
Следовательно,  

∫∫ =







−
++=

−
−−+ dx

x
xdx

x
xxx

4
532

4
7832

22

23
 

C
x
xxx +
+
−

++=
2
2ln

4
532 . 

7. ∫ ∫ ∫∫ =
+

+=
+
++

=
+
+

2
12

12
)12(

)12(2
)21(

25
2222

22

22

2

x

dx
x
dxdx

xx
xxdx

xx
x

 

Cx
x

++−= 2arctg
2
22

. 

8. ∫∫ +−=−−=− Cxxdxdxx )32sin(
2
1)32()32cos(

2
1)32cos( . 

9. ∫∫ +== Cxxxdxdxx
5

sinsinsincossin
5

44 . 

10. ∫∫ +=
+

=
+

Cx
x
xd

xx
dx arctg2

)(1
2

)1( 2 . 

11. ∫∫ =+−+=+ dxxxdxxx 99 )32()3)32((
2
1)32(  

∫ ∫∫ ∫ =++−++=+−+= )32()32(
4
3)32()32(

4
1)32(

2
3)32(

2
1 910910 xdxxdxdxxdxx

Cxx ++−+= 1011 )32(
40
3)32(

44
1

. 

Второе решение:  

∫∫ =−=

=

−=

=+

=+ dttt

dtdx

tx

tx

dxxx 99 )3(
4
1

2
1

)3(
2
1
32

)32(  
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CxxCttdttdtt ++−+=+−=−= ∫ ∫ 10111011910 )32(
40
3)32(

44
1

40
3

44
1

4
3

4
1

. 

12. C
xx

xd
xx

xdx
+

−
=

−
−

−=
− ∫∫ )ln1(2

1
)ln1(

)ln1(
2
1

)ln1(
ln

222

2

22 . 

Второе решение:  

∫∫ =+=−=

−=

=−

=−

=
−

C
tt

dt

dtdx
x
x

dtdx
x

x
tx

dx
xx

x
2
1

2
1

2
1ln

ln2
ln1

)ln1(
ln

2

2

22  

C
x
+

−
=

)ln1(2
1

2 . 

13. ∫ ∫∫ =
+
−+

=
+

=
=

−==+
=

++
dt

t
tdt

t
t

tdtdx
txtx

x
dx

1
112

1
2

2
3,3

31

2
 

CxxCtt +++−+=++−= )31ln(2321ln22 . 

14. ∫ ∫∫ =++−=
+
+

−=






 +

−
=

−=

==

−=

=
+

− Ct
t
td

t
t

dt

t
dtdx

t
ee

tx

e
dx tx
x 1ln

1
)1(

11
1

ln

1
ln  

Ce x ++−= − )1ln( . 
Второе решение:   

∫ ∫ ∫∫ =
+
+

−=
+

=
+

=
+ −

−

−

−

−

−

1
)1(

1)1(1 x

x

x

x

xx

x

x e
ed

e
dxe

ee
dxe

e
dx

 

Ce x ++−= − )1ln( . 

15. ∫ −<
−

1,
12

x
xx
dx

.  

Поскольку 
22

2
2 11

1

11
1







−









=







−

−=
−

x

x
d

x
x

dx
xx
dx

,  
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то  ∫ ∫ +=







−









=
−

C
x

x

x
d

xx
dx 1arcsin

11

1

1 22
. 

Легко показать, что при ∫ +−=
−

> C
xxx

dxx 1arcsin
1

1
2

. 

16. ∫∫ +
+

=
++

+
=

++
Cx

x
xd

xx
dx

5
2arctg

5
1

5)2(
)2(

94 22 . 

17. ∫∫∫ =
+−

−
=

+−
=

+−
2
5)1(

)1(
2
1

5)1(2742 222
x

xd
x

dx
xx

dx
 

Сx +







−= )1(

5
2arctg

10
1

. 

18. ∫ ∫ +
−

=
−−

−
=

−+
Cx

x
xd

xx
dx

19
2arcsin

)2(19
)2(

415 22
. 

19. ∫ ∫∫ =
+−

+
=

−−
=

−− 222
)1(

3
17

)1(
3

1

2
3

143
1

3614 x

xd

xx

dx
xx

dx
 

Cx
+

+
=

3
17

1arcsin
3

1
. 

20. −
++
++

=
++

−+
=

++
−

∫∫∫ 176
)176(

2
5

176

17)62(
2
5

176
25

2

2

22 xx
xxddx

xx

x
dx

xx
x

 

Cxxx
x

xd
+

+
−++=

++
+

− ∫ 22
3arctg

22
17)176ln(

2
5

8)3(
)3(17 2

2 . 

21. ∫∫∫ −
++
++

=
++

−−+
=

++
−

14
)14(

2
3

14

76)42(
2
3

14
73

2

2

22 xx
xxddx

xx

x
dx

xx
x

 

C
x
xxx

x
xd

+
++
−+

−++=
−+

+
− ∫ 32

32ln
32

1314ln
2
3

3)2(
)2(13 2

2 . 

22. ∫ ∫ =
++

+−+
=

++

+ dx
xx

x
dx

xx
x

1182

32)84(
4
1

182
3

22
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 14 

∫∫ =
++

+
+++++=

−

2
3)2(

)2(
2

1)1182()1182(
4
1

2

22
1

2

x

xdxxdxx  

Cxxxx ++++++++=
2
3)2(2ln

2
11182

2
1 22 . 

23. +−=
−==

==
=∫ xx

xvdvxdx

dxduxu
xdxx 2cos

2
1

2cos
2
1,2sin

,
2sin  

∫ ++−=+ Cxxxxdx 2sin
4
12cos

2
12cos

2
1

. 

24. ∫∫ =
−

−=
==

−
==

= dx
x

xxx
xvxdv

x
dxduxu

xdx
2

2

1
arcsin

,2
1

,arcsin
arcsin  

Cxxxxdxxx +−+=−−+= ∫
− 222

1
2 1arcsin)1()1(

2
1arcsin . 

25. =+−=
−==

==
= ∫∫ −−

−−
− dxexe

evdvdxe

dxduxu
dxxe xx

xx
x 33

33
3

3
1

3
1

3
1,

,
 

Cexe xx +−−= −− 33

9
1

3
1

. 

26. ∫∫ =
+

−=
==

+
==

= dx
x

xxx
xvxdxdv

x
dxduxu

xdxx 2

2
2

2

2

12
1arctg

2
1

2
1,

1
,arctg

arctg  

= Cxxdx
x

xxx ++−=
+

−+
− ∫ arctgx

2
1

2
1arctgx

21
11

2
1arctg

2
1 2

2

2
2 . 

27. =
==

+=++=
=++∫ xvdvxdx

dxxduxxu
xdxxx

2sin
2
1,2cos

)32(,53
2cos)53(

2

2  

=
−==

=+=
=+−++= ∫ xvxdxdv

dxduxu
xdxxxxx

2cos
2
1,2sin

2,32
2sin)32(

2
12sin)53(

2
1 2

=





 ++−−++= ∫ xdxxxxxx 2cos2cos)32(

2
1

2
12sin)53(

2
1 2  
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Cxxxxx +





 ++






 ++= 2cos

4
3

2
2sin

4
9

2
3

2
1 2 . 

28. =
==

⋅==
=∫

4
,

1ln2,ln
ln

4
3

2

23

xvdxxdv

dx
x

xduxu
xdxx  

−=
==

==
==−⋅= ∫ xx

xvdvdxx

x
dxduxu

xdxxxx 24
4

3

334 ln
4
1

4
,

,ln
ln

2
1ln

4
1

 

Cxxxxxdxxxx ++−=





 −− ∫ 442434

32
1ln

8
1ln

4
1

4
1ln

4
1

2
1

. 

29. +=
==

⋅==
== ∫ )cos(ln

,

)sin(ln),cos(ln
)cos(ln xx

xvdxdv
x

dxxduxu
dxxI  

−+=
==

⋅==
=+ ∫ )sin(ln)cos(ln

,

)cos(ln),sin(ln
)sin(ln xxxx

xvdxdv
x

dxxduxu
dxx  

∫− dxx)cos(ln . 

CxxxI ++= ))sin(ln)(cos(ln
2

. 

30. −=
==

==
== ∫ b

bxe
bx

b
vbxdxdv

dxaedueu
bxdxeI

ax
axax

ax sin
sin1,cos

,
cos  

−=
==

==
=− ∫ b

bxe
bx

b
vbxdv

dxaedueu
bxdxe

b
a ax

axax

ax sin
cos1,sin

,
sin  







 +−− ∫ bxdxe

b
abxe

bb
a axax coscos1

. 

bxe
b
a

b
bxe

b
aI ax

ax
cossin1 22

2
+=








+ . 

Ce
ba

bxabxbbxdxeI axax +
+
+

== ∫ 22
cossincos .   
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Дополнительные задачи 
 

1. Cxxxxxdx
x

xx
++−=

+−
∫ 4 312 54

4

3 2

3
4

17
24

5
412

. 

2. ∫ +−=
+

Cxxdx
x

x arctg
1 2

2
. 

3. Cx
x

dx
+−−=

−∫ 52
5
2

52
. 

4. ∫ +
+

−=
+

C
xx

xdx
)1(2

1
)1( 222 . 

5. ∫ +=
+ − Ce

ee
dx x

xx arctg . 

6. ∫ += C
x

dx
x

x
cos
2

cos
sin

3
. 

7. Cx
xxx

dx
+=∫ )ln(lnln

)ln(lnln
. 

8. ∫ ++−−=
−

+ Cxxdx
x

x arcsin513
1

53 2
2

. 

9. Cxxdxxx +
−

+
−

=−∫ 3
)5(10

5
)5(25

2
3

2
5

. 

10. Cxx
x

dx
+++−+=

++∫ )21ln(412
12

. 

11. Cx
xx

dx
+

−
=

+−∫ 7
34arctg

7
2

232 2 . 

12. ∫ +
+
−

−=
−−

C
x
x

xx
dx

33
13ln

4
1

321 2 . 

13. ∫ +
−

=
−+

Cx
xx

dx
5

34arcsin
2

1
223 2

. 

14. ∫ +
+

+++=
++

+ Cxxx
xx

dxx
3

12arctg
3

1)1ln(
2
1

1
)1( 2

2 . 

15. Cxxx
xx

xdx
+

−
+−+−=

−+
∫ 21

12arcsin
2
15

5
2

2
. 

16. ∫ +−+−







+−=+− Cxxxxxxxxdxxx 3

29
ln3

3
ln)32(

23
2

3
2 . 
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17. Cx
x

xdx
x
xx

+





 +−=∫ ctg

sin
5,0

sin
cos

23 . 

18. ∫ +
+

+
−+

=−+ Cxxxxxxdxxx 3sin
9

223cos
27

111893sin)12(
2

2 . 

19. Cxxxxxdxx +−−+=∫ 2arcsin12arcsinarcsin 222 . 
 

Занятие 4 
Интегрирование рациональных функций 

 
 Пример 1 

Представьте неправильную рациональную дробь в виде суммы многочле-
на и правильной рациональной дроби: 

 1. 
1

1)( 2

3

++
+

=
xx

xxf ; 

 2. 
73

8532)( 2

23

++
+−+

=
xx

xxxxf . 

  1. Разделим уголком числитель на знаменатель: 

1
11 2

23

3

−
++

++
+

−
x

xx
xxx

x
 

1
1

2

2

−−−
+−−

−
xx
xx

 

2   . 

Следовательно, 
1

21
1

1
22

3

++
+−=

++
+

xx
x

xx
x

. 

 2. Числитель неправильной рациональной дроби преобразуем так, чтобы 
в нем выделить слагаемое, кратное знаменателю и включающее старшую сте-
пень многочлена x : 

=
++

+−+−−++
=

++
+−+

=
73

853)7373(2
73

8532)( 2

22

2

23

xx
xxxxxx

xx
xxxxf  

=
++

+−−−++−
+=

++
+−−

+=
73

819)7373(32
73

81932 2

2

2

2

xx
xxxxx

xx
xxx  

73
291032 2 ++

+−
+−=

xx
xx .   
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 Пример  2 
С помощью элементарных преобразований разложите рациональную 

дробь  222 )1(
1
+xx

  на простейшие. 

   =
+

−
+

=
+
−+

=
+ 2222222

22

222 )1(
1

)1(
1

)1(
)1(

)1(
1

xxxxx
xx

xx
 

22222222

22

)1(
1

1
11

)1(
1

)1(
1

+
−

+
−=

+
−

+
−+

=
xxxxxx

xx
.   

 
 Пример 3  

Найдите ∫ +13x
dx

. 

  Поскольку )1()1(1 23 +−+=+ xxxx ,  

то  
1)1()1(

1
1

1
223 +−

+
+=

+−+
=

+ xx
CBx

x
A

xxxx
. 

Для нахождения значений CBA и,  используем метод неопределенных 
коэффициентов: 

1)()(,1)1)(()1( 22 =++−+++=++++− CAxACBxBAxCBxxxA . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях многочленов, по-

лучаем систему уравнений: 

.1
,0

,0

0

1

2

=+
=++−

=+

CA
CBA

BA

x
x
x

 

Отсюда  
3
2,

3
1,

3
1

=−== CBA . Таким образом, при 1−≠x  

∫ ∫∫∫ +
+−

−
−+=

+−
+−

+
+

=
+

dx
xx

xxdx
xx

x
x
dx

x
dx

1
12

6
11ln

3
1

1
2

3
1

13
1

1 223  

∫ +
−

++−−+=

+





 −







 −

+ Cxxxx
x

xd

3
12arctg

3
1)1ln(

6
11ln

3
1

4
3

2
1

2
1

2
1 2

2 .   

 
 Пример 4 

Найдите dx
xxx

xxx
∫ −−

−−−
2

233
23

24
. 
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  Разделив числитель на знаменатель, выделим целую часть неправиль-
ной рациональной дроби: 

1
2

2
233 23

234

24

+
−−

−−
−−−

−
x

xxx
xxx

xxx
 

xxx
xxx

2
23

23

23

−−
−−−

−  

2−− x   . 

Следовательно,   ∫ ∫∫ +−
+

−+=
−−

−−− dx
xxx

xdxxdx
xxx

xxx
)1)(2(

)2()1(
2

233
23

24
. 

Разлагаем оставшуюся правильную дробь на простейшие: 

12)1)(2(
2

+
+

−
+=

+−
+

x
D

x
B

x
A

xxx
x

. 

Значения DBA и,  можно найти методом неопределенных коэффициен-
тов. Но так как все корни знаменателя вещественные и простые, более удобным 
является метод частных значений: 

2)2()1()1)(2( +=−++++− xxDxxBxxxA . 
Подставляя поочередно в правую и левую часть значения  ,2,0 21 == xx  

13 −=x   (корни знаменателя), получим 
3
1,

3
2,1 ==−= DBA .    Таким образом,  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =
+

−
−

−++=
−−

−−−
13

1
23

2)1(
2

233
23

24

x
dx

x
dx

x
dxdxxdx

xxx
xxx

 

Cxxxxx
++−−−++= 1ln

3
12ln

3
2ln

2

2
.   

 
 Пример 5  

Найдите ∫ +++ )1)(1( 2 xxxx
dx

. 

  Имеем  ∫ ++
+

+
+

+=
+++ 11)1)(1( 22 xx

DCx
x

B
x
A

xxxx
dx

, 

1))(()1()1)(1( 222 =+++++++++ xxDCxxxBxxxxA .  
Здесь удобно первые два коэффициента BA и  получить методом част-

ных значений, а DC и  – методом неопределенных коэффициентов. Подставив 
поочередно 1и0 −== xx , получим 1,1 −== BA . Приравняв коэффициенты 
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при 23 и xx , получим систему   
02

0
2

3

=+++
=++
CDBA

CBA
x
x

, из которой находим 

1,0 −== DС . 
Таким образом,  

∫ ∫ ∫∫ −+−=
++

−
+

−=
+++

1lnln
11)1)(1( 22 xx

xx
dx

x
dx

x
dx

xxxx
dx

 

∫ +
+

−+−=

+





 +







 +

− Cxxx
x

xd

3
12arctg

3
21lnln

4
3

2
1

2
1

2 .   

 
 Пример 6  

Найдите ∫ −−+
+ dx

xxxx
x

2345

4 1
. 

   Разложим знаменатель дроби на множители: 
)1()1()1)(1()1( 22222322345 −+==−=−−+=−−+ xxxxxxxxxxxxxx . 

Следовательно,  
11)1(

1 1
2

1
22345

4

−
+

+
+

+
++=

−−+
+

x
D

x
B

x
B

x
A

x
A

xxxx
x

. 

Отсюда следует равенство многочленов +−+ )1()1( 2 xxA  
1)1()1)(1()1()1()1( 4222

1
22

1 +=++−++−+−++ xxDxxxxBxBxxxxA . 
Последовательно полагая  ,1и1,0 =−== xxx  получаем  ,1−=A  

,1−=B  
2
1

=D .  Продифференцировав равенство по x , выпишем слева лишь 

те слагаемые, которые не обращаются в нуль при 0=x : 

0
3

0
2

1
2 4))1()1()1()1)(1(2( == =−++++−+ xx xxxAxAxxA  

и при 1−=x :    

1
3

1
2

1
2 4))1()1(2( −=−= =−++− xx xxxABxxBx . 

Отсюда находим 
2
1и1 11 −== BA . 

Таким образом, заданная функция принимает вид 

1
2
1

1
2
1

)1(
1111

222345

4

−
+

+
−

+
−+−=

−−+
+

xxxxxxxxx
x

. 

Cxx
x

x
x

dx
xxxx

x
+−++−

+
++=

−−+
+

∫ 1ln
2
11ln

2
1

1
1ln11

2345

4
.    
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Пример 7  

 Найдите ∫ +++
++++ .
)1()32(

812114
22

234

xxx
xxxx

 

  Преобразуем подынтегральную функцию следующим образом: 

=
+++
−+++

=
+++

++++
)1()32(
1)32(

)1()32(
812114

22

222

22

234

xxx
xxx

xxx
xxxx

 

.
)32(

1
1

1
22 ++

−
+

+
=

xx
x

x
 

Следовательно,  

 ∫ ′++=
+++

++++ ,1ln
)1()32(

812114
122

234
Ixdx

xxx
xxxx

 

где .
)32(

1
221 ∫ ++

−
=′ dx

xx
xI  

 =
+
−

=
=
=+

=
++

−
=

++
−

=′ ∫∫∫ dt
t

t
dtdx

tx
dx

x
xdx

xx
xI 2222221 )2(

21
)2)1((

1
)32(

1
 

∫ ∫ ∫∫ −
+

−=
+

−
+
+

=
+

−
+

= ,2
)1(2

1
)2(

2
)2(

)2(
2
1

)2(
2

)2( 222222

2

2222 I
tt

dt
t

td
t

dt
t

tdt
 

где  ∫ +
= .

)2( 222 t
dtI  

 Для вычисления 2I  воспользуемся рекуррентным соотношением 

 .
)1(2

32
))(1(2 121222 −− −

−
+

+−
= kkk I

ka
k

atka
tI  

Так как ∫ +=
+

= ,arctg1
221 C

a
t

aat
dtI  

то в нашем случае ∫∫ =
+

+
+

⋅=
+

=
24

1
24

1
)2( 22222 t

dt
t

t
t

dtI  

.
2

arctg
24

1
24

1
2 Ct

t
t

++
+

+=  

 Таким образом, 

 .
2

arctg
22

1
)2(2)2(2

1
221 Ct

t
t

t
I +−

+
−

+
−=  

 Возвращаясь к переменной ,x  окончательно получим 

 −
++

+
−+=

+++
++++

∫ )32(2
21ln

)1()32(
812114

222

234

xx
xxdx

xxx
xxxx
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.
2
1arctg

22
1 Cx

+
+

−  

 Замечание.  ∫ + 22 )2(t
dt

 можно вычислить с помощью подстановки 

.tg2 zt =     
 

 Пример 8 

 Найдите .
)1( 100

2

∫ −x
dxx

 

   =
++

=
+

=
=
=−

=
− ∫∫∫ dt

t
ttdt

t
t

dtdx
tx

x
dxx

100

2

100

2

100

2 12)1(1
)1(

 

=+−−−=++= ∫ ∫∫ −−− C
ttt

dttdttdtt 999897
1009998

99
1

98
2

97
12    

.
)1(99

1
)1(98

1
)1(97

1
999897 C

xxx
+

−
−

−
−

−
−=     

 
Дополнительные задачи 

 

1. .
13∫ −x

xdx
 

 Ответ:  .
3

12arctg
3

1)1ln(
6
11ln

3
1 2 Cxxxx +

+
+++−−  

2. ∫ +−
+ .

65
1

23 dx
xxx

x
 

 Ответ:  .3ln
3
42ln

2
3ln

6
1 Cxxx +−+−−  

3. .
43

52
23 dx

xx
x

∫ +−
−

 

 Ответ:  .
1
2ln

9
7

)2(3
1 C

x
x

x
+

+
−

+
−

 

4. .
4

82295
3

23
dx

xx
xxx

∫ −
−−+

 

 Ответ:  .)2()2(ln5 342 Cxxxx +−++  

5. .
)1(

13
22

24
dx

xx
xx

∫ +
++
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Ответ:  .
)1(2

1ln 2 C
x

x +
+

−  

 
Занятие 5 

Интегрирование тригонометрических выражений 
 

Пример 1 

 Найдите .
5cossin2∫ +− xx

dx
 

  Применим универсальную подстановку :
2

tg tx
=  

=

+
−

=
+

=

+
==

=
+−∫

2

2

2

2

1
1cos,

1
2sin

1
2,arctg2

5cossin2
t
tx

t
tx

t
dtdxtx

xx
dx

 

∫∫∫ =
++

=
++

=
+








+

+
−

−
+

⋅
=

3
2

3
23

1
446

2
)1(5

1
1

1
22

2
22

2
2

2

2
tt

dt
tt

dt

t
t
t

t
t

dt
 

=+
+

⋅=









+






 +







 +

= ∫ C
t

t

td

3
5
3
1

arctg
5

3
3
1

3
5

3
1

3
1

3
1

22
.

5

1
2

tg3
arctg

5
1 C

x

+
+

   

 
 Пример 2  

 Найдите .
5cos3sin4∫ ++ xx

dx
 

   ∫ ∫ =
+








+

−
−

+
+

===
++

)1(5
1
13

1
24

2
2

tg
5cos3sin4 2

2

2

2 t
t
t

t
t

dttx
xx

dx
 

∫ ∫ +
+

−=+
+

−=++=
++

= − .
2

2
tg

1
2

1)2()2(
44

2
2 CxC

t
tdt

tt
dt

   

 
 Пример 3 

 Найдите .
coscos

sin
3

3
dx

xx
x

∫ ⋅
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   При вычислении интегралов ∫ xdxx nm cossin , если m  − нечетное по-
ложительное число, то применяется подстановка ,cos tx =  если же n  − нечет-
ное положительное число, то применяется подстановка .sin tx =  

 ===−=
⋅ ∫∫

− txxdxxxdx
xx

x cossincos)cos1(
coscos

sin 3
42

3

3
 

=++=+−=−−=
−−−

∫∫ ∫ Cttdttdttdttt 3
5

3
1

3
2

3
4

3
42

5
33)1(  

.coscos
5
3

cos
3 3 2

3 Cxx
x

++=  

 
 Пример 4 
 Найдите .cossin 54 xdxx∫  

   ∫ ∫ =+−=− xdxxxxdxxx sin)sinsin2(sincos)sin1(sin 864224  

.sin
9
1sin

7
2sin

5
1 975 Cxxx ++−=    

  
 Пример 5 
 Найдите .cossin 24 xdxx∫  

  Применив формулы понижения степени, получим 

∫∫ =⋅= dxxxxxdxx 2224 )cos(sinsincossin  

( )=−=⋅−= ∫ ∫∫ xdxxxdxxdxx 2cos2sin2sin
8
12sin)2cos1(

8
1 222  

.2sin
48
14sin

64
1

16
12sin2sin

16
1)4cos1(

16
1 32 Cxxxxxddxx +−−==−−= ∫∫  

 
Пример 6 

Найдите .
cossin3∫ xx

dx
 

  Функция 
xx

xxR
cossin

1)cos,(sin 3=  является четной по совокупно-

сти аргументов xsin  и xcos . Поэтому для ее интегрирования целесообразно 
применить подстановку :tg xt =  

=

+
=

+
=

==
==

⋅ ∫∫
2

2
2

2
43

1
sin,

1

arctg,tg

sin
tg

cossin
t

tx
t

dtdx

txxt

x
xdx

xx
dx
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∫ ∫ ∫∫ =+−=+=
+

=
+
+

= − C
t

tdtt
t
dtdt

t
tdt

tt
tt

2
3

3

2

24

22

2
1ln1

)1(
)1(

 

.
tg2
1tgln 2 C

x
x +−=  

 
Пример 7  
Найдите ∫ .tg7 xdx  

   ∫∫ =
+

=

+
=

==
= 2

7

2

7

1
1

arctg,tg
tg

t
dtt

t
dtdx

txtx
xdx  

=







+
−+−=

+
−++−−+

= ∫ ∫ dt
t

ttttdt
t

ttttttt
2

35
2

33557

11
 

.coslntg
2
1tg

4
1tg

6
11ln

2
1

2
1

4
1

6
1 2462246 CxxxxCtttt +++−=++−+−=    

 
 Пример 8  
 Найдите ∫ .ctg6 xdx  

   ∫∫ =
+

−=

+
−=

==
=

1
1

arcctg,ctg
ctg 2

6

2

6

t
dtt

t
dtdx

txtx
xdx  

∫ ∫ =







+
+−+−=

+
−++−−+

−= dt
t

ttdt
t

ttttt
1

11
1

11
2

24
2

22446
 

.ctgctg
3
1ctg

5
1arcctg

3
1

5
1 3535 CxxxxCtttt +−−+−=+−−+−=     

 
 Пример 9 
 Найдите ∫ .6cos2cos xdxx  

   ∫ ∫ =+= dxxxxdxx )8cos4(cos
2
16cos2cos  

.8sin
16
14sin

8
1 Cxx ++=     

 
 Пример 10 

 Найдите ∫ +
.

sin1 x
dx
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   Этот интеграл можно вычислить с помощью универсальной подста-

новки ,
2

tg tx
=  но проще произвести следующие преобразования: 

∫ ∫∫ +





 −−=







 −







 −

−=






 −+







 −

−=
+

.
24

tg

24
cos

24

2
cos1

2
sin1 2

Cx
x

xd

x

xd

x
dx π

π

π

π

π

    

 
Пример 11 

Найдите ∫ .
sincos

1
24 dx

xx
 

  ∫∫ ∫ +=
+

= dx
x
xdx

xx
xx

xx
dx

4

2

24

222

24 cos
sin

sincos
)cos(sin

sincos
 

∫ ∫ ∫ =+−+=++ Cxxxxd
x

dx
x

dx ctgtg2tgtg
sincos

2 2
22  

.ctgtg2tg
3
1 3 Cxxx +−+=     

 
Пример 12 

Найдите ∫ +
=

xbxa
xdxI

cossin
sin

1   и  .
cossin

cos
2 ∫ +
=

xbxa
xdxI  

  .121 ∫ +==+ CxdxbIaI  

∫ ∫ =
+
+

=
+
−

=+−
xbxa
xbxaddx

xbxa
xbxaaIbI

cossin
)cossin(

cossin
sincos

21  

.cossinln 2Cxbxa ++=  
Отсюда   

,
cossinln

221 C
ba

xbxabax
I +

+

+−
=     ,

cossinln
0222 C

ba
xbxaabx

I +
+

++
=  

где  C  и 0C  − линейные комбинации произвольных постоянных C  и .1C     
 

Дополнительные задачи 
 
 Найдите неопределенные интегралы. 

1. .
)sin2cos2(sin∫ −+ xxx

dx
 

Ответ:  .1
2

tgln3
2

tgln
3
5

2
tgln

3
1 Cxxx

+−−−+  
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2. .
cos

sin
3

5
dx

x
x

∫  

Ответ:  .cos
7
2cos

3
4

cos
2 73 Cxx

x
+−+  

3. .3sin4 xdx∫  

Ответ:  .12sin
96
16sin

12
1

8
3 Cxxx ++−  

4. ∫ −+
.

cos16cossin6sin 22 xxxx
dx

 

 Ответ:  .
8tg
2tgln

10
1 C

x
x

+
+
−

 

5. ∫ .12sin2cos xdxx  

 Ответ:  .14cos
28
110cos

20
1 Cxx +−−  

6. .
cos6∫ x

dx
 

Ответ:  .tg
5
1tg

3
2tg 53 Cxxx +++  

 
Занятие 6 

Интегрирование иррациональных выражений 
 
 Пример 1 

 Найдите .3∫ + xx
dx

 

   НОК (2, 3) = 6, поэтому делаем подстановку .6, 56 dttdxtx ==  

∫ ∫ ∫∫ =
+

−+
=

+
=

+
=

+
dt

t
tdt

t
t

tt
dtt

xx
dx

1
1)1(6

1
66

33

23

5

3  

=++−+−=
+

−+−= ∫ Cttttdt
t

tt 1ln6632)
1

11(6 232  

.1ln6632 663 Cxxxx ++−+−=    
 
 Пример 2 

 Найдите .
6 74 5

3
dx

xx
xx

∫
−

+
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 НОК (2, 3, 4, 6) = 12, поэтому делаем подстановку .12tx =  

∫ ∫∫ =
−
+

=
−
+

=
=

=
=

−

+ dt
t

ttdt
tt

ttt
dttdx

tx
dx

xx
xx

1
12)(12

12

, 3

1415

4611

11

12

6 74 5

3
 

∫ ∫ =
−

+++=
−

+−+−
= dt

t
ttdt

t
tt )

1
22(12

1
2)1()1(12 2

3
 

.1ln2424641ln242464 12126423 CxxxxCtttt +−+++=+−+++=    
 
 Пример 3  

 Найдите .
11

1
x

dx
x
x

−
⋅

−
+

∫  

   =
+

=

+
=−

+
=

+
−

=
−
+

=
=

−
⋅

−
+

∫∫ 1
2

1
21,

)1(
4

1
1,

1
1

11
1

2

2

222

2

2

t
dtt

t
x

t
tdtdx

t
tx

x
xt

x
dx

x
x

 

.
1
1arctg2

1
12arctg22

1
112 2

2
C

x
x

x
xCttdt

t
t

+
−
+

−
−
+

=+−=
+
−+

= ∫    

 
Пример 4  

 Найдите .
)2)(2(

1
3 5

dx
xx

∫
−+

  

  Подынтегральную функцию 
3 5)2)(2(

1
xx −+

 можно представить в 

виде .
2
2

)2(
1

3
2 x

x
x +

−
⋅

−
 Эта функция является рациональной относительно пе-

ременных x  и .
2
2

3
x
x

+
−

 В данном случае можно использовать замену 

.
2
2

3
x
xt

+
−

=  

=
+

=
−+

−=

+
−

=
+
−

=
=

+
−

⋅
−

=
−+

∫ ∫
3

3

23

2

3

3

3

3
23 5

4
1

2
1,

)1(
12

1
12,

2
2

2
2

)2(
1

)2)(2(
1

t
t

xt
dttdx

t
tx

x
xt

dx
x
x

xxx
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∫ ∫ +







−
+

=+=−=
+

⋅
+

−= .
2
2

8
3

8
3

4
3

)1(
12

)4(
)1(

3
2

2323

2

23

23
C

x
xC

tt
dt

t
dtt

t
tt    

 
Пример 5 

Найдите ∫
−

−− .
2

52
2

2
dx

xx
xx

 

  Интеграл ∫
++

dx
cbxax

xPn
2

)(
 можно найти по формуле 

∫∫
++

+++=
++

− .)()(
2

2
12 cbxax

dxcbxaxxQdx
cbxax

xP
n

n λ  

∫∫
−

+−+=
−

−− .
2

2)(
2

52
2

2
2

2

xx
dxxxBAxdx

xx
xx λ  

Для определения постоянных BA,  и  λ  дифференцируем обе части ра-

венства, затем умножаем его на :22 xx −  

;
22

1)(2
2

52
22

2
2

2

xxxx
xBAxxxA

xx
xx

−
+

−

−
++−=

−

−− λ
 

.
22

1)(2
2

52
22

2
2

2

xxxx
xBAxxxA

xx
xx

−
+

−

−
++−=

−

−− λ
 

).()3(2)1)(()2(52 222 BxABAxxBAxxxAxx −+−+=+−++−=−− λλ
 
 Сравнивая   коэффициенты  при  одинаковых  степенях,  получим:  ,1=A  

.3,2 −== λB  

 −−−+=
−

−−+=
−

−−
∫∫ 32)2(

2
32)2(

2
52 2

2
2

2

2
xxx

xx
dxxxx

xx
xx

 

.21ln332)2(
1)1(

)1(3 22
2

Cxxxxxx
x

xd
+−+−−−−+=

−−

−
− ∫    

 
Пример 6 

Найдите .
1)1( 2∫
−− xx

dx
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  Интегралы вида ∫
++− cbxaxx

dx
k 2)( α

 можно найти подстановкой 

.1
t

x =−α  

 

,
21212111

11

1)1(
2

2

2

2 ∫ ∫∫∫ −−
=

−−
−=

+
−

−
=

−=

=−
=

−− t
dt

tt
dtt

t
t

t

t
dt

dt
t

dx

t
x

xx
dx

 

так как .0
1

1
<

−
=

x
t  

 ∫ ∫ =+−−−=−−−−−=
−−

Cttdt
t

dt 2
1

2
1

)21()21()21(
2
1

21
 

.
1

1
1

21 C
x

xC
x

+
−
+

−=+
−

−−−=    

 
 Пример 7 

 Найдите ∫
−−

.
246 2

2
dx

xx
x

 

 Интегралы вида dxcbxaxxR ),( 2∫ ++  можно находить с помощью 
тригонометрических подстановок.    

∫ ∫∫ =
+−

=
+−

=
−−

dx
x

xdx
x

xdx
xx

x
2

2

2

2

2

2

)1(42
1

)1(28246
 

=
−−=

+
−=−=

≤<−==+
=

.23
2
1

4
)1(1cos1sin

)0(,sin2,cos21

2
2

2 xxx

ddxx

ϕϕ

πϕϕϕϕ
 

=−+−=
−−

= ∫∫∫ 2
cos22cos22

sin2
)sin2()1cos2(

2
1 2

2 ϕϕϕϕϕ
ϕ

ϕϕϕ ddd
 

∫ =+−+−=−++−= Cd )sin42sin3(
2
2

2
2sin22)2cos1(2 ϕϕϕϕϕϕϕ

.23)3(
4
2

2
1arccos

2
23 2 Cxxxx

+−−−+
+

=  

 Для данной подынтегральной функции применима также замена 
.sin21 ϕ=+x    
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 Пример 8  

 Найдите .0,
424

>
+

∫ x
xx
dx

 

   ∫∫ =
⋅⋅

=
<<

==
=

+ 2tg2cos
cos2

).
2

0(

cos
2,tg2

4 442

2

24 tt
tdt

t

dt
t

dxtx

xx
dx

π
 

∫∫ =
−

== td
t

tdt
t
t sin

sin
)sin1(

16
1

sin
cos

2
1

4

2

4

3

4  

.
16

4
48

)4(
sin16
1

sin48
1 2

3

32

3 C
x

x
x

xC
tt

+
+

+
+

−=++−=    

 
 Пример 9 

 Найдите .1
3 2

3
dx

x
x

∫
+

 

   ∫∫ 





 +=

+ − .11 2
1

3
1

3
2

3 2

3
dxxxdx

x
x

 

Это интеграл от дифференциального бинома. Здесь ,
3
1,

3
2

=−= nm  

,
2
1

=P 11
=

+
n

m
 − целое число. 

Имеем случай 2.  Применим подстановку ,1 23
1

tx =+  тогда .2tdtdx =  
Следовательно,  

.12261
2

3

3
1322

1
3

1
3

2
CxCtdttdxxx +






 +=+==






 +∫ ∫

−
   

 
Пример 10 

 Найдите ( )∫
−− + .1 3

532 dxxx  

 Здесь 21,
3
5,3,2 −=+

+
−==−= P

n
mPnm  − целое число. 

 Имеем случай 3. Применим подстановку .1 333 txx =+  Тогда  ,
1

1
3

3

−
=

t
x  

( ) ( ) .1,1,
1

1 3
4323

13
3

3
3 dtttdxtx

t
tx

−−
−−=−=

−
=+  
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 ( ) ( ) ( )∫ ∫ =−








−
−−=+

−
−

−− dttt
t

ttdxxx 3
422

3
5

3

3
3

233
532 1

1
11  

= .
)1(2

32
2

21
2

1
3 23

3

2

32

3

3
C

xx
xC

t
tCttdt

t
t

+
+

+
−=+

+
−=+−

−
=

−
∫

−

   

 
Дополнительные задачи 

 

1. Найдите .
)( 3

3

∫ + xxx
dxx

 

Ответ:  .
1

ln6 6

6
C

x
x

+
+

 

2. Найдите ∫ +
.

)1( 104 xx
dx

 

Ответ:  .
)1(9

4
)1(2

1
9484

C
xx

+
+

+
+

−  

3. Найдите .
)2(2

2
2

3∫ −
⋅

+
−

x
dx

x
x

 

Ответ:  .
2
2

8
3

3
2

C
x
x

+







−
+

 

4. Найдите ∫ >
−−−

.3,
12)1( 23

x
xxx

dx
 

Ответ: .
2

12arctg
24

1
)1(4

12 2

2

2
Cxx

x
xx

+
−−

+
−

−−
 

5. Найдите .
)52( 2

32
∫

+− xx

dx
 

Ответ: .
524

1
2

C
xx

x
+

+−

−
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Занятие 7 
Контрольная работа. Неопределенный интеграл 

 

Вариант 1 
 
 Найдите интегралы: 

1. ∫ − .)21( 443 dxxx  

Ответ:  .)21(
40
1 54 Cx +−−  

2. ∫ + .)52( 102 dxxx  

Ответ:  .)32(
88
25)52(

48
5)52(

104
1 111213 +++−+ xxx  

3. ∫ .ln dx
x
x

 

Ответ:  .4ln2 Cxxx +−  
4. .22 dxex x∫ −  

Ответ:  .)
2
1(

2
2

2
Cxxe x

+++−
−

 

5. .
1

82
2∫

−−

+ dx
xx

x
 

Ответ:  .
5

12arcsin712 2 Cxxx +
+

+−−−  

6. .
)3)(2)(1(

4 dx
xxx

x
∫ +++

+
 

Ответ:  .3ln
2
12ln21ln

3
2 Cxxx ++++−+  

7. ∫ +++
++ .

)1)(2(
32

2

2
dx

xxx
xx

 

Ответ: .
3

12arctg
3

12ln3)1ln(
2
1 2 Cxxxx +

+
+++++−  

8. .cossin 35 dxxx∫  

Ответ:  .)cos5cos1620(cos
80
3 423

4
Cxxx ++−−  

9. .
cossin2∫ − xx

dx
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Ответ:  .

2
tg52

2
tg52

ln
5

1 Cx

x

+
++

+−
 

10. .
1
1

∫ +
+ dx

x
x

 

Ответ:  .1ln42
2
1

3
12 2

1
2

3
Cxxxx ++−






 +−  

11. .)21( 2
323 dxxx −

+  

Ответ:  .
21

1
2
1

2

2
C

x
x

+
+

+
⋅  

 
Вариант 2 

 
Найдите интегралы: 
1. ∫ − .)31( 454 dxxx  

Ответ:  .)31(
75
1 55 Cx +−−  

2. ∫ − .)32( 92 dxxx  

Ответ:  .)32(
80
9)32(

44
3)32(

96
1 101112 Cxxx +−+−+−  

3. ∫ .ln
3 dx

x
x

 

Ответ:  .
4
9ln

2
3 3 23 2 Cxxx +−  

4. ∫ .2sin2 xdxx  

Ответ:  .2sin
2

2cos
4

12 2
Cxxxx

++
−

−  

5. .
86

43
2

dx
xx

x
∫

−+−

+
 

Ответ:  .)3arcsin(13863 2 Cxxx +−+−+−−  

6. .
)4)(2)(1(

622
dx

xxx
xx

∫ −−−
++

 

Ответ:  .4ln52ln71ln3 Cxxx +−+−−−  
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7. .
)52(

157
2 dx

xxx
x

∫ +−
−

 

Ответ:  .
2

1arctg252ln3
2

Cx
x

xx
+

−
+

+−
 

8. ∫ .
sin

cos
5

3
dx

x
x

 

Ответ:  .)sin27(sin
28
5 25

4
Cxx +−  

9. .
sin3cos4∫ + xx

dx
 

Ответ:  .

2
tg2

2
tg21

ln
5
1 Cx

x

+
−

+
 

10. ∫ +
+ .1 4

dx
xx
x

 

Ответ:  .arctg41ln24 44 Cxxx +−++  

11. .)1( 2
123 dxxx∫ +  

Ответ:  .
15

)23()1( 22
32

Cxx
+

−+
 

 
Занятие 8 

Определенный интеграл 
 

 Пример 1  

 Покажите, что функция Дирихле  






∈

∈
=

Q
Rx

Qx
xf

,0

,,1
)(  не интегрируема на 

отрезке [0; 1]. 
   Для любого разбиения отрезка [0; 1] на частичных отрезках можно вы-
брать только рациональные значения iξ . Тогда любая из интегральных сумм 
примет вид   

 .11)(
11

=∆⋅=∆= ∑∑
==

n

i
i

n

i
ii xxfS ξ  
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 В случае же выбора на частичных отрезках только иррациональных зна-
чений iξ  получим 

 .00)(
11

=∆⋅=∆= ∑∑
==

n

i
i

n

i
ii xxfS ξ  

Поэтому не существует предела интегральных сумм, а это значит, что 
функция Дирихле не интегрируема на отрезке [0; 1].   
 
 Пример 2 

Вычислите, исходя из определения, интеграл ∫
1

0
.xdx  

   По определению .lim
1

1

0 0 i

n

i xxdx ∆= ∑∫
=→ ξλ
ξ  

 Разобьем отрезок  [0; 1] на n  равных частей точками ).,...,1( ni
n
ixi ==  

Длина каждого частичного отрезка равна .1
n

xi =∆  В нашем случае ,1
n

=λ  

причем ,0→λ  при .∞→n  
 В качестве точек iξ  возьмем правые концы частичных отрезков: 

 ).,...,2,1(1 ni
n

xii ===ξ  

 Составим интегральную сумму:   

.
2

)1()...21(11
1

22∑
=

+
=+++=⋅=

n

i
n n

nnn
nnn

iS  

.
2
1

2
)1(limlim 2 =

+
=

∞→∞→ n
nnS

nn
λ

 

 Следовательно, .
2
11

0
∫ =xdx  

 Легко показать, что и при другом выборе точек iξ , например, если в каче-
стве iξ  взять левые концы частичных отрезков, то предел интегральной суммы 
будет тот же.  

 .
2
1

2
)1(lim)1...21(1lim11limlim 22

)0(

=
−

=−+++=⋅
−

=
∞→∞→∞→

→
∞→ n

nnn
nnn

iS
nnnn

n

λ

    

 
 Пример 3 

 Используя геометрический смысл интеграла, вычислите .16
4

0

2 dxxI ∫ −=  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 37 

   Линия 216 xy −=  есть верхняя половина окружности .1622 =+ yx  
Та часть линии, которая получается при изменении x  от 0 до 4, лежит в первой 
координатной четверти. Таким образом, мы имеем криволинейную трапецию, 
которая является четвертью круга. Поэтому  

 ∫ =⋅==−=
4

0

22 .416
4
1

4
116 πππRxI      

 
 Пример 4 
 

 Установите, какой из двух интегралов ∫∫
1

0

2
1

0
, dxxdxx  больше. 

  Так как 2xx >  при ,10 << x  следовательно, .
1

0

2
1

0
∫∫ > dxxdxx    

 Пример 5 

 Оцените интеграл ∫ +−=
3

0

2 .)52( dxxxI  

   Функция 522 +−= xxy  на отрезке [0; 3] принимает наименьшее зна-
чение при 1=x , равное 4, и наибольшее значение при 3=x , равное 8. Поэтому 

.2412),03(8)03(4 ≤≤−≤≤− II     
 

Пример 6 

 Оцените абсолютную величину интеграла .
1
cos20

10
6 dx

x
x

∫ +
 

  Так как при ,10
1
cos10 6

6
−≤

+
≥

x
xx  то  

.10)1020(10
1
cos 56

20

10
6

−− =−≤
+∫ dx

x
x

   

 
 Пример 7  
 Найдите среднее значение функции 1−= xy  на отрезке [−1; 2] и все 
точки, в которых эта функция достигает своего среднего значения. Дайте гео-
метрическую интерпретацию. 
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 .
2
31)(

2

1

2

1
∫ ∫
− −

==−= ABCDKASdxxdxxf  

 Так как ∫
−

=
+

=
2

1
,

2
3)(

12
1)( dxxff ξ  следовательно,  

.
2
3,

2
1,

2
1,

2
11 321 ==−==− xxxx  

 Площадь криволинейной трапеции равна площади прямоугольника 
AHNK.   
 
 Пример 8 

 Найдите производную от функции ∫
3

0
.arctg

x
tdt  

  Представим заданную функцию в виде сложной функции аргумента x:   

 ∫==
u

tdtuFxtu
0

3 .arctg)(,)(  

 Сложная функция ))(( tuF  является дифференцируемой, причем 

 .)())(( 3 dx
duuF

du
dtuF

dx
d

xu =
=  

Здесь ,arctgarctgarctg)( 3

0
333 xutdt

du
duF

du
d

xuxuxu

u

==∫=
===

 

.3 2x
dx
du

=  

 Таким образом, .arctg3arctg
3

0

32∫ ⋅=
x

xxtdt
dx
d

   

 
 

y 

x  −1 1x  2x  1 2 

1 B D 

K 

H 

A 
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 Пример 9 

 Найдите предел .
sin

lim 3
0

0

2

x

dxx
x

x

∫
→

 

   Очевидно, все условия, обеспечивающие законность применения пра-
вила Лопиталя выполняются. Поэтому 

 .
3
2

3
sin2lim

3

')(
'

sin

lim
sin

lim 202

2
2

0

03
0

0

22

==

⋅














=
→→→

∫∫

x
xx

x

xdxx

x

dxx

x

x
x

x

x

x

x
   

 
 Пример 10 

 Вычислите .
cos

4

0
2∫

π

x
dx

 

  Так как на рассматриваемом промежутке одной из первообразных для 

функции 
x

y 2cos
1

=  является функция ,tg xy =  то  

.10tg
4

tgtg
cos

0

4
4

0
2 =−==∫

π
ππ

x
x

dx
   

 
Пример 11 

Вычислите ∫ −
2

0
.51 dxx  

   Так как  

11 5 ,
51 5
15 1,
5

 − ≤− = 
 − ≥


x x
x

x x
, то по свойству аддитивности инте-

грала  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ −+−=−+−=−
2

0

5
1

0

2

5
1

5
1

0

5
1

0

2

5
1

55)15()51(51 xdxxdxdxdxxdxxdxx  

.
5
41

2
5

2
52

5
1

5

1

2

5

1

2
2

0

5

1
2

0

5

1

∫ =−+−=− xxxxdx    
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 Пример 12 

 Вычислите ∫
2

0

3 .sin
π

xdx  

   =+−=−−=∫ ∫
2

0 0

2
3

2

0 0

2
23 cos

3
1cos)(cos)cos1(sin

π ππ π

xxxdxxdx  

.
3
2

3
11 =−=     

 
 Пример 13 

 Вычислите ∫ −
1

0
.dxxe x  

   Положим  ., xdxedvxu −==  Тогда dxdu =  и .xev −−=  Функции 
xevxu −−== ,  и их производные являются непрерывными на отрезке [0; 1]. 

Можно применить формулу интегрирования определенного интеграла по частям. 

 ∫ ∫
−

=−−=+−= −−−−−
1

0 0

11
1

00

1
.2

e
eeedxexedxxe xxxx    

 
 Пример 14  

 Вычислите ∫ +
e

dxx
1

2 .)ln1(  

   Применим дважды формулу интегрирования по частям: 

 −+=
==

+
=+=

=+∫
1

2

1

2
2 )ln1(

,

)ln1(2,)ln1(
)ln1(

e
xx

xvdxdv

dx
x

xduxu
dxx

e

 

−+−+=
==

=+=
=+− ∫ 22

1

)1ln1()ln1(
,

,ln1
)ln1(2 ee

xvdxdv
x

dxduxu
dxx

e

 

.122)ln1(2
11

−=++− ∫ edxxx
ee

    

 
 Пример 15  

Вычислите  ∫ +

9

0
.

2 x
dx
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  Сделаем замену .2tx =  При .39приа,00 ==== txtx  Функция 
2tx =  непрерывна вместе со своей производной на отрезке [0; 3] изменения пе-

ременной ,t  причем значения 2tx =  при изменении t  от 0 до 3 не выходят за 
пределы отрезка [0; 3] изменения переменной .x  Поэтому  

∫ ∫ ∫ ∫∫ =
+

−=
+
−+

=
+

=
=

===
=

+

3

0

3

0

3

0

3

0

9

0

2

2
42

2
442

2
2

2
,

2 t
dtdtdt

t
t

t
tdt

tdtdx
ttxtx

x
dx

.
2
5ln46)2ln(42

0

3

0

3
−=+−= tt     

  
 Пример 16 

 Вычислите .
1

2
3

2
1 2∫

−
=

xx
dxI   

   Положим .sin tx =  Функция tsin  и ее производная tcos  являются не-
прерывными функциями. Новые пределы интегрирования α  и β  определяем 

из системы 










=

=

.
2
3sin

,
2
1sin

β

α
 

 Множеством всех ее решений является множество пар ),;( βα  

где kk ππα +−=
6

)1(  и .,,
3

)1( Ζ∈+−= mkmm ππβ  

 Возьмем из них, например, пару .
3

;
6







 ππ

 На отрезке 





3
;

6
ππ

 функция 

tx sin=  является монотонной. Следовательно, 
6
πα =  и 

3
πβ =  можно взять за 

новые пределы интегрирования. На отрезке 





3
;

6
ππ

 .coscossin1 2 ttt ==−   

Следовательно, имеем  

 .
3

32ln
2

tgln
sincossin

cos 3

6 6

3
3

6

+
=






==

⋅
= ∫∫

π

π π

ππ

π

t
t

dt
tt

tdtI  

 Можно взять некоторую другую пару, например .
3

2;
6

5






 ππ

 На этом от-

резке функция tx sin=  является возрастающей, а .coscossin1 2 ttt −==−  
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 Следовательно,  

 .
3

32ln
2

tgln
sin

3
2

6
5

6
5

3
2

+
=






−=−= ∫

π

π π

πt
t

dtI  

 В то же время на отрезке 







3
2;

6
ππ

 функция tx sin=  не является моно-

тонной. Поэтому 
6
πα =  и 

3
2πβ =  не могут быть новыми пределами интегри-

рования.   
 
 Пример 17 
 Функция )(xf  является четной и на отрезке [0; 1]  .21)( xxf +=  Вычис-

лите ∫
−

1

1
.)( dxxf  

   Для вычисления ∫
−

1

1
)( dxxf  нет необходимости находить аналитическое 

выражение функции на отрезке [−1; 0]. Ввиду четности функции,    

∫ ∫ ∫
−

=+=+==
1

1

1

0

1

0 0

12 .4)(2)21(2)(2)( xxdxxdxxfdxxf    

 
 Пример 18 

 Вычислите .)1ln(cos
2

2

2 dxxxx∫
−

++  

   Подынтегральная функция является непрерывной на отрезке [−2; 2]. 
Поэтому она является интегрируемой. Найдем :)( xf −  

 =
++

−+++
⋅=−+⋅−=−

xx
xxxxxxxxxf

2

22
2

1
)1)(1(lncos)1ln()cos()(  

).()1ln(cos)1ln(cos 212 xfxxxxxx −=++⋅−=++⋅= −  
 Подынтегральная функция является нечетной, поэтому  

∫
−

=++⋅
2

2

2 .0)1ln(cos dxxxx      

 
 Пример 19 

 Вычислите .2cos1
200

0
dxx∫ −

π
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   Поскольку xxx sin222cos1 2 ==− π  и функция xxf sin)( =  
имеет период ,π=T  то 

.2400cos2200sin22002cos1
00

200

0
=−=⋅=− ∫∫

πππ
xxdxdxx    

 
Занятия 9–10 

Геометрические и физические приложения определенных интегралов 
 
 Пример 1  
 Вычислите площадь фигуры, ограниченной кривыми 222 +−= xxy  и 

.42 2xxy −+=  
   Начертим графики функций и найдем абсциссы их точек пересечения: 

.4222 22 xxxx −+=+−  Решая это уравнение, получим 01 =x  и .32 =x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

Искомая площадь равна 

∫ ∫ =−=+−−−+=
3

0

3

0

222 )26())22()42(( dxxxdxxxxxS  

.9
3
23

0

332 =





 −= xx     

 
 Пример 2  
 Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 12 += xy  и 

.1=− yx  

   Решая систему уравнений ,
1
12





=−
+=

yx
xy

 находим М1(0; −1) и М2(3; 2). 

x  

y  
222 +−= xxy  

242 xxy −+=  
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 Нижняя граница фигуры на разных частях отрезка [−1; 3] задана различ-
ными функциями. Поэтому 

 ( ) =−−+++−−+= ∫∫
−

dxxxdxxxS
3

0

0

1

))1(1()1(1  

=







−−+++++= ∫∫

− 0

33

0

2
2

10

1

2
1

2
)1()1()1()1(2 xxxdxxdx  

.
2
9

2
)1(

3
2)1(

2
3
2

0

32
2

3

1

02
3

=







+−+++=

−
xxxx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Площадь этой фигуры можно найти проще, если принять y  за независи-
мую переменную, а x  за функцию. Тогда 

 .
2
9

32
2))1()1((

2

1 1

232
2∫

− −
=








−+=−−+=

yyydyyyS     

 
 Пример 3 
 Найдите площадь  фигуры,  ограниченной графиками функций ,sin xy =  

.2,0,cos π=== xxxy  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 −1 

−1 

1 

y 

x 
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 ∫ ∫∫ +−+−=−=
4

0

4
5

4

2

0
)cos(sin)sin(coscossin

π π

π

π
dxxxdxxxdxxxS  

+−−++=−+ ∫
π

π π

ππ2

4
5

4

4
5

0

4 )sincos()cos(sin)sin(cos xxxxdxxx  

+







++++








−+=++

2
2

2
2

2
2

2
21

2
2

2
2)cos(sin

4
5

2

π

π
xx  

.24
2
2

2
21 =








+++     

 
 Пример 4 

 Вычислите площадь фигуры, ограниченной эллипсом .12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
 Запишем параметрическое уравнение эллипса:  
 ).20(sin,cos π≤≤== ttbytax  
 Верхняя половина фигуры является криволинейной трапецией. При воз-
растании x от a−  до a  параметр t  убывает от π  до 0. Поэтому 

2
π  

π  
4

5π  

π2  x  

y 

4
π  

2
3π  

0 

a - a 

- b 

b 

y 
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 ∫ ∫ ∫
−

=−−=−=
=
=

==
a

a
dttabdttatb

tby
tax

ydxS
0 0

)2cos1()sin(sin2
sin
cos

2
π π

 

.
0

2
2sin abttab π

π
=






 −−=     

 
Пример 5 
Вычислите площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 

),sin( ttax −=   )20()cos1( π≤≤−= ttay  и осью .Ox  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 Фигура является криволинейной трапецией. При возрастании x  от 0 до 

aπ2  параметр t  возрастает от 0 до aπ2 . Поэтому  
 

( ) =+−=−⋅−=′⋅= ∫ ∫ ∫ dtttadttatadttxtyS
π π π2

0

2

0

2

0

22 coscos21)cos1()cos1()()(

∫ ∫ =





 +−=






 +

+−=
π π

π
2

0

2
2

0

22 .3
2

2coscos2
2
3

2
2cos1cos21 adtttadttta    

 
 Пример 6 
 Вычислите площадь фигуры, ограниченной кардиоидой ).cos1(2 ϕ+= ar  
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aπ2        x 

y 

0 

x 

y 
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 Фигура является криволинейным сектором, следовательно,  

 ∫ ∫ =+==
π π

ϕϕϕϕ
2

0

2

0

222 )cos1(4
2
1)(

2
1 dadrS  

∫ ∫ =





 +

++=++=
π π

ϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0

222

2
2cos1cos212)coscos21(2 dada  

.6
2
32

2

0

22 ∫ ==
π

πϕ ada     

 Пример 7  
 Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями  ,06 22 =+− yxx  

.3,
3

xyxy ==  

   Линия 06 22 =+− yxx ≈ 222 3)3( =+− yx  является окружностью. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 Площадь этой фигуры удобно вычислять, используя полярные координа-
ты. В полярной системе координат  .06 22 =+− yxx  

 
ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

=
=

∼ 0sincos6cos 2222 =+− ϕϕϕ rrr ∼ ;cos6 ϕ=r  

3
xy = ∼ xy 3;

6
==

πϕ ∼ .
3
πϕ =  

 Таким образом, 

 ∫ ∫ =





 +=+==

3

6

3

6 6

32 .
2
3

2
2sin9)2cos1(9cos36

2
1
π

π

π

π π

π

πϕϕϕϕϕϕ ddS    

 
 
 

x 

y 

3

x
y =  

xy 3=  

3 6 
0 
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 Пример 8 
 Найдите   объем  тела,   ограниченного   поверхностями    ,222 ayx =+  

).0(0,3 ≥== yzyz  
  Первый способ.  Рассмотрим сечение этого тела плоскостями .const=x  
В сечениях получаются прямоугольные треугольники с площадями  

).(
2
33

2
1)()(

2
1)( 222222 xaxaxaxzxyxS −=⋅⋅−=⋅=  

∫
−

=−=
a

a
adxxaV .

3
32)(

2
3 322  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Второй способ. Рассекая это же тело плоскостями const,=y  в сечениях 
получим прямоугольники с площадями 
 .32)()(2)( 22 yyayzyxyS ⋅−=⋅=  

 .
3

3232 3

0

22 adyyayV
a

=−= ∫     

 
 Пример 9 
 Найдите объем тела, полученного вращением области, заключенной меж-
ду линиями 2xy =  и xy =  вокруг оси абсцисс. 
    
 
 
 
 
 
 
 

y 

x 

z 

x 

y 

1 0 
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 Линии 2xy =  и xy =  пересекаются в точках с абсциссами 0 и 1. Объем 
данного тела вращения равен разности объемов двух тел, полученных вращени-
ем вокруг оси Ox  двух криволинейных трапеций, соответствующих функциям 

xy =  и 2xy = . Следовательно,  

 .
15
2

5353
)(

0

151

0 0

13
22

1

0

2 πππππππ =−=−=−= ∫∫
xxdxxdxxV     

 
 Пример 10 
 Найдите площадь поверхности, полученной вращением вокруг оси Ox  
фигуры, образованной линиями xy =  и xy = . 
    
 
      
 
     
 
 
 
 

 Площадь =





+⋅=′+⋅= ∫∫ dx

x
xdxxxS

21

0

2
1

0
1 2

112))((12 ππ  

).155(
6
1)41(

6
141

0

12
31

0
−=+=+= ∫ πππ xdxx  

 Площадь 2S  поверхности, образованной вращением отрезка прямой 
,xy =  равна  

 .222)(12
1

0

2
1

0
2 πππ ==′+⋅= ∫∫ dxxdxxxS  

 Таким образом, 

 .
6
12

6
55

21 π







−+=+= SSS     

  
Пример 11  

 Кривая линия задана уравнением xy sinln= . Найдите длину дуги AB  

этой кривой от 
3
π

=x  до .
2
π

=x  

x 

y 

1 0 
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  ===+=′+= ∫∫∫

3

22

3 3

2

2

22

3

2

2
tgln

sinsin
cos1)sin(ln1

π

π
π

π π

ππ

π

x
x

dxdx
x
xdxxL  

.3ln
2
1

6
tgln =−=
π

    

 
 Пример 12  

 Вычислите длину астроиды ).0(3
2

3
2

3
2

>=+ aayx  
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Очевидно, что функции )20(
sin

cos
3

3

π≤≤






=

=
t

tay

tax
 задают астроиду па-

раметрически. Ввиду симметрии,  =′+′= ∫ dttytxL
2

0

22 )()(4
π

 

=+−= ∫ dtttatta
2

0

2222 )cossin3()sincos3(4
π

 

.62cos32sin6)cos(sincossin94
2

0 0

2
2

0

22222 atatdtadttttta =−==+= ∫∫
π

π
π

   

 
 
 
 
 
 

x 

y 

a 

a 

−a 

−a 
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 Пример 13 
 Найдите длину кардиоиды ).20()cos1( πϕϕ ≤≤+= ar  
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ввиду симметрии, .))(()(2
0

22 ϕϕϕ
π

drrL ∫ ′+=  

=+=+++= ∫∫ ϕϕϕϕϕϕ
ππ

dadaaL
0

2

0

2222 )cos1(22sin)coscos21(2  

∫ ∫ ====
π π πϕϕϕϕϕ

0 0 0

22 .8
2

sin8
2

cos4
2

cos42 aadada     

 
 Пример 14 
 Тело движется прямолинейно со скоростью ).м/с(12 2ttv −=  Найдите 
длину пути, пройденного телом от начала движения до его остановки. 
   Найдем промежуток времени движения тела: ].12;0[,012 2 ∈=− ttt  

 .м288)46(144
3

6)12()(
0

1212

0

3
22 =−=








−=−= ∫

ttdttttS     

 
 Пример 15 
 Найдите величину давления воды на вертикальную стенку в форме полу-
круга, диаметр которого равен k  и находится на поверхности воды. 
    
 
 
 
 
 
 
 Согласно закону Паскаля, давление Ρ∆  жидкости на площадку ,S∆  по-
груженную на глубину ,h  равно .Ρ ρ∆ = ∆gh S  

x 

y 

x 

dx 

R x 

x 
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Дифференциал давления на выделенную элементарную площадку выра-
зим так:  2 22 .Ρ ρ= −d gx R x dx   Отсюда 

312 2 2 2 2 2 2 22 2

0 0 0

22 ( ) ( ) ( )
3

Ρ ρ ρ ρ= − = − − − = − − =∫ ∫
R R

Rgx R x dx g R x d R x g R x  

.
3
2 3gRρ=     

 
 Пример 16 
 Вычислите работу, которую нужно затратить, чтобы растянуть пружину 
на 10 см, если для удлинения ее на 1 см необходимо приложить силу 100 Н. 

  Согласно закону Гука, сила ,F  растягивающая пружину, равна .kxF =  
Так как ,01,0100 ⋅= k  получаем .104=k  Следовательно, искомая работа равна 

.Дж50
2

1010)(
0

1,01,0

0

2
44 =⋅=⋅== ∫∫

xxdxdxxFA
b

a

    

 
Пример 17 
Определите работу ,A  необходимую для запуска тела массой m  с по-

верхности Земли вертикально вверх на высоту .h  
   Обозначим через F  силу притяжения тела Землей. Согласно закону 

Ньютона, ,2
3

x
mmGF ⋅

=  где −x  расстояние от центра Земли. Полагая 

,3 kmGm =⋅  получаем ,,)( 2 RhxR
x
kxF +≤≤=  где R  − радиус Земли. 

 При ,)(, Ρ=== mgxFRx  т. е. 2 ,Ρ=k
R

 откуда 2Ρ=k R  и 
2

2( ) .Ρ
=

RF x
x

 

 Таким образом, 

 2 2
2

1( ) .ΡΡ Ρ
+ + +

= = = − ⋅ =
+∫ ∫

R h R h

R R

R hdx RhA F x dx R R
Rx x R h

    

 
Дополнительные задачи 

 

1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной параболами ,2 2yx −=  

.31 2yx −=  

Ответ: .
3
4

   

2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 
.2cos22 ϕar =  

Ответ:  .2a   
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3. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностью, полученной вра-

щением вокруг оси абсцисс дуги кривой линии  




≤≤+−
≤≤

=
.21,2

,10,2

xx
xxy  

Ответ:  .
15
8 π  

4. Вычислите длину первого витка винтовой линии ,sin,cos taytax ==  
).20( π≤≤= thtz  

Ответ:   .2 22 ha +π  
5. Скорость прямолинейного движения материальной точки 

ttev 01,0−= (м/с). Найдите путь, пройденный точкой от начала движения до 
полной остановки. 

Ответ:  104  м. 
6. Вычислите работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать 

жидкость из конического сосуда, обращенного вершиной вниз и имеющего ра-
диус основания R  и высоту .H  

Ответ:  .
12

22HgRπρ
 

 
Занятия 11−12 

Несобственные интегралы. Самостоятельная работа 
 
 Пример 1  
 Вычислите следующие несобственные интегралы первого рода или уста-
новите их расходимость, основываясь на определении этих интегралов: 

 а) ;
1

3∫
+∞

x
dx

 б) ;
1
2

1
2∫

+∞

+ x
xdx

 в) ;∫
+∞

∞−
dxex  г) .sin

0
∫
+∞

xdxx  

   а) ;
2
1

2
1

2
1lim

2
1limlim

1
212

3

1
3 =






 +−=−== ∫∫

+∞→+∞→

−

+∞→

∞+ A

A

A

AA Ax
dxx

x
dx

 

 б)  =+=
+
+

=
+

=
+ ∫∫

+∞→+∞→+∞→

∞+

0

2

0
2

2

2
1

2 )1ln(lim
1

)1(lim
1
2lim

1
2 AA

AAA
x

x
xd

x
xdx

x
xdx

 

.)0)1(ln(lim 2 +∞=−+=
+∞→

A
A

  Интеграл расходится; 

 в) ∫ ∫∫
∞−

+∞+∞

∞−
+=

0

0
.dxedxedxe xxx  
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 Для того чтобы ∫
+∞

∞−
dxex  сходился, необходимо и достаточно, чтобы сходи-

лись независимо один от другого оба несобственных интеграла ∫
∞−

0
dxex  и .

0
∫
+∞

dxex  

 ∫∫ =−===
−∞→−∞→−∞→∞−

0 00
.1)1(limlimlim

A

A

AA

x

A

x

A

x eedxedxe  

 ∫∫ +∞=−===
+∞→+∞→+∞→

∞ A
A

A

Ax

A

x

A

x eedxedxe
0 00

.)1(limlimlim  Интеграл расхо-

дится; 

 г) ∫ ∫∫ =−==
+∞→+∞→

+∞ A A

AA
xxdxdxxxdxx

0 00
)cos(limsinlimsin  

).sincos(limcos)cos(lim
00

AAAxdxxx
A

A

A

A
+−=+−= ∫

+∞→+∞→
 

 Поскольку предел полученного выражения при +∞→A  не существует, 
то рассматриваемый несобственный интеграл расходится.   
 
 Пример 2 
 Вычислите следующие несобственные интегралы с помощью обобщен-
ных формул Ньютона – Лейбница: 

 а) ;
)3(2

32∫
+∞

−x
xdx

  б) ;
522∫

+∞

∞− ++ xx
dx

 в) .
)1(

2

2∫
∞− + xx

dx
 

   а) функция 
32 )3(

)(
−

=
x

xxf  имеет первообразную на ];2[ ∞+  и ин-

тегрируема на любом конечном отрезке ].;2[ b  Тогда 

 ,)()2()()(
2 2
∫
∞+ ∞+

=−+∞= xFFFdxxf  

где )(xF  − любая первообразная. 

 ;
3

1)3()3(
2
1

)3( 2
22

32
32∫ ∫

−
−=−−=

−

−

x
xdx

x
xdx

 

2 2

1
(0 1) 1;3

∞
−

= − − =−x
 

 б) ;
2222

1
2

1arctg
2
1

4)1(
)1(

52 22
πππ

=





 +=

+
=

++
+

=
++ ∞−

∞+∞+

∞−

∞+

∞−
∫∫

x
x

xd
xx

dx
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 в) .
)1(

2

2∫
−

∞− + xx
dx

 

 Разложим дробь 
)1(

1
2 xx +

 на простейшие дроби: 

 .
1)1(

1
22 x

D
x
B

x
A

xx +
++=

+
 

.1)1()1( 2 =++++ DxxBxAx  
 Отсюда находим  А = –1, В = 1, D = 1.  
 Таким образом, 

 =





 ++−−=








+
++−=

+ ∞−

−−

∞−

−

∞−
∫∫

22

2

2

2 1ln1ln
1

111
)1(

x
x

xdx
xxxxx

dx
 

.2ln
2
111ln

2
−=







 −
+

=
∞−

−

xx
x

   

 
 Пример 3 
 Исследуйте на сходимость несобственные интегралы: 

 а) ∫
∞+

++1
2

2
;

32
sin dx

xx
x

 б) .
cos1

2∫
∞

+ xx
dx

 

   а) функция 
32

sin)( 2

2

++
=

xx
xxf  интегрируема на любом конечном про-

межутке ];1[];1[ ∞+⊂b . Так как ),2(1)(0 2 =≤≤ S
x

xf   то dx
xx
x

∫
∞+

++1
2

2

32
sin

 

является сходящимся;  
 б) )(xf  непрерывна и  

],;1[
2
1

2
1

1
1

cos
1

2 ∞+∈∀





 =≥

+
≥

+
xS

xxxx
  то ∫

∞

+1
2cos xx

dx
 являет-

ся расходящимся.   
 
 Пример 4  

Исследуйте на сходимость интегралы: 

 а) ∫
∞+

++

++

1
52

3 4
;

23
12 dx

xx
xx

 б) ∫
∞+

−+







−

2
3 9

2
4

;
23

1sin)72(
dx

xx
x

x
 

в) ∫
∞+

+

+

1
3 4

4
.

2
arctg1 dx

x
xx

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 56 

   а) 














++









++

=
++

++
−

−

5

2
1

2
5

3
4

3
1

3
4

52

3 4

21
3

3

112

23
12

x
xx

x
xx

xx
xx

∼ .,
3

1
6

7 +∞→x
x

 

∫
∞+

++

++

1
52

3 4

23
12 dx

xx
xx

 − сходится; 

 б) 
3 9

2
4

23

1sin)72(

−+







−

xx
x

x
∼ .,2

+∞→x
x

 

∫
∞+

−+







−

2
3 9

2
4

23

1sin)72(
dx

xx
x

x
 − расходится; 

 в) 
3 4

4

2
arctg1
+

+

x
xx
∼ .,1

2
2

2
13

3
4

4
1

+∞→⋅=
⋅

x
xx

x π
π

 

∫
∞+

+

+

1
3 4

4

2
arctg1 dx

x
xx

 − сходится.   

 
 Пример 5 

 Исследуйте сходимость интеграла .13sin5
1

2∫
+∞

+
− dx
xx

x
 

   
xxxx

x
+

≤
+

−
22

613sin5
∼ .,6

2 +∞→x
x

 

∫
+∞

+
−

1
2

13sin5 dx
xx

x
 − сходится абсолютно.    

 
 Пример 6  

 Докажите, что ∫
+∞

2

cos
π

dx
x

x
 сходится условно. 

   .sin2sinsin1sin1cos

2
2

2
2

222

dx
x

xdx
x

xx
x

xd
x

dx
x

x
∫∫∫∫
∞+∞+∞+∞+∞+

+−=+==
ππ

π
ππ π
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Так как ,1sin
22 xx

x
≤  то ∫

+∞

2
2

sin
π

dx
x

x
 сходится абсолютно, а значит 

∫
+∞

2

cos
π

dx
x

x
 является сходящимся. 

 Рассмотрим ∫
+∞

2

,
cos

π
dx

x
x

     .
2

2cos1coscos 2

x
x

x
x

x
x +

=≥  

 ∫ ∫ ∫ ∫
∞+ ∞+ ∞+ ∞+∞+

=+===
+

2 2 2 22

)2(
2

2cos
2
1ln

2
1

2
2cos

22
2cos1

π π π π
π xd

x
xxdx

x
x

x
dxdx

x
x

 

.cos
2
1

2
ln

2

∫
∞+∞+

+=
π

π dt
t

tx
 

 Так как ∫
+∞

π
dt

t
tcos

 сходится, а ,)ln( +∞=+∞  то ∫
+∞

2

cos

π
dx

x
x

 является рас-

ходящимся. Таким образом, ∫
+∞

2

cos
π

dx
x

x
 сходится условно.    

 Пример 7 

 Найдите .
52

.. 2∫
+∞

∞− ++ xx
dxPV  

   Ранее было установлено, что .
2522
π

=
++∫

+∞

∞− xx
dx

 Следовательно,  

.
25252

.. 22∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
=

++
=

++
π

xx
dx

xx
dxPV     

 
 Пример 8 

 Найдите .sh5.. 2 xdxxPV ∫
+∞

∞−
+  

   Функция xxxf sh5)( 2 +=  является нечетной и интегрируема на 

любом конечном отрезке. Поэтому .0sh5.. 2 =+∫
+∞

∞−
xdxxPV    
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 Пример 9 
 Исходя из определения, вычислите несобственные интегралы второго ро-
да или докажите их расходимость: 

 а) .
cos

 б);
ln

2

01
3 ∫∫

π

x
dx

xx
dxe

 

   а) подынтегральная функция 3 ln
1)(

xx
xf =  неограничена в окрестно-

сти точки   1=x .   На  любом  отрезке   ];1[ eε+    она  интегрируема.  Поэтому  

 .
2
3ln

2
3lim

ln
lim

ln1 1

3 2

1 0303∫ ∫ =







==

++ +→+→

e ee
x

xx
dx

xx
dx

εε εε
 

 б) ∫ ∫ =





 +==

−

+→

−

+→

2

0 0

2
0

2

00 42
tglnlim

cos
lim

cos
 
π

ε
π

ε

επ

ε

πx
x

dx
x

dx
 

.
22

tglnlim
0

+∞=





 −=

+→

επ
ε

 

 Следовательно, данный интеграл расходится.    
 
 Пример 10 

 Вычислите несобственный интеграл ∫
−

2

0
24 x

dx
 с помощью обобщенной 

формулы Ньютона – Лейбница. 

   Функция 
2

arcsin)( xxF =  является обобщенной первообразной для 

24
1)(

x
xf

−
=  на [0; 2]. Поэтому .

22
arcsin

4

2

0 0

2

2∫ ==
−

πx
x

dx
    

 
 Пример 11  
 Исследуйте на сходимость несобственные интегралы:  

 а) ∫ ∫∫
−

+

−−−−

3

1

2

1
3 4

2

3 5

2

1
2

;
16

1)в;
)2)(5(

)б;
56

dx
x

x
xx

dx
xx

dx
 

г) .
)1ln(

arcsin1

0
3

3
dx

x
x

∫
+
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 а) функция 
56

1
2 −− xx

 интегрируема на любом отрезке ].2;1(]2;[ ⊂ε  

При всех .
)1(

1
3

1
)1)(5(

1
56

10]2;1(
2

12
−

⋅≤
−−

=
−−

<∈
xxxxx

x  

 ∫
−

⋅
2

1 2
1

)1(

1
3

1 dx
x

 сходится, так как ,1
2
1
<=S  тогда в силу теоремы 

сравнения рассматриваемый несобственный интеграл тоже сходится; 
 б) особая точка .2=x  

 ∫ ∫ ∫
−−

+
−−

=
−−

3

1

2

1

3

2 3 53 53 5
.

)2)(5()2)(5()2)(5( xx
dx

xx
dx

xx
dx

 

 Для сходимости ∫
−−

3

1 3 5)2)(5( xx
dx

 необходимо и достаточно, чтобы схо-

дились независимо один от другого оба несобственных интеграла  

 ∫
−−

2

1 3 5)2)(5( xx
dx

 и .
)2)(5(

3

2 3 5∫
−− xx

dx
 

 Рассмотрим ∫
−−

2

1 3 5)2)(5( xx
dx

.  

Функция  
3

533 5
)2(

1
4

1
)2)(5(

1)(
−

⋅≥
−−

=
xxx

xf  для ].2;1(∈∀x  Так 

как dx
x

∫
−

⋅
2

1 3
53

)2(

1
4

1
 расходится ,1

3
5







 >=S  то и ∫

−−

3

1 3 5)2)(5( xx
dx

 тоже 

расходится; 

 в) 
3

133 2

2

3 4

2

)2(

1
24
1

16
1

xxx
x

x
x

−
⋅

+⋅+

+
=

−

+
∼ .2,

)2(

1
32
5

3
13 →

−
⋅ x

x
 

 На основании предельного признака сравнения ∫
−

+2

1
4

2

16
1

x
x

 сходится; 

 г) 
)1ln(

arcsin
3

3

x
x

+
∼ .0,1

6
7

2
3

3
1

+→= x
xx

x
 

 На основании предельного признака сходимости dx
x
x

∫
+

1

0
3

3

)1ln(
arcsin

 расхо-

дится.   
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 Пример 12 

 Найдите ...
4

2
∫
− x

dxPV  

   Особая точка .0=x  

 =







+=








+=

−

−

+→

−

−+→−
∫ ∫∫

ε

ε

ε

ε

εε

4

202

4

0

4

2
lnlnlimlim.. xx

x
dx

x
dx

x
dxPV  

.2ln)ln4ln2ln(lnlim
0

=−+−=
+→

εε
ε

    

 
Дополнительные задачи 

 
1. Исследуйте на сходимость несобственные интегралы: 

а) ∫
+∞

++++0
3

;
)4)(3)(2)(1( xxxx

dx
  б) ∫

∞+

+

+

1
5 3

7 2
;

3
32 dx

x
x

 

в) ∫
+∞

0

2 .)sin( dxx  

 Ответы:  а) сходится; б) расходится; в) сходится. 
2. Исследуйте на сходимость несобственные интегралы: 

а) ;
1

1

0
3

dx
x

ex

∫
−

 б) ;
sin

1

0
∫ − xx

dx
 в) .

1
)1ln(1

0
tg

5
dx

e
x

x∫ −
+

 

 Ответы:  а) сходится; б) расходится; в) сходится. 
3. Найдите главные значения несобственных интегралов: 

а) .
ln

)б;
1
1 2

2
1

2 ∫∫
∞

∞− +
+

xx
dxdx

x
x

 

 Ответы:  а) ;π   б) 0. 
 

Самостоятельная работа (1 час) 
 

Вариант 1 
 

 1. Вычислите ∫ ++

4

0
.

121 x
dx

 

 Ответ:  .2ln2 −  
 2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 6=xy  и  

.07 =−+ yx  

 Ответ:  .6ln6
2

35
−  
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3. Найдите объем тела, ограниченного поверхностями  ,1
4

2
2

2 =−+ zyx  

.2,0 == zz  

 Ответ:  .
3
28π  

 4. Пластина, имеющая форму равнобедренного треугольника с основани-
ем a  и высотой b , вертикально погружена в жидкость плотностью .ρ  Вершина 
треугольника находится на поверхности жидкости, основание − параллельно 
этой поверхности. Найдите силу давления жидкости на пластину. 

 Ответ:  .
3

2gcbρ
 

 5. Найдите работу, затрачиваемую на выкачивание жидкости из корыта, 
имеющего форму полуцилиндра, длина которого ,a  радиус .r  Плотность жид-
кости равна .ρ  
 Ответ:  .2garρ  

 6. Исследуйте сходимость интеграла ∫
∞

+

+

0
5 3

4 3
.

43
21 dx

x
x

 

 Ответ:  расходится. 

 7. Исследуйте сходимость интеграла .
sin

21

0
3 4

2
dx

x
xx

∫
+

 

 Ответ:  сходится. 
 

Вариант 2 
 

 1. Вычислите .1
9

1

3 dxxx∫ −  

 Ответ:  .
7

468
−  

 2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 1=xy  и 
.743 =+ yx  

 Ответ:   .
3
4ln

24
7
−  

3. Вычислите       объем      шарового     слоя,     вырезанного      из      шара  
16222 =++ zyx  плоскостями 2=x  и .3=x  

 Ответ:  .
3

29π  
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 4. Пластина в форме прямоугольного треугольника с катетами a  и b  
опущена вертикально в жидкость плотности ρ  так, что катеты находятся на 
поверхности жидкости. Найдите силу давления жидкости на пластину. 

 Ответ:  .
2

b
gabρ

 

 5. Вычислите работу, которую надо затратить при постройке пирамиды с 
квадратным основанием, если высота пирамиды ,H  сторона основания ,a  
плотность материала ρ . 

 Ответ:  .
12
1 2Hgaρ  

 6. Исследуйте сходимость интеграла ∫
∞

+

+

0
5 9

3 2
.

43
51 dx

x
x

 

 Ответ:  сходится. 

 7. Исследуйте сходимость интеграла .)1ln(1

0
3 75

5 3
dx

xx
x

∫
+

+
 

 Ответ:  расходится. 
 

 Занятие 13 
Основные понятия функции нескольких переменных. 

Частные производные, дифференциал 
 

 Пример 1 
 Найдите и изобразите область определения функции: 
 а) );2ln( yxz −=     б) ;sin xyz =     в) ;11 22 −+−= yxz  

г) ;1arccos
yx

z
+

=     д) ).1arccos(arcsin 2 y
y
xz −+=  

   а) область определения функции описывается неравенством ;2xy <  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

y 

x 

xy 2=  

2 

1 0 
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 б) областью определения  функции является множество точек, координа-
ты которых удовлетворяют неравенству .0sin ≥x  Это неравенство эквивалент-
но совокупности неравенств  .,2,1,0,22 ±±=+≤≤ kkxk πππ  ; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 в) 






≥

≤

;1

,1

y

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 г) 



−≤+

≥+
1

1
xy
xy

∼ 



−−≤

−≥
;1

,1
xy

xy
 

 
 
 
 
 
 
 

y 

π2−  π−  xπ3  ππ 2  0 

y 

x 

–1 

1 

–1 0 1 
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 д) 




≤≤−

≥<

.

,20
22 yxy

y
 

 Это криволинейный треугольник, ограниченный параболами ,2yx =  
2yx −=  и прямой ,2=y  исключая вершину ).0;0(O  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Пример 2 
 Найдите линии уровня функции:  
 а) ;22 yxz +=     б) ;22 yxz −=     в) );ln( 2 yxz +=     г) ;xyz =  

д) .)( 2yxz +=  
   Ответы:  а) концентрические окружности ;0,22 ≥=+ ccyx   б) се-
мейство равносторонних гипербол ;0,22 ≠=− ccyx  при 0=c  – пара прямых 

;xy ±=   в) параболы ;0,2 >−= cxcy   г) семейство равносторонних гипербол 
;0, >= ccxy  при 0=c  – оси координат;  д) параллельные прямые 

.0, ≥−= cxcy    

x 

y 

–1 

1 

–1 

0 1 x 

–4 4 

2 

y 
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 Пример 3 
 Найдите поверхности уровня следующих функций: 
 а) ;zyxu ++=    б) ;222 zyxu ++=    в) .222 zyxu −+=  
   Ответы:  а) плоскости ,czyx =++  параллельные плоскости 

;0=++ zyx   б) однополостные гиперболоиды  ;0,222 >=−+ cczyx  двух-
полостные гиперболоиды  при 0<c , конус при .0=c     
 
 Пример 4 

 Покажите, что следующие пределы:  а) ;2lim 22
0
0 yx

xy

y
x +
→
→

  б) 24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 – не 

существуют. 
   а) исследуем предел этой функции по различным направлениям в точке 
(0; 0): 

 .
1

22lim2lim 2222

2

0220 k
k

xkx
kx

yx
xy

x
kxy

x +
=

+
=

+ →
=
→

 

 Полученное значение зависит от k . Следовательно, указанный предел не 
существует; 
 б) поступим аналогичным способом: 

 .0limlim 224

3

024

2

0
=

+
=

+ →
=
→ xkx

kx
yx

yx
x

kxy
x

 

 В то же время  .
2
1limlim 44

4

024

2

0
2

=
+

=
+ →

=
→ xx

x
yx

yx
x

xy
x

 

 Таким образом, для рассмотренной функции существует один и тот же 
предел по любому направлению, а предел по указанной параболе хотя и суще-
ствует, но отличен от общего значения пределов по направлениям. Тем самым 
мы показали, что предел в точке (0; 0) не существует.    
 
 Пример 5 

 Вычислите следующие пределы:   а) ;sinsinlim
yx

yx

y
x −

−

→
→
π
π

   б) ;lim 44

22

yx
yx

y
x +

+

∞→
∞→

 

в) ;11lim

2

yx
x

ay
x x

+

→
∞→







 +  
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   а) ;1
2

coslim
2

2

2
cos

2
sin2

limsinsinlim −=
+

=
⋅

−

+
⋅

−

=
−
−

→
→

→
→

→
→

yx
yx

yxyx

yx
yx

y
x

y
x

y
x

π
π

π
π

π
π

 

 б) пусть ,0,0 ≠≠ yx  тогда 

.110 224

2

4

2

44

2

44

2

44

22

yxy
y

x
x

yx
y

yx
x

yx
yx

+=+≤
+

+
+

=
+
+

<  

 Поскольку ,011lim 22 =







+

∞→
∞→ yx

y
x

 то и ;0lim 44

22
=

+
+

∞→
∞→ yx

yx

y
x

 

 в) имеем .11lim11lim
lim

2

e
xx

yx
x

x

ay
x

yx
x

ay
x

ay
x

=





 +=






 +

+
⋅

→
∞→

+

→
∞→

→
∞→

    

 
 Пример 6 

 Исследуйте функцию 
x

yyxyz
2)ln( ++

=  на непрерывность. 

   Область определения частного двух функций есть пересечение обла-
стей определения делимого и делителя, из которого удалены точки, в которых 
делитель обращается в нуль. В данном случае область определения описывает-

ся системой неравенств  




>
>+

0
0

x
yxy

 ∼ 




>
>

.0
;0

y
x

    

 
 Пример 7 

 Исследуйте функцию 33 yx
yxz

+
+

=  на непрерывность. Найдите предел 

функции в точках разрыва. 
   Поскольку числитель и знаменатель – непрерывные функции, то функ-
ция имеет разрыв  лишь в точках, где знаменатель  33 yx +   обращается в нуль, 
т. е. на прямой .xy −=  
 Пусть ,0,0,0 0000 =+≠≠ yxyx   тогда 

 .1
))((

limlim 2
000

2
0

2233

0

0

0

0 yyxxyxyxyx
yx

yx
yx

yy
xx

yy
xx +−

=
+−+

+
=

+
+

→
→

→
→
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 Значит, точки прямой )0(, ≠−= xxy  – точки устранимого разрыва 

функции .z  Из соотношения +∞=
+−

=
+
+

→
→

→
→ 2

000
2
0

33
1limlim

0

0

0

0 yyxxyx
yx

yy
xx

yy
xx

 следует, 

что точка О(0; 0) – точка бесконечного разрыва.    
 
 Пример 8 

 Пользуясь определением частных производных, найдите 
x
z
∂
∂

 и 
y
z
∂
∂

, если 

.2xyz =  

   =
∆

−∆+
=

∆
−∆+

=
∂
∂

→∆→∆ x
xyyxx

x
yxzyxxz

x
z

xx

22

00

)(lim);();(lim  

;)(lim 2
2

0
y

x
xxxy

x
=

∆
−∆+

=
→∆

 

 =
∆

−∆+
=

∆
−∆+

=
∂
∂

→∆→∆ y
xyyyx

y
yxzyyxz

y
z

yy

22

00

)(lim);();(lim  

.2)2(lim
422

0
xy

y
yyyyyx

y
=

∆
−∆+∆⋅+

=
→∆

    

 
 Пример 9 
 Найдите частные производные следующих функций:   

а) ;3 3232 yxyxz ++=     б) ;
1

arctg 2x
yz
+

=     в) ;z
y

y
x

eeu −
+=  

г) ;)2tg( y
x

eyxz ⋅+=     д) . =  
 

zyu
x

 

   а) ;93,62 2223 yxy
y
zxyx

x
z

+=
∂
∂

+=
∂
∂

 

б) ,
12

22)1)(1(

)1(
1

1
224

22

22

2 yxx
xyxxy

x
yx

z
+++

−
=⋅+−⋅

+
+

=
∂
∂ −  

;
12
1

1
1

)1(
1

1
224

2

2

22

2 yxx
x

x
x

yy
z

+++
+

=
+

⋅

+
+

=
∂
∂

 

 в) ;,1,1
22 z
ye

z
u

z
e

y
xe

y
u

y
e

x
u z

y
z

y
y

x
y

x
⋅=

∂
∂







−+⋅−=

∂
∂

⋅=
∂
∂ −−
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 г) ,1)2tg(
)2(cos

1
2 y

eyxe
yxx

z y
x

y
x

⋅⋅++⋅
+

=
∂
∂

 

( ) ;2tg2
)2(cos

1
22 







−⋅⋅++⋅

+
=

∂
∂

y
xeyxe

yxy
z y

x
y

x
 

 д) .ln,1,
1

2

1







⋅






=

∂
∂

⋅





⋅=

∂
∂







−⋅






⋅=

∂
∂ −−

x
y

x
y

x
u

xx
yz

y
u

x
y

x
yz

x
u zzz

    

 
 Пример 10 
 Найдите полные дифференциалы следующих функций: 

 а) ).sin(cosб);tgln yxyez
x
yz x +==  

   а) найдем частные производные:  

 ,2sin

2

cos

1

tg

1
222

x
yx

y
x
y

x
y

x
yx

z
−=






−⋅⋅=

∂
∂

 

.2sin

21

cos

1

tg

1
2

x
yxx

x
y

x
yy

z
=⋅⋅=

∂
∂

 

Следовательно,  

 ;2sin

2






 −=

∂
∂

+
∂
∂

= dx
x
ydy

x
yx

dy
y
zdx

x
zd  

 

б) ),cossin(,sin)sin(cos yxye
y
zyeyxye

x
z xxx +−=

∂
∂

++=
∂
∂

 

.)sincos(sin)sincos( dxyxyydyyyxedz x +++−=     
 

Дополнительные задачи 
 

1. Определите область определения функций: 
а) .)sin(б); 22 yxzyxyxz +=−++=  
Ответы:  а) замкнутый угол, ограниченный лучами 0, ≥= xxy  и 

;0, ≥−= xxy   б) семейство концентрических колец )12(2 22 +≤+≤ kyxk ππ  
...).,2,1,0( =k  

 2. Найдите множество значений функции .3222 22 −−++−= yxyxyxz  
 Ответ:  ).;4[ ∞+−  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 69 

 3. Вычислите  ( ) .coslim
22

1
22

0
0

yx

y
x

yx +
−

→
→

+  

 Ответ:  .e  
 4. Найдите частные производные функций:  

 а) ).sin(cosб);)(
2 yxyef

y
yxxf x +=

−
=  

 Ответ:  а) .2б);2
3

2

2 y
xxy

y
f

y
yx

x
f −

=
∂
∂−

=
∂
∂

 

 5. Найдите дифференциал функции  2arctg
z
xyf =  в  точке М(3; 2; 1). 

 Ответ:  .
37

1232 dzdydx −+
 

 
Занятие 14 

Применение дифференциала. Производная сложной функции.  
Производная по направлению 

 
 Пример 1 
 Предполагая, что x  и y малы по абсолютной величине, выведите формулу 
 .1)1()1( nymxyx nm ++≈+⋅+  
   Рассмотрим функцию .)1()1( nm yxz +⋅+=  При 000 == yx  имеем 

.10 =z  Находим полный дифференциал функции nm yxz )1()1( +⋅+=  в любой 
точке: 
 .)1()1()1()1( 11 yxynxyxmdz nnm ∆+++∆+⋅+= −−  
 Так как ,,,10 yyyyxxxxz =−=∆=−=∆=  окончательно получаем 

 .1)1()1(
0
00 nymxdzzyx

y
x

nm ++≈+≈+⋅+
=
=    

 
 Пример 2 
 Заменив приращение функции дифференциалом, приближенно вычислите 

.97,102,1 33 +   
При 0,0 00 == yx  имеем .30 =z  Находим полный дифференциал функции  

 ++⋅+++=
∂
∂

+
∂
∂

=
− dxxyxdy

y
zdx

x
zdz 22

133 )1(3))2()1((
2
1
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.)2(3))2()1((
2
1 22

133 dyyyx +⋅++++
−

 

 В нашем случае .03,0,02,0,3,0,0 000 −==∆==∆=== dyydxxzyx  

 Таким образом, .95,206,001,032
2

97,102,1 0
33 =−+=∆−

∆
+≈+ yxz   

 
 Пример 3 
 Закрытый ящик, имеющий наружные размеры 10=x см, 8=y см, =z 6 см, 
сделан из фанеры толщиной 0,2 см. Определите приближенно объем затрачен-
ного на ящик материала. 
   Найдем объем ящика .xyzV =  Объем затраченного на ящик материала 
приближенно равен .dV  

 .xydzxzdyyzdxdz
z
Vdy

y
Vdx

x
VdV ++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

 Так как ,4,0−=== dzdydx  окончательно получим 
 .754,08104,06104,068 −≈⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−=dV  
 Таким  образом,  внутренний объем ящика меньше внешнего объема на   
75 см3,  т. е.  объем   затраченного   на ящик   материала   приближенно   равен  
75 см3.  
 
 Пример 4  

 Найдите ,
dt
dz

 если ,
y
xz =   

где .ln, tyex t ==  

   =⋅−=⋅−=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
tt

ee
tty

xe
ydt

dy
y
z

dt
dx

x
z

dt
dz t

tt 1
lnln

111
22  

.
ln

)1ln(
2 tt
ttet −

=     

 
 Пример 5 

 Найдите ,
dt
du

 если ,xyzu =   

где .tg,ln,12 tztytx ==+=  

   =⋅+⋅+⋅=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
t

xy
t

xztyz
dt
dz

z
u

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du

2cos
112  

.
cos

ln)1(tg)1(tgln2 2

22

t
tt

t
ttttt +
+

+
+⋅=     
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 Пример 6 

 Найдите 
x
z
∂
∂

 и 
dx
dz

, если .,arctg 2xy
x
yz ==  

   ;
1

1
222

2

2 yx
y

x
y

x
yx

z
+

−=





−⋅

+
=

∂
∂

 

.
1

122

1

1
242

2

42

2

2

222 xxx
x

xx
x

x
x

x
yyx

y
dx
dy

y
z

x
z

dx
dz

+
=

+
+

+
−=⋅

+
+

+
−=⋅

∂
∂

+
∂
∂

=     

 
 Пример 7 

 Найдите 
ξ∂
∂u

 и 
η∂
∂u

, если ),ln( 22 yxu +=  

где .,
η
ξξη == yx  

   =⋅
+

+⋅
+

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

η
η

ξξξ
122

2222 yx
y

yx
xy

y
ux

x
uu

 

;2221
2

2
242

4

2

2
22

2

2
22

2

ξξηξ
ξξη

η
η
ξηξ

η
ξ

η
ξηξ

ξη
=

+
+

=⋅
+

+
+

=  

 =







−⋅

+
+⋅

+
=

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

22222
22

η
ξξ

ηηη yx
y

yx
xy

y
ux

x
uu

 

.
)1(
)1(2

2
2

4

4

2

2
22

2

2

2

2
22

2

+
−

=
+

−
+

=
ηη
η

η
ξηξ

η
ξ

η
ξηξ

ηξ
    

 
 Пример 8 

Покажите, что функция )( 22 yxyz −= ϕ  удовлетворяет уравнению  

 .11
2y

z
y
z

yx
z

x
=

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅  

   Пусть tyx =− 22  является промежуточным аргументом, тогда 
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).2)(()(,2)( ytyt
y
zxty

x
z

−′⋅+=
∂
∂

⋅′=
∂
∂ ϕϕϕ  

 Подставляя частные производные в левую часть уравнения будем иметь 

=′−+⋅′=
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅ ))(2)((12)(111 2 tyt

y
xty

xy
z

yx
z

x
ϕϕϕ  

.)()(2)(1)(2 22 y
z

y
tytyt

y
ty ==′−+′=

ϕϕϕϕ     

 
 Пример 9 
 Найдите производную функции yzxu 2=  в точке )1;3;2(0 −M  по 
направлению .1234 kjil +−=  
   Находим частные производные функции u  в точке М0: 

 .12;4;122
0

2

00

2

000
−==

∂
∂

==
∂
∂

−==
∂
∂

MMMMMM
yx

z
uzx

y
uxyz

x
u

 

 Определим направляющие косинусы вектора  :e  

 .
13
12cos;

13
3cos;

13
4

1234
4cos

222
=−==

++
= γβα  

.
13
915

13
12)12(

13
34

13
412

0
−=⋅−+






−+⋅−=

∂
∂

Ml
u

    

 
 Пример 10 
 Найдите производную функции )ln( xzyzxyu ++=  в точке М0(0; 1; 1) по 

направлению окружности 








=
=
=

.1
,sin
,cos

z
ty
tx

 

  Запишем векторное уравнение окружности  .sincos)( kjtittr ++=  
Найдем вектор r , касательный к ней в любой точке М. 

.0cossin kjtit
dt

rd
++−==τ  

 Точке  М0(0; 1; 1) соответствует значение параметра .
2
π

=t  Тогда 

.
2

cos
2

sin
0

iji
M

−=+−=
ππτ   

Отсюда следует, что направляющие косинусы касательной к окружности 
в точке М0   равны .0cos,0cos,1cos ==−= γβα  
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 Найдем значения частных производных в точке М0: 

,2
00
=

++
+

=
∂
∂

MM xzyzxy
zy

x
u

    ,1
00
=

++
+

=
∂
∂

MM xzyzxy
zx

y
u

  

,1
00
=

++
+

=
∂
∂

MM xzyzxy
xy

z
u

    .20101)1(2
0

−=⋅+⋅+−⋅=
∂
∂

Me
u

    

 
 Пример 11 
 Определите угол между градиентами функции 222 zyxu ++=  в точках 

)0;0;(aA  и ).0(),0;;0( ≠abbB  
  Имеем 

 ).0;0;2()(;)(;)()(grad a
z
Au

y
Au

x
AuAu =








∂

∂
∂

∂
∂

∂
=  

( ) ( ) ( )grad ( ) ; ; (0; 2 ; 0). ∂ ∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂ 

u B u B u Bu B b
x y z

 

 Так как скалярное произведение этих ненулевых векторов равно нулю, 

получаем, что 0cos =ϕ  т. е.  .
2
πϕ =     

 
 Пример 12 
 Найдите в точке М0(2; 1) наибольшую скорость роста функции  

.2 32 yyxz −=  
   Поскольку функция дифференцируема в точке М0, то наибольшая ско-
рость ее роста в этой точке равна модулю ее градиента в этой точке. Находим 
градиент данной функции в произвольной точке:  
 ).6;2(grad 22 yxxyz −=  
 Выпишем значение градиента в заданной точке М0(2; 1):   
 grad (2;1) (4; 2).= −z  
 Находим искомую скорость:  

.52)2(4)1;2(grad 22 =−+=z     
 

Дополнительные задачи 
 
 1. Заменив приращение функции дифференциалом, приближенно вычис-
лите (1,02)3⋅0,973. 
 Ответ:  0,97. 
 2. Найдите полный дифференциал функции  ,22 yxz −=  
где  .sin,cos vuyvux ==  
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 Ответ:  ).2sin2(cos2 vdvuvduudz −=  

 3. Покажите, что функция  )( 22 yxz +=ϕ  удовлетворяет уравнению  

.0=
∂
∂

−
∂
∂

y
zx

x
zy  

 4. Найдите угол между градиентами функций 1f  и 2f  в точке М, если  

.0),;(,2, 00
22

2

2

1 ≠+== xyxMyxf
x
yf  

 Ответ:  .
2
πϕ =  

 
Занятие 15 

Касательная плоскость и нормаль. 
Производные и дифференциалы высших порядков 

 
 
 Пример 1  

Найдите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

2

22 yxz −
=  в точке М0(3; 1; 4). 

   Поверхность S  запишем в виде .0
2

);;(
22

=−
−

= zyxzyxF  Построим 

плоскость, проходящую через точку М0(3; 1; 4) и имеющую нормальный вектор 
)4;1;3(grad F :  

=⋅−−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kjyixk
z
Fj

y
Fi

x
FF

MMMMM
1)4;1;3(grad

00000
 

.3 kji −−=  
Запишем уравнение касательной плоскости 

.043,0)4()1()3(3 =−−−=−−−−− zyxzyx  
 Запишем уравнение нормали 

 .
1
4

1
1

3
3

−
−

=
−
−

=
− zyx

    

 
 Пример 2 
 Найдите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

0)ln( =+ zexy  в точке М0(0; 4; 0). 
   Найдем нормальный вектор плоскости в точке М0(0; 4; 0): 
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 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
z
Fj

y
Fi

x
FF

MMM 000
)0;4;0(grad  

.04111
000

kjik
ze

jxe
ze

iye
ze MxyM

xy
xyM

xy
xy ++=

+
+⋅

+
+






 ⋅

+
=  

 Уравнение касательной плоскости 
 .04,0)0(1)4(0)0(4 =+=−+−+− zxzyx  
 Уравнение нормали 

 .
10

4
4

zyx
=

−
=     

 
 Пример 3 

 Найдите точку на поверхности  ,
42

22 yxz +=  нормаль в которой парал-

лельна прямой 
1

1
12

2 +
=

−
=

− zyx
, и запишите уравнение касательной плоско-

сти к поверхности в этой точке. 
   Направляющий вектор нормали к поверхности в произвольной точке 

);;( zyx  имеет вид:  .1;
2

;1;
42

;
42

'22'22







 −=













−








+








+

yxyxyx

yx

 

 По условию  нормаль в искомой точке параллельна заданной прямой. За-
писывая критерий коллинеарности двух векторов, получаем соотношения 

.
1
1

1
2

1
−

=
−

=
y

x
 Из этих соотношений находим координаты точки М0, в которой 

нормаль параллельна заданной прямой:  .
2
3

42
,2,1

22
=+==−=

yxzyx  

 Запишем уравнение касательной плоскости 

,0
2
3)2()1( =





 −+−−+ zyx   или  .03222 =++− zyx     

 
Пример 4 

 Найдите частные производные второго порядка функции .
2yxz =  

   Сначала находим частные производные первого порядка: 

 .2ln;
22

2 1 yxx
y
zxy

x
z yy ⋅=

∂
∂

⋅=
∂
∂ −  

 Вычисляя частные производные от частных производных первого поряд-
ка, получаем частные производные второго порядка данной функции: 
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 ;)1( 222
2

2
2 −−⋅=

∂
∂ yxyy
x

z
 

);ln1(22ln2 21121
2

222

xyyxyxxyyx
yx
z yyy +=⋅+=
∂∂

∂ −−−  

);ln1(212ln2 211
2

2222

xyyx
x

yxxxy
xy
z yyyy +=⋅+⋅=
∂∂

∂ −−  

).ln21(ln2ln22ln2ln 2
2

2
222

xyxxxxyxyxx
y

z yyy +=+⋅⋅⋅=
∂
∂

    

 

Замечание. Так как 
yx
z
∂∂

∂2
 и 

xy
z
∂∂

∂2
 являются непрерывными функциями, то 

они равны.   
 
 Пример 5 

 Покажите, что функция 
x
yz arctg=  удовлетворяет уравнению Лапласа 

.02

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

 

   ;
1

1
222

2

2 yx
y

x
y

x
yx

z
+
−

=





−

+
=

∂
∂

     ;
)(

2
2222

2

yx
yx

x
z

+
=

∂
∂

 

;1

1

1
22

2

2 yx
x

x
x
yy

z
+

=⋅
+

=
∂
∂

     ;
)(

22)( 222
222

2

2

yx
xyyyxx

y
z

+
−=⋅+−=

∂
∂ −  

;02

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

    

 
 Пример 6 
 Покажите, что функция  )()( txtxu αψαϕ ++−=  удовлетворяет уравне-

нию .2

2
2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ α  

   Введем обозначения: ., ηαξα =+=− txtx  

 Тогда  ;11 ⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

η
ψ

ξ
ϕη

η
ξ

ξ x
u

x
u

x
u

    ;2

2

2

2

2

2

η
ψ

ξ
ϕ

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
x
u
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;)( α
η
ψα

ξ
ϕη

η
ξ

ξ
⋅

∂
∂

+−
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

t
u

t
u

t
u

  ;2
2

2
2

2

2

2

2
α

η
ψα

ξ
ϕ

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

t
u

 

 Следовательно, .2

2
2

2

2

xt ∂
∂

=
∂
∂ ϕαϕ

    

 

 Пример 7 

 Найдите ,82

10

yx
u
∂∂

∂
  если  .xyeu =  

   Указанная частная производная не зависит от порядка дифференциро-

вания. Очевидно, .8
8

8
xyex

y
u
=

∂
∂

 Вычисляя теперь по формуле Лейбница вторую 

производную по x  от 8

8

y
u

∂
∂

, получаем 

=′′+′′+′′=
∂∂

∂
=









∂
∂

∂
∂

22 )()()(2)( 888
82

10

8

8

2

2

x
xy

x
xy

x
xy

x exexex
yx
u

yx
ϕ

 

.1656 2876 xyxyxy eyxyexex ++=     
 

 Пример 8 

 Найдите дифференциал второго порядка функции .cos
2

xez yx += −  
   Воспользуемся формулой  .2 222 dyzdxdyzdxzzd yyxyxx ′′+′′+′′=  
 Находим частные производные:  

 ;cos;2;sin
222

2

2
xe

x
zye

y
zxe

x
z yxyxyx −=

∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂ −−−  

).21(2;2 2
2

22
22

ye
y

zye
yx
z yxyx −−=

∂
∂

−=
∂∂

∂ −−  

 В результате получаем 

 .)12(24)cos( 2222 222
dyyedxdyyedxxezd yxyxyx −+−−= −−−     

 

 Пример 9 
 Найдите zd 3  функции yxz 3=  в точке М0(1; 1). 

 Найдем zd 3  с помощью оператора: 

+
∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

= 2
2

3
2

2

3
3

3

33
3 33 dxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzdy

y
dx

x
zd  

.3
3

3
dy

y
z

∂
∂

+  
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 Найдем частные производные третьего порядка в точке М0: 

 ;6;0;3;6;;3 3

3

2

2
2

2

2

2
32 y

x
z

y
zx

yx
zxy

x
zx

y
zyx

x
z

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

 

.6;6;0;0;6
0

2

3

0
3

3

3

3

2

3

2

3
=

∂∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂∂
∂

=
∂∂

∂
MM yx

z
x
z

y
z

yx
zx

yx
z

 

В результате получаем  .186 23

0

3 dydxdxzd
M

+=     

 
 Пример 10 
 Найдите второй дифференциал сложной функции ,uez u +=  

22 yxu +=  в точке М0(0; 0). 
   Первый дифференциал этой функции можно найти используя инвари-
антность формы записи дифференциала. Имеем 
 ,)1()( dueueddz uu +=+=  
где  .22)( 22 ydyxdxyxddu +=+=  
 Дальнейшее дифференцирование дает 
 =+++=+++= )22()1()1()1( 222 ydyxdxdedueudeduedzd uuuu  

+++=++++= 22222 )224()22)(1()22( dxexedydxeydyxdxe uuuu  

,)224(8 22 dyeyexydxdye uuu ++++  
где .22 yxu +=  

 В точке М0(0; 0)  .44 22

0

2 dydxzd
M

+=     

 
Дополнительные задачи 

 
 1. Найдите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в 
заданной точке: 
 а) );1;1;1(,2)( 2 yxyxz +−−=        б) ).2;2;1(,1232 =+ zxy  

 Ответ:  а) ;1
2
11,02 −=

−
−

=−=+− zyxzyx  

     б) .
3

221,93 −
=−=−=++

zyxzyx  
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 2. Вычислите частные производные второго порядка функции ),( yxf  в 
заданной точке: 

 а) );0;1(,
yx

xf
+

=    б) ).1;0(),ln( 2 yxf +=  

 Ответ:  а) ;2,1,0 2

22

2

2
=

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

y
f

yx
f

x
f

 

     б) ;1,0,2 2

22

2

2
−=

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

y
f

yx
f

x
f

 

 3. Найдите ,3 fd   если  
 а) ;2 yxf =   б) .xyzf =  
 Ответ:  а) ;6 2dydx      б) .6dxdydz  
 4. Докажите, что функция  )()( yxyfyxxfu +++=  удовлетворяет урав-

нению .02 2

22

2

2
=

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
u

yx
u

x
u

 

 
Занятие 16 

Дифференцирование неявных функций. Формула Тейлора 
 
 Пример 1 
 Найдите производные )(tf ′  и )(tf ′′  неявной функции ),(tfy =  заданной 
уравнением 0322 =−++ yxyx  и удовлетворяющей условию .1)1( =f  
   Функция 3),( 22 −++= yxyxyxF  дифференцируема в любой 
окрестности точки (1; 1). Производная yxFy 2+=′  непрерывна в точке (1; 1). 
Наконец, ,03)1;1(,0)1;1( ≠=′= yFF  т. е. выполнены все условия существо-
вания неявной  функции  в  некоторой  окрестности  точки  (1; 1).  Уравнение 

0322 =−++ yxyx  определяет единственную дифференциальную неявную 
функцию ),(xfy =  причем .1)1( =f  Так как );( yxF  дважды дифференциру-
ема, то и )(xfy =  также дважды дифференцируема. 

 Пользуясь формулой  ,
y

x

F
F

dx
dy

′
′

−=   получаем   ),2(,
2

2 yx
yx
yx

dx
dy

−≠
+
+

−=  

).2(,
)2(

18
)2(

)21)(2()2)(2(
222

2
yx

yxyx
yyxyyx

dx
yd

−≠
+

−=
+

′++−′++
=  

 Подставляя в эти равенства ,1,0 == yx  получаем 
 .2)1(,1)1( −=′′−=′ yy     
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 Пример 2 
 Найдите yyy ′′′′′′ ,,  при ,1,0 == yx  если  .012 22 =−−++− yxyxyx  
   Трижды продифференцируем неравенство :0);( =yxF  
 ,0142 =′−+′+′−− yyyyxyx  

,04422 2 =′′−′′+′+′′−′− yyyyyxy  
04123 =′′′−′′′+′′′+′′′−′′− yyyyyyxy  

и, подставляя в результаты значения 1,0 == yx , получаем систему уравнений 

 ,
,032

032
,03

=′′′+
=′′+
=′

y
y
y

 

из которой находим .
3
2,

3
2,0 −=′′′−=′′=′ yyy     

 
Пример 3 
Докажите, что уравнение 01623 =−+− yxyzz  определяет в некоторой 

окрестности точки (1; 4; 2) единственную неявную функцию вида ).,( yxfz =   

Найдите ее частные производные ).4;1(),4;1(,, 2

2

2

2

x
z

x
z

x
z

x
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

   Функция 16);;( 23 −+−= yxyzzzyxF  дифференцируема в любой 
окрестности точки М0(1; 4; 2). Производная xyzFz −=′ 23  непрерывна в точке 
М0. Наконец, .08)2;4;1(,0)2;4;1( ≠=′= zFF  Поэтому в некоторой окрестно-
сти точки М0 уравнение 01623 =−+− yxyzz  определяет единственную диф-
ференцируемую неявную функцию ),;( yxfz =  причем .2)4;1( =f  

 Для нахождения 
x
z
∂
∂

 воспользуемся формулой  .
3 2 xyz

yz
F
F

x
z

z

x

−
=

′
′

−=
∂
∂

 

 Дифференцируя это равенство по x , получим 

 =
−

−′−−′
=

∂
∂

22

2

2

2

)3(
)6()3(

xyz
yzzyzxyzzy

x
z

 

.
)3(

2
)3(

3
6)3(

3
32

3

22

2
2

2

2

xyz
zxy

xyz

y
xyz

yzzyzxyz
xyz

yy

−
−=

−









−

−
−−

−
=  

Если в полученных равенствах положить ,2,4,1 === zyx  то получим 
.5,0)4;1(,1)4;1( =′′=′ xxx zz  
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 Рассмотрим другой способ решения задачи. Предполагая, что функция 
);( yxfz =  подставлена в уравнение 01623 =−+− yxyzz , продифференциру-

ем дважды полученное тождество по x : 

 
.0236

,03
22

2

=′′−′−′′+′

=′−−′

xxxxxx

xx

zxyzyzzzz

zxyyzzz
 

 Решая эту систему, находим 

 .
)3(

2;
3 32

3

2 xyz
zxyz

xyz
yzz xxx −

−=′′
−

=′     

 Пример 4 

 Найдите ,dz  если .01ln =−−
y
z

z
x

 

   Воспользуемся формулой  .dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

 Найдем частные производные неявно заданной функции:  

 ;1

1

2
zx

z

yz
y

z
x

z
F
F

x
z

z

x

+
=

⋅−−
−=

′
′

−=
∂
∂

 

.
)(1

1

2
zxy

z

yz
y

z
x

y
F
F

y
z

z

y

+
=

⋅−−
−=

′

′
−=

∂
∂

 

 Отсюда ).(,
)(

2
zxdy

zxy
zdz

zx
zdz −≠

+
+

+
=  

 Рассмотрим другой способ решения задачи. Считая, что );( yxzz = , в ре-
зультате дифференцирования получаем 

 .0,0 2
22 =+−−=
−

⋅−
− dyzyzdzxydzyzdx

y
zdyydz

z
y

z
xdzzdx

 

 Отсюда .
)(

2
dy

zxy
zdz

zx
zdz

+
+

+
=     

 
 Пример 5 
 Функцию 42632);( 22 −−−++−= yxyxyxyxf  разложите по формуле 
Тейлора в окрестности точки (–2; 1). 
   Данная функция имеет непрерывные частные производные любого по-
рядка. Поскольку все частные производные выше второго порядка равны нулю, 
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то остаточный член nR   при 2≥n  обращается в нуль и формула Тейлора при-
нимает следующий вид: 

 +−
∂
−∂

++
∂
−∂

+−= )1()1;2()2()1;2()1;2();( y
y

fx
x

ffyxf  

.)1()1;2()1)(2()1;2(2)2()1;2(
2
1 2

2

22
2

2

2









−

∂
−∂

+−+
∂∂
−∂

++
∂
−∂

+ y
y

fyx
yx

fx
x

f
 

 Находим значение функции и ее частные производные в точке М0( – 2; 1): 

 ;0622;1)1;2(
00
=−+−=

∂
∂

=−
MM

yx
x
ff  

;2;0262
0

2

2

00
−=

∂
∂

=−+=
∂
∂

MMM x
fyx

y
f

 

;6;2
0

2

2

0
=

∂
∂

=
∂∂
∂

MM y
f

yx
f

 

 Получаем  .)1(3)1)(2(2)2(1);( 22 −+−+++−= yyxxyxf     
 
 Пример 6 

 Разложите функцию y
x

eyxf =);(  по формуле Тейлора в окрестности 
точки М0(0; 1) до членов второго порядка включительно. Запишите остаточный 
член формулы Тейлора в форме Пеано. 
   Найдем значение функции и ее частные производные до второго по-
рядка включительно в точке М0(0; 1): 

 ;11;1)(
00

0 =⋅=
∂
∂

=
M

y
x

M y
e

x
fMf  

;11;0
0

2
0

2

2

0
2

0
=⋅=

∂
∂

=







−=

∂
∂

M

y
x

MM

y
x

M y
e

x
f

y
xe

y
f

 

;11
0

22
0

2
−=
















−+








−⋅=

∂∂
∂

M

y
x

y
x

M y
e

y
xe

yx
f

 .02
0

34

2

0
2

2
=








⋅+⋅=

∂
∂

M

y
x

y
x

M y
xe

y
xe

y
f

 

 Подставляя эти значения в формулу Тейлора, получаем 

 .)1(
2
11 2

2 Ryxxxe y
x

+−−++=  

 В форме Пеано  ).)1(( 22
2 −+= yxoR     
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 Пример 7  
 Пусть z  – та неявная функция от x  и ,y  определяемая уравнением 

,023 =+− yxzz  которая при 1=x  и 1=y  принимает значение 1=z . Разло-
жите эту функцию в окрестности точки М0(1; 1) по формуле Тейлора до членов 
второго порядка включительно. 
   Находим частные производные функции в точке М0(1; 1): 

 ;2
23

2;23;1;2
0

2
0

2 =
−

=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

MM xz
z

x
zxz

z
F

y
Fz

x
F

 

;16
)23(

)26(2)23(2;1
23

1
0

22

2

0
2

2

0
2

0
−=

−
−′⋅−−′

=
∂
∂

−=
−

−=
∂
∂

M

xx

MMM xz
zzzxzz

x
z

xzy
z

;10)26()23(;66)23(
0

22

0

2

0

22

0
2

2
=−′⋅−=

∂∂
∂

−=′⋅⋅−=
∂
∂ −−

M
x

MM
y

M
zzxz

xy
zzzxz

y
z

 Подставляя эти значения в формулу Тейлора, получаем 
...)1(3)1)(1(10)1(8)1()1(21);( 22 +−−−−+−−−−−+= yyxxyxyxf  .    

 
Дополнительные задачи 

 
 1. Найдите производные )0(f ′  и )0(f ′′  неявной функции ),(xfy =  задан-

ной уравнением 012 22 =−−++− yxyxyx  и удовлетворяющей условию 
.1)0( =f  

 Ответ:  .
3
2)0(,0)0( −=′′=′ ff  

 2. Для функции );( yxzz =  найдите частные производные первого и вто-

рого порядков, если .3 33 axyzz =−  

 Ответ:  ;
)(

2;; 32

3

2

2

22 xyz
zxy

x
z

xyz
xz

y
z

xyz
yz

x
z

−
−=

∂
∂

−
=

∂
∂

−
=

∂
∂

 

.
)(

2;
)(

)2(
32

3

2

2

32

22242

xyz
zyx

y
z

xyz
yxxyzzz

yx
z

−
−=

∂
∂

−
−−

=
∂∂

∂
 

 3. Функцию 5362);( 22 +−−−−= yxyxyxyxf  разложите по формуле 
Тейлора в окрестности точки А(1; –2). 
 Ответ:  .)2()2)(1()1(25);( 22 +−+−−−+= yyxxyxf  
 4. Разложите по формуле Тейлора в окрестности точки (1; 1) до членов 
второго порядка включительно неявную функцию ),;( yxz  определяемую урав-

нением ,0433 =−+ xyzz если .1)1;1( =z  

 Ответ:  ...)1(
8
1)1(

9
2)1(

2
1)1(

3
21 22 +−−−−−−−+= yxyxz  .  
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Занятия 17–18 
Локальный экстремум функции нескольких переменных. 

Условный экстремум 
 
 Пример 1 
 Найдите точки локального экстремума функции .42 32 yxyxz +−=  
 
   Вычисляем частные производные функции и приравниваем их к нулю: 

 










=+−=
∂
∂

=−=
∂
∂

.0122

,022

2yx
y
z

yx
x
z

 

  
Решая эту систему уравнений, получаем две точки возможного экстрему-

ма )0;0(1M  и .
6
1;

6
1

2 





M  

 Далее находим производные второго порядка:  

 .24;2;2 2

22

2

2
y

y
z

yx
z

x
z

=
∂
∂

−=
∂∂

∂
=

∂
∂

 

 В точке М1: .0,2,2 221211 =−== aaa   042
122211 <−=−= aaaD  и экс-

тремума нет. 
 В точке  М2: .4,2,2 221211 =−== aaa   04)2(42 2 >=−−⋅=D  и так 
как ,0211 >=a  то в точке М2 функция имеет локальный минимум.    
 
 Пример 2 
 Найдите точки локального экстремума функции  .3 432 yxyxz −−=  
   Вычисляем частные производные функции и приравниваем их к нулю: 

 










=−=
∂
∂

=+−=
∂
∂

.043

,063

32

2

yx
y
z

xyx
x
z

 

Решая эту систему, находим две точки возможного экстремума )0;0(1M  
и ( ).3;62M  Вычисляем частные производные второго порядка данной функции: 

.12;6;66 2
2

22

2

2
y

y
zx

yx
zyx

x
z

−=
∂
∂

=
∂∂

∂
+−=

∂
∂
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 В точке  М1: .0,0,0 221211 === aaa  Точка )0;0(1M  требует дополни-
тельного исследования.  

Замечание. .0)0;0( =z   
Далее, при  0,0 =< yx   имеем  ,0);( >yxz   а при  0,0 ≠= yx  ( ; ) =z x y  

.04 <−= y  Следовательно, в любой окрестности точки )0;0(1M  функция 
);( yxz  принимает значения как больше ),0;0(z  так и меньше ).0;0(z  Следо-

вательно, в точке )0;0(1M  функция );( yxz  не имеет локального экстремума. 
 В точке М2:  108,36,18 221211 −==−= aaa  и, значит, .0648 >=D  Так 
как 011 <a , то в точке М2  функция имеет локальный максимум.   
 
 Пример 3 
 Исследуйте на экстремум функцию .1 22 yxz +−=  
   Вычисляем частные производные функции и приравниваем их к нулю:  

 











=
+

=
∂
∂

=
+

=
∂
∂

.0

,0

22

22

yx
y

y
z

yx
x

x
z

 

 На всей плоскости, за исключением точки О(0; 0), частные производные 
непрерывны и отличны от нуля: 

 .lim)0;0()0;(lim
000 x

x
x

zxz
x
z

xx ∆
∆

−=
∆
−∆

=
∂
∂

→∆→∆
 

Этот предел не существует. Аналогично не существует .
0y

z
∂
∂

 

 Точка О(0; 0) является критической, а значит подозрительной на экстре-
мум. Значение .0)0;0();(;1)0;0( 22 <+−=−= yxzyxzz  Точка О(0; 0) яв-
ляется точкой максимума .1max =z     
  
 Пример 4 
 Исследуйте на локальный экстремум функцию 

.642222 zyxzyxu −++++=  Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 86 

 Из системы  















=−=
∂
∂

=+=
∂
∂

=+=
∂
∂

062

042

022

z
z
u

y
y
u

x
x
u

  определяем единственную стационар-

ную точку М(–1; –2; 3).  Находим вторые частные производные:  ,22

2
=

∂
∂
x
u

 

.0,2,2
222

2

2

2

2
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

zy
u

zx
u

yx
u

z
u

y
u

 

 Таким образом, .08
200
020
002

,04
20
02

,02 321 >==∆>==∆>=∆  

 Второй дифференциал ,2ud  согласно критерию Сильвестра, представляет 
собой положительно определенную квадратичную форму. Следовательно, в 
точке (–1; –2; 3) функция имеет минимум .14min −=u  
 Эту задачу можно решить методом выделения полных квадратов: 
 .14)3()2()1(642 222222 −−++++=−++++= zyxzyxzyxu  
 Точка М(–1; –2; 3) является точкой минимума .14min −=u     
 
 Пример 5 
 Найдите точки локального экстремума функции  

.22 232 zyyxzxyxu ++−+−=  
   Вычисляем частные производные функции и приравниваем их к нулю: 

 















=+=
∂
∂

=+−−=
∂
∂

=+−=
∂
∂

.022

,031

,024

2

zx
z
u

yx
y
u

zyx
x
u

 

Решая эту систему, находим две точки возможного экстремума: 







 −

3
1;

3
2;

3
1

1M  и .
4
1;

2
1;

4
1

2 





 −−M  

 Далее воспользуемся достаточными условиями экстремума. Для этого 
вычислим частные производные второго порядка данной функции: 
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,42

2
=

∂
∂

x
u

  .2,0,6,2,1 2

22

2

222
=

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

=
∂∂

∂
−=

∂∂
∂

z
u

zy
uy

y
u

zx
u

yx
u

 

Матрица квадратичной формы 
1

2

M
ud  имеет вид  .

202
041
214
















−

−
=A  

Выделяя главные миноры матрицы А, получаем  

 .014
202
041
214

,015
41
14

,04 321 >=−
−

=∆>=
−

−
=∆>=∆  

 Согласно критерию Сильвестра, 
1

2

M
ud  является положительно опреде-

ленной квадратичной формой от переменных .,, dzdydx  Следовательно, в точ-
ке М1 функция имеет локальный минимум. 

 Исследуем  точку  М2.  Матрица  квадратичной формы  
2

2

M
ud  имеет вид 

.
202
031
214
















−−
−

=A  

 Отсюда получаем .014,013,04 321 <−=∆<−=∆>=∆  

 Следовательно, 
2

2

M
ud  не является знакоопределенной квадратичной 

формой от .,, dzdydx  Покажем, что эта квадратичная форма знакопеременная: 

.23424 222

2

2 dzdydxdzdxdydxud
M

+−+−=  

 Если положить ,0,0 ==≠ dzdydx  то получим  ,04 2

2

2 >= dxud
M

 а ес-

ли положить 0,0 ≠== dydzdx , то получим  .03 2

2

2 <−= dyud
M

 

 Следовательно, в точке М2  функция не имеет локального экстремума.    
 
 Пример 6 
 Найдите экстремум функции 22 yxyxz ++=  при условии .12 =+ yx  
   Из уравнения связи 12 =+ yx  выразим x  через y  и подставим в вы-
ражение для данной функции: 
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 =+−++−=+−+−=−= 22222 2441)21()21(,21 yyyyyyyyyzyx  

.133 2 +−= yy  
 Функция 133 2 +−= yyz  достигает локального минимума в точке 

.
2
1

2
=−=

a
by   Тогда условный минимум равен:   

 .
4
1

4
4

4
6

4
31

2
3

4
13min =+−=+−⋅=z  

 Таким образом, в точке 







2
1;0M  функция 22 yxyxz ++=  имеет услов-

ный минимум равный .
4
1

    

 
 Пример 7 
 Найдите условный экстремум функции yxz 2==  при .522 =+ yx  
   Составим функцию Лагранжа )5(2);;( 22 −+++= yxyxyxF λλ  и 

рассмотрим систему уравнений 















=−+=
∂
∂

=+=
∂
∂

=+=
∂
∂

.05

,022

,021

22 yxF

y
y
F

x
x
F

λ

λ

λ

 

 Она имеет два решения  





 −

2
1;2;1  и .

2
1;2;1 





 −−  

 Следовательно, функция yxz 2+=  имеет две критические точки 

)2;1(1P  при 
2
1

1 −=λ  и  )2;1(2 −−P  при 
2
1

1 =λ . 

 Найдем знак Fd 2  в каждой точке при соответствующем ей значении :λ  

 .2 2
2

22
2

2

2
2 dy

y
F

yx
Fdx

x
FFd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=  

 Так как  ,2,0,2 2

22

2

2
λλ =

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

y
F

yx
F

x
F

  то  ).(2 222 dydxFd += λ   

При ,0
2
1,2,1 2

111 <−=== Fdyx λ  следовательно, в точке Р1  функ-

ция z  имеет максимум  .5max =z  
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 При ,0
2
1,2,1 2

111 >=−=−= Fdyx λ  следовательно, в точке Р2  функ-

ция z  имеет минимуму .5min −=z     
 
 Пример 8  
 Найдите экстремальные значения функции 2222 tzyxu +++=  при 
наличии связи .01=++++ tzyx  

  Составим функцию Лагранжа: 
).1(2222 ++++++++= tzyxtzyxF λ  
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−=

−=

−=

012
2

2

2

2

λ

λ

λ

λ

λ

t

z

y

x

∼  .
4
1,

2
1

−===== tzyxλ  

  Функция 2222 tzyxu +++=  имеет единственную критическую точку 







 −−−−

4
1;

4
1;

4
1;

4
1

1P  при .
2
1

=λ  

 Поскольку второй дифференциал функции Лагранжа, равный  
),(2 22222 dtdzdydxFd +++=   

всегда положительно определен, то функция 2222 tzyxu +++=  при наличии 

связи 01=++++ tzyx  имеет в точке 





 −−−−

4
1;

4
1;

4
1;

4
1P  условный ми-

нимум. Подставляя координаты точки Р в функцию u , мы получим .
4
1

min =u   

 
 Пример 9 
 Найдите наибольшее и наименьшее значения функции  

,161222 yxyxz +−+=  если .2522 ≤+ yx  
   Функция z  непрерывна в замкнутой ограниченной области. Поэтому, 
согласно теореме Вейерштрасса, она в этой области достигает наибольшее и 
наименьшее значения.  
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 Найдем критические точки функции z , принадлежащие области 

.2522 <+ yx   Поскольку система уравнений  




=+=′
=−=′

0162
0122

yz
xz

y

x   в указанной 

области не имеет решений, то своего наибольшего и наименьшего значений 
функция z  достигает на окружности .02522 =−+ yx  
 Составляя функцию Лагранжа 

0)25(1612 2222 =−+++−+= yxyxyxF λ   
и решая систему  

,

,025

02162
,02122

22








=−+=′

=++=′
=+−=′

yxF

yyF
xxF

y

x

λ

λ
λ

  

находим две точки возможного условного экстремума М1(3; –4)  и  М2(–3; 4).  
Вычисляя значения функции z  в этих точках ,125)(,75)( 21 =−= MzMz  

заключаем, что .75,125 наимнаиб −== zz     
 
 Пример 10 
 При каких значениях радиуса основания R  и высоты H  цилиндрическая 
банка, объем которой равен π54 , имеет наименьшую поверхность? 
   Требуется исследовать на экстремум функцию RHRS ππ 22 2 +=  при 
наличии связи .542 ππ =HR  
 Составим функцию Лагранжа  )54(22 22 −++= HRRHRF λππ  и рас-

смотрим систему уравнений  















=−=
∂
∂

=+=
∂
∂

=++=
∂
∂

.051

,02

,0224

2

2

HRF

RR
H
F

RHHR
R
F

λ

λπ

λππ

 

 Так как ,0≠R  система имеет единственное решение 6,3 == HR  при 

.
3

2πλ −=  

 Из геометрического смысла задачи следует, что она имеет хотя бы одно 
решение. Поэтому решение 6,3 == HR  является искомым.    
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 Пример 11 
 Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

xyyxxz 242 223 −++=   
в замкнутой области, ограниченной линиями  2xy =  и .4=y  
    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Найдем критические точки функции z , лежащие внутри заданной области: 

 






=−=′
=−+=′

.022
,0286 2

xyz
yxxz

y

x  

 Решая эту систему, найдем две критические точки О(0; 0) и М(–1; –1), из 
которых ни одна не лежит внутри заданной области. Найдем )(Az  и :)(Bz  
 .3216161616)(,3216161616)( =−++==+++−= BzAz  
 Найдем критические точки, принадлежащие параболе АОВ. Имеем: 

2 4 2 3
1 1 1, ( ) 4 , ( 2; 2); 4 8 ; 0′ ′= = + ∈ − = + =y x z x x x x z x x z  при ;0=x  

.0)0;0()0(1 == zz  
 На участке АВ имеем ).2;2(,16842)(,4 23

2 ∈+−+== xxxxxzy  
Найдем критические точки, принадлежащие этому участку: 

.886)( 2
2 −+=′ xxxz  Внутри данного отрезка имеется одна критическая точка 

4,
3
2

== yx  (точка С). 

 .
27
22164;

3
2

3
2

2 =





=






 zz   

Таким образом, наибольшее значение функции z  равно 32 и достигается 
оно в точках А(–2; 4) и В(2; 4), а наименьшее значение равно нулю в точке  
О(0; 0).    
 

Дополнительные задачи 
 
 1. Исследуйте на локальный экстремум функцию .12153 23 yxxyxz −−+=  
 Ответ: .28)1;2(,28)1;2( maxmin =−−=−== zzzz  

В С 
y 

A 

О
 

2 x 

4 
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 2. Исследуйте на локальный экстремум функцию 
yx

xyz 2050
++=  

).0,0( >> yx  
 Ответ:  .30)2;5(min == zz  

2. С помощью критерия Сильвестра исследуйте на экстремум функцию 
.2468 222 zyxzyxu −−−−+−=  

 Ответ:  .22)1;2;3(max =−−= zz  
 4. Найдите условные экстремумы функций при заданном уровне связи: 
 а) ;032,22 =−−−= yxyxz  
 б) yxz 2+=   при  .522 =+ yx  
 Ответ:   а) ;3)1;2(max == zz     
      б) ,5)2;1(max == zz    .5)2;1(min −=−−= zz  

5. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции   
5642 22 +−+−= xxyyxz   

в области, ограниченной прямыми ,0,0 == yx  .3=+ yx  
 Ответ:  .5)0;0(,13)3;0( maxmin ==−== zzzz  
 

Занятие 19 
Контрольная работа. 

Функции нескольких переменных 
 

Вариант 1 
 

 1. Вычислите  .
11

lim
3

0
0 xy

xy

y
x +−
→
→

 

 Ответ:  –3. 

3. Вычислите  ,
y
fy

x
fx

∂
∂

+
∂
∂

  если .
22 yx

xf
+

=  

Ответ:  0. 
3. Найдите дифференциал функции ),;;( zyxf  если .)( zxyf =  

 Ответ:  ).)ln(()( 1 dzxyxyxzdyyzdxxy z ++−  
 4. Найдите производную функции f  в точке М0 по направлению вектора 

MM 0 , если ).1;5(),2;1(,105 0
52 −++= MMyyxxf  

 Ответ:  18. 

 5. Найдите второй дифференциал функции 
2

);( xe
y
xyxf =  в точке (0; 1). 
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 Ответ:  .2dxdy−  
 6. Для функции ),;( yxu  заданной неявно уравнением  

08822 222 =+−−++ uxuuyx ,  

найдите 
yx

u
∂∂

∂2
 в  точке М(2; 0; 1). 

 Ответ:  0. 
 7. Разложите в ряд Тейлора в окрестности точки М(–2; 1) функцию 

.42632);( 22 −−−++−= yxyxyxyxf  
 Ответ:  .)1(3)1)(2(2)2(1 22 −+−+++− yyxx  
 8. Исследуйте на экстремум функцию .312);( 22 yxyxyxyxu −−++=  
 Ответ:  .30)4;3(,20)4;3( maxmin =−−=−== uuuu  
 

Вариант 2 
 

 1. Вычислите .
39

lim
2

2

0
0 −++

+

→
→ yx

yx

y
x

 

 Ответ:  6.  

 2. Вычислите ,
y
fy

x
fx

∂
∂

+
∂
∂

 если ).ln( 22 yxyxf ++=  

 Ответ:  2. 

 3. Найдите дифференциал функции ),;;( zyxf  если .z
y

xf =  

 Ответ:  .lnln1






 −+

z
xdzyxdy

x
ydxx

z
z

y
 

 4. Найдите единичный вектор ,0e  по направлению которого 0e
f

∂
∂

 в точке 

М достигает наибольшего значения, если ).2;1(,22 −+−= Myxyxf  

 Ответ:  .
41

54 ji +−
 

 5. Найдите второй дифференциал функции y
x

eyxf
2

);( =  в точке (1; 1). 
 Ответ:  ).386( 22 dydxdydxe +−  
 6. Для функции ),;( yxz  заданной неявно уравнением  

,0932 222 =−−+++ zxyzyx   
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найдите 
yx
z
∂∂

∂2
 в  точке М(1; –2; 1). 

 Ответ:  .
5
1

−  

 7. Разложите в ряд Тейлора в окрестности точки М(1; –2) функцию 
.362);( 22 yxyxyxyxf −−−−=  

 Ответ:  .)2()2)(1()1(2 22 +−+−−− yyxx  
 8. Исследуйте на экстремум функцию .23);( 22 yxyxyxyxu −+−−+=  
 Ответ:  .4)0;1(max == uu  
 9. Найдите условные экстремумы функции yxz 346 −−=  при 

.122 =+ yx  

 Ответ:  .11
5
3;

5
4,1

5
3;

5
4

maxmin =





 −−==






= zzzz  
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