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1. Комплексные числа 

 

1. Алгебраическая форма записи комплексного числа 

Комплексным числом z  называется выражение вида  

 ,iyxz   (1.1) 

где yx,  – действительные числа; i  – мнимая единица, удовлетворяющая усло-

вию .1i  

Числа yx,  называются соответственно действительной и мнимой  

частями комплексного числа z  и обозначаются .Im,Re zyzx   

Запись (1.1) называется алгебраической формой комплексного числа z . 

Действительное число x  является частным случаем комплексного числа 

iyxz   при .0y  Число вида iyiy 0  называется чисто мнимым. Число 

,0z  если .0 yx  

Комплексные числа 
111

iyxz   и 
222

iyxz   называются равными, если 

.,
2121

yyxx   

Комплексное число iyxz   называется сопряженным комплексному 

числу iyxz  .  

Суммой комплексных чисел 
111

iyxz   и 
222

iyxz   называется ком-

плексное число вида  

).( )(
212121

yyixxzz   

 Разностью этих комплексных чисел называется комплексное число  

).( )(
212121

yyixxzz   

 Произведением комплексных чисел  
111

iyxz   и 
222

iyxz    называет-

ся комплексное число вида  

).( )(
1221212121

yxyxiyyxxzz   

 Частным комплексных чисел 
1

z  и ,
2

z  где ,0
2
z  называется комплекс-

ное число z , удовлетворяющее условию .
12

zzz   Для частного 
2

1

z

z
 имеет ме-

сто формула  .
))((

2

2

2

2

2211

22

21

2

1

yx

iyxiyx

zz

zz

z

z









  

Можно заметить справедливость следующих соотношений:  

1) ;2xzz   2) ;22 yxzz    3) ;
2

Re
zz

z


   4) ;
22

Im
i

zzzz
iz





  

5)   .zz   

Справедливы также следующие соотношения: 1) ;
2121

zzzz    

2) ;
2121

zzzz     3) .
2

1

2

1

z

z

z

z
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2. Тригонометрическая форма записи комплексного числа  

Комплексное число iyxz   изображается на плоскости XY  точкой 

);( yxM  или вектором с началом в точке О и концом в точке М (рис. 1.1). 

Модулем комплексного числа z  называется длина r  радиус-вектора ,OM  

обозначаемая ,z  т. е.  

 .22 yxzr   (1.2) 

 Аргументом комплексного числа z  назы-

вается полярный угол ,  образованный OM  с 

осью Х и обозначаемый ,Arg z  т. е. 

.Arg, zOXOM 










 Каждой отличной от 

начала координат точке плоскости соответству-

ет бесконечное множество значений аргумента, отличающихся друг от друга на 

Z kk ,2 . Главным значением аргумента комплексного числа z  называется 

значение полярного угла ,  удовлетворяющее условию   или 

,20   и обозначается .arg z  

 В дальнейшем, главное значение аргумента комплексного числа z  будем 

обозначать  . Тогда справедливо равенство  

Z kkkzz ,22argArg . 

 Согласно рис. 1.1 определить zarg  можно, используя формулы  

.sin,cos
2222 yx

y

r

y

yx

x
r
x





  

 При этом 

 



































.0,0если,
2

,0,0если,
2

,0,0если,arctg

,0,0если,arctg

,0если,arctg

yx

yx

yx
x

y

yx
x

y

x
x

y

 (1.3) 

 Для числа 0z  аргумент не определен.  Любое не равное нулю ком-

плексное число iyxz   можно представить в тригонометрической форме:  

 ),sin(cos  irz  (1.4) 

где  .arg, zzr   

X x 

r 
z = x + iy 

M 
y 

Y 

O 

  

Рис. 1.1 
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 Если ),sin(cos),sin(cos
22221111

 irzirz   то 

)),( sin)((cos
21212121

 irrzz  

т. е.  

,ArgArg)(Arg,
21212121

zzzzzzzz   

)),(sin)((cos
2121

2

1

2

1  i
r

r

z

z
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

т. е.  .ArgArg Arg,
21

2

1

2

1

2

1 zz
z

z

z

z

z

z









  

 Если ),sin(cos  irz  то для любого Zn    

 ),sin(cos  ninrz nn
 (1.5) 

т. е.  Z kkznzzz nnn ,2Arg)(Arg, . 

 Соотношение (1.5) при 1r  

 nini n sincos)sin(cos  

называется формулой Муавра.   

3. Показательная форма записи комплексного числа 

Используя формулу Эйлера  ,s inc os  ie i
 комплексное число 

(1.4) можно представить в показательной форме: 

 , irez  (1.6) 

где  .arg, zzr   

 Если 21

2211
,




ii
erzerz , то  

 ,,,
)(

2

1

2

1)(

2121

2121 
 innnii

erze
r

r

z

z
errzz  (1.7) 

где Zn . 

 Корнем n -й степени, ,Nn  из комплексного числа )sin(cos  irz  

называется комплексное число w  такое, что .zwn   Корень n -й степени из 

комплексного числа z  имеет n  различных значений, которые можно найти по 

формуле 

 ,1,,1,0,
2

sin
2

cos 






 



 nk

n

k
i

n

k
rz nn   (1.8) 

где  .arg, zzr   

 Если указанные числа представить в показательной форме, то формула 

(1.8) примет вид 

 .1,,1,0,
2




nkerz n

k
i

nn   (1.9) 

Из двух последних формул следует, что все n  значений корня n -й степе-

ни из комплексного числа z  располагаются на окружности радиусом n r  с цен-

тром в начале координат, разделяя эту окружность на n  равных частей. Это 
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означает, что все n  значений n z  располагаются в вершинах правильного  

n -угольника, вписанного в указанную окружность. 

 

Пример 1.1 

Вычислите значения выражения   1

21

2

1 ImRe
z

izz
z

z









, где 

iziz 71,43
21

 . 

Решение: 

1) 
50

1731

)71)(71(

)71)(43(

71

43

2

1 i

ii

ii

i

i

z

z 










 ,  

50

31
Re

2

1 








z

z
; 

2) ,2525284213)71)(43( 2

21
iiiiiizz     25Im

21
 zz ; 

3) 543 22

1
z ,  iiii  45

; 

4) ii  62,2525
50

31
. 

Ответ: i62,25 . 
 

Пример 1.2 

 Запишите в тригонометрической и показательной формах следующие 

комплексные числа: 

 1) ;4iz     2) ;3z  3) .3 iz   

Решение: 

 1) Из условия задачи имеем .4,0  yx  Используя формулы (1.2) и 

(1.3), найдем модуль и главное значение аргумента комплексного числа z .  

Получим  .
2

arg,4


 zz  

 Отсюда и в силу (1.4) тригонометрическая форма z  примет вид  















 







 


2
sin

2
cos4 iz . 

 Учитывая формулу (1.5), показательная форма z  запишется как   

.4 2
i

ez




  

 2) В нашем случае .0,3  yx  Отсюда, учитывая (1.2) и (1.3), имеем 

.0,3 z  

 Следовательно, в силу (1.4) тригонометрическая форма z  запишется в 

виде ),0sin0(cos3 iz   а показательная форма z , используя (1.5), примет 

вид .3 0 iez   

 3) Из условия задачи имеем  

.1,3  yx  

 Тогда, в силу (1.2), модуль z  равен  
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.2413)1()3( 2222  yxz  

 Используя (1.3), найдем главное значение аргумента z :  

.
6

5
63

1
arctgarctgarg







x

y
z  

 В силу (1.4) и (1.5) тригонометрическая и показательная формы z  примут 

вид  

.2
6

5
sin

6
5

cos2 6

5
i

eiz


















 







 
  

Ответ: 1) 
i

eiz 24
2

sin
2

cos4









 





 






 
 ; 2) 

ieiz  03)0sin0(cos 3 ;  

3) .2
6

5
sin

6

5
cos2 6

5
i

eiz









 





 






 
  

 

Пример 1.3 

Вычислите 
20

8

)1(

) 31(

i

i




. 

Решение. Представим числа iz  31
1

  и iz  1
2

  в показательной 

форме. В силу (1.2), (1.3) и (1.6) имеем 
ii

ezeiz
 

4

3

2

 
3

1
 2  ,2 31




 . 

Используя  (1.7), получим 

iii

i

i

i

i

eee
e

e

e

e

i

i  
3

 
3

53  15
3

8

 1510

 
38

20 
4

3

8 
3

20

8

 
4
1

 
4
1

4
1

2

2

) 2(

)2(

)1(

) 31( 








 















. 

Ответ: 
i

e
 

3 
4
1 

. 

 

Пример 1.4 

Найдите все значения 3 1  и изобразите их на плоскости. 

Решение. Представим по формуле (1.4) число 1z . 

Переведем число в тригонометрическую форму:  sincos1 i . Тогда 

в силу (1.8) имеем 

.2 ,1 ,0  ,
3
2

sin
3
2

cos13 





 k
k

i
k

w
k

 

Следовательно,  

, 
2
3

2
1

3
sin

3
cos

0
iiw 





  

1sincos
1

 iw , 
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iiw  
2
3

2
1

3
5

sin
3

5
cos

2






 . 

 Все значения 3 1  располагаются на 

окружности единичного радиуса, разделяя 

ее на три равные части (рис. 1.2). 

 Ответ: i 
2
3

2
1

 ,1  . 

  

Пример 1.5  
Изобразите на комплексной плоско-

сти множество точек, удовлетворяющих 

следующим условиям:  

6
arg0 ,12 ,11


 zzz .  

Решение. Пусть iyxz  . Тогда  

1)1(1)1(1)1(11 2222  yxyxiyxz . 

Последнее уравнение определяет окружность радиусом 1 с центром в 

точке 1
0
z . Нестрогое неравенство 11 z  задает множество точек круга с 

границей 11 z . 

Строгое неравенство 12 z  определяет множество точек круга, ис-

ключая границу 12 z . 

Неравенству 
6

arg0


 z  соответствует угол между лучами 0  и 

6


 , причем точки луча 0  принадлежат искомому множеству, а луча 

6


  – не принадлежат. 

Таким образом, множество имеет вид, представленный на рис. 1.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.2 

y 

x 0 

w0 

w2 

3


 

w1 1 

y 

x 0 1 

6


  

2 

0  

Рис. 1.3 
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Задание 1.1 

Вычислите значения выражения   1

21

2

1 ImRe
z

izz
z

z









, где 

1) iziz  1,43
21

. Ответ: i
2

3
. 

2) iziz 32,86
21

 . Ответ: 
13

12
3 . 

3) iziz  1,34
21

. Ответ: i
2

1
3 . 

4) iziz 21,512
21

 . Ответ: i
5

3
18 . 

5) iziz 31,86
21

 . Ответ: 30 . 

6) iziz 52,43
21

 . Ответ: i
29

15
6 . 

7) iziz 23,43
21

 . Ответ: i
13

4
19 . 

8) iziz  4,125
21

. Ответ: i
17

15
54 . 

9) iziz  4,125
21

. Ответ: i
17

2
51 . 

10) iziz 25,86
21

 . Ответ: 
29

15
26 . 

11) iziz 32,68
21

 . Ответ: 
13

11
10 . 

12) iziz 33,68
21

 . Ответ: 
3

1
45 . 

13) iziz 24,512
21

 . Ответ: i
10

9
5 . 

14) iziz  1,125
21

. Ответ: i
2

1
25 . 

15) iziz 32,68
21

 . Ответ: 
13

8
37 . 

 

Задание 1.2 

Запишите в показательной форме следующие комплексные числа: 

1.   а) 1z ;   б) iz 3 ;  в) iz  31 . 

Ответ: а) 
iez  0
;  б) 

i

ez
 

23


 ;  в) 
i

ez
 

3

2

2




 . 

2.   а) 2z ;  б) iz  ;  в) iz  3 . 

Ответ: а) 
iez  2  ;  б) 

i

ez
 

2



 ;  в) 
i

ez
 

6

5

2


 . 
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 3.  а)   sincos 3 iz ;  б) iz 2 ;  в) iz 1 . 

 Ответ: а) 
iez  3  ; б) 

i

ez
 

22




 ;  в) 
i

ez
 

42




 . 

 4. а) 
2

1
z ;  б) 





 





2

 sin
2

 cos 3 iz ;  в) iz  1 . 

 Ответ: а) 
iez  0 

2

1
;  б) 

i

ez
 

23




 ; в) 
i

ez
 

4

3

2


 . 

 5.  а) 
5

1
lnz ;  б) 

3

i
z  ;  в) 





 





6

5
sin

6

5
cos 4 iz . 

 Ответ:  а) 
iez  5ln  ;  б) 

i

ez 2

3

1 

 ; в) 
i

ez
 

6

5

4




 . 

 6.  а)  3sin3cos iz ;  б) iz 3 ;  в) iz  
2

3

2

1
 . 

 Ответ: а) 
iez   ;  б) 

i

ez
 

23




 ;  в) 
i

ez
 

3

2


 . 

 7.  а) 
3

14
sin 


z ;  б) iz  5 ;  в)  






 





4

7
 sin

4
7

 cos 2 iz . 

 Ответ: а) 
iez  0

2

3
;  б) 

i

ez 25


 ;  в) 
i

ez
 

4 2


 . 

 8.  а) 2z ;  б) 
2

5
sin

2
5

cos





 iz ;  в) iz  22  . 

 Ответ:  а) 
iez  2  ;  б) 

i

ez
 

2



 ;  в) 
i

ez
 

42




 . 

9.  а) 31z ;  б) iz 4 ;  в) 





 





4

5
sin

4
5

cos 2 iz . 

Ответ:  а) 
iez   )1  3( ;  б) 

i

ez
 

24




 ;  в) 
i

ez
 

4

3

2


 . 

10.  а) 4z ;  б) iz  )21( ;  в) 













 







 


4
9

 sin
4

9
cos 3 iz . 

Ответ: а) 
iez  04 ; б)  

i

ez
 

2 )12(




 ;  в) 
i

ez
 

4 3




 . 

11.  а)     3 sin3 cos iz ;  б) 
5
i

z  ;  в) iz 232  . 

Ответ:  а) 
iez   ;  б) 

i

ez
 

2

5

1 

 ;  в) 
i

ez
 

6

5

4




 . 

12. а)    3 sin3 cos 6 iz ;  б) iz  )32(  ;  в) iz 22 . 

Ответ:  а) 
iez  06 ;  б)  

i

ez
 

2 )23(




 ;  в)  
i

ez
 

4 22


 . 

13.  а)  8z ;  б) iz  6 ;  в)  





 





3

17
 sin

3
17
 cos 2 iz . 

Ответ:  а) 
iez  8 ;  б) 

i

ez




 26 ;  в)  
i

ez
 

3 2




 . 
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14.  а) 




 


3

5
 cos4z ;  б)  





 





2

9
 sin

2

9
 cos 7 iz ;  в) iz  236  . 

Ответ:  а) 
iez  02 ;  б)  

i

ez




 27 ;  в)  
i

ez
 

3

2

 62


 . 

15.  а) 5log
2

1
z ;  б)  iz  

6
7

 sin6 





 
 ;  в)  iz  26  . 

Ответ:  а) 
iez  

2
5log  ;  б) 

i

ez
 

2 3


 ;  в)  
i

ez
 

6 22




 . 

 

Задание 1.3 

 Вычислите: 

1) .
31

22
12














i

i
 Ответ:  .26  

2) 

24

1

31













i

i
. Ответ:  

122 . 

3) 

15

1

1












i

i
. Ответ:  i . 

4) 
1

2
)22( 20




i
i . Ответ:  i 1230

. 

5) 
70

32 2
)1(

i
i   Ответ:  2216  . 

6) 

60

2
33







 
i

i
. Ответ:  

303 . 

7) 
6

8

)31(

)1(

i

i




. Ответ:  

4

1
. 

8) 
3

100

)3(

3

i

i


. Ответ:  i

8

3
 . 

9) 
2424

28

)1()1(

)1(

iii

i




. Ответ: i22 . 

10) 

20

1

31













i

i
. Ответ:  )31( 512 i . 

11) 
16

42
)1(

1
i

i
 . Ответ:  257 . 

12) 10

13

)55(

)5(

i

i


. Ответ:  

5

3

2

5
. 
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13) 
17

16

)10(

)55(

i

i
. Ответ:  

5125 


i
. 

14) 
i

i





1

)22( 7

. Ответ:  
102 . 

15) 
10

6

)22(

)33(

i

i




. Ответ:  

9

3

2

3 i
. 

 

Задание  1.4 

 Найдите все значения корня и изобразите их на плоскости. 

1. 3 8 . Ответ:  2;31  i . 

2. 4 1 .  Ответ:  
2

2

2

2
i . 

3. 4 16 .  Ответ:  22 i . 

4. 3 i .  Ответ:  iii
2

1

2

3
;

2

1

2

3
;  . 

5. 4 16 .  Ответ:  i2;2  . 

6. 3 27i .  Ответ:  iii
2

3

2

33
;

2

3

2

33
;3  . 

7. 4 81 .  Ответ:  i
2

23

2

23
 . 

8. 3 8i .  Ответ:  iii 2;3;3  . 

9. 3 64i .  Ответ:  iii 232;232;4  . 

10. 3 64 .  Ответ:  i322;4  . 

11. i . Ответ:  
2

2

2

2
;

2

2

2

2
ii  . 

12. i . Ответ:  
2

2

2

2
;

2

2

2

2
ii  . 

13. 3 i . Ответ:  iii
2

1

2

3
;

2

1

2

3
;  . 

14. 
3 27 . Ответ:  ii

2

33

2

3
;

2

33

2

3
;3  . 

15. 6 64 . Ответ:  .31;2 i   

 

Задание 1.5 

Изобразите на комплексной плоскости множество точек, удовлетворяю-

щих указанным условиям: 

1.  1Im  ,11  ,11  zizz . 
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Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 1Re  ,3Im  ,222  zziz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 
4

arg  ,1  ,11 


 zizz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 0 

–1 

1 

4

7
  

y 

x 0 2 1 

–2 

–3 

y 

x 0 1 

1 
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4.  1Im0   ,2Re   ,1  zziz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.
4

3
arg

3

2
  ,1Im  ,1 





 zziz . 

 

Ответ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.  


 zziz arg
4

3
  ,1 Re  ,11 . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 0 

3

2
  

1 

4

3
  

y 

x 0 

4

3
  

–1 

1 

1 

y 

x 0 2 
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7. 
2

3
arg

4
5

  ,22  ,1 





 ziziz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.  
2
3

Re  ,12  ,11  ,13  zizzz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.  
4

arg0  ,22  ,11 


 zzz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 

0 

–1 

–2 

4
5

  

y 

x 0 

1 

–1 –3 –2 2

3
  

y 

x 0 1 2 

4


  

4 
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10.  
4

3
arg

2
  1, Im  ,3 Im  ,11 





 zzziz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

11.  3 Re  ,1 Im  ,22  zzz . 

Ответ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

12.  
2

)1( arg
4

  ,11 





 iziz . 

Ответ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 0 

1 

–1 

4

3
  

3 

y 

x 2 

–1 

3 0 

y 

x 

1 

1 0 
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13. 
2

)1( arg
4

  ,1  ,11 





 zizz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

14.  2 Re  ,0 Im1  ,1  zziz . 

Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15.  
4

3
)( arg

4
  ,22  ,1 





 iziziz . 

Ответ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 0 –1 

1 

y 

x 

–1 

2 0 

y 

x 0 

1 

2 
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2. Функции комплексной переменной 

 

Комплексная плоскость C , дополненная бесконечно удаленной точкой  

z , называется расширенной комплексной плоскостью и обозначается C .  

Связное открытое множество CD  называется областью.  

Если каждой точке Dz  соответствует по тому или иному правилу 

вполне определенное комплексное число )(zfw  , то говорят, что в области D  

определена однозначная функция )(zfw   комплексной переменной z . Если 

ivuwiyxz   , , то функция )(zfw   может быть представлена с помо-

щью двух действительных функций ),( yxuu   и ),( yxvv   действительных 

переменных x  и y :  

 ),( ),( )()( yxivyxuiyxfzfw  .  (2.1) 

Функции ),( yxu  и  ),( yxv  называются действительной и мнимой частя-

ми функции )(zfw   и обозначаются )(Re),( zfyxu   и  )(Im),( zfyxv   

соответственно. 

Если каждой точке Dz  соответствует хотя бы одно значение перемен-

ной w , а некоторым точкам соответствуют несколько (быть может, и бесконечно 

много) значений функции )(zfw  , то говорят, что в области D  определена 

многозначная функция )(zfw  . 

Рассмотрим основные функции комплексной переменной. 

1. Степенная функция N nzw n  , , определена, непрерывна и одно-

значна на всей расширенной комплексной плоскости С . 

2. Целая рациональная функция ,... 1
1

10 nn
nn azazazaw  


 

NC  nniai   ,,0  , , определена, непрерывна и однозначна во всех точках 

Cz . 

3. Дробно-рациональная функция 
mm

mm

nn

nn

bzbzbzb

azazaza
w














1

1

10

1

1

10

...

...
, 

NCC  mnmjbnia
ji

,   ,,0  , ,,0  , , определена, непрерывна и одно-

значна во всех точках Cz  за исключением тех точек, в которых знаменатель 

обращается в нуль.  

4. Показательная функция 
zew   комплексной переменной iyxz   

определяется равенством  

 ),sin (cos yiyeee xiyxz  
  (2.2) 

является непрерывной и однозначной во всех точках Cz , периодической 

функцией с периодом i2 . 

 5. Тригонометрические функции. Функции zsin  и zcos  определяются 

равенствами 
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2

cos  ,
2

 
2

sin
iziziziziziz ee

z
ee

i
i

ee
z

 






 , (2.3) 

являются непрерывными и однозначными во всех точках Cz , периодиче-

скими функциями с действительным периодом 2 .  

Справедливы формулы 

 yxiyxiyxz sh cosch sin)( sinsin  , (2.4) 

 .sh sinch cos)( coscos yxiyxiyxz   (2.5) 

Функции z tg  и z сtg  определяются равенствами 

z

z
z

z

z
z

sin

cos
 сtg  ,

cos

sin
 tg  . 

Отсюда функция z tg  непрерывна во всех точках , 
2

  , 


 kzz C  

Zk , а функция z сtg  непрерывна ZC  mmzz  ,   , . Функции z tg  

и z сtg  являются периодическими функциями с действительным периодом  . 

6. Гиперболические функции. Функции zsh   и zch   определяются соот-

ношениями 

 
2

сh   ,
2

sh 
zzzz ee

z
ee

z
 




 , (2.6) 

являются непрерывными и однозначными во всех Cz , периодическими 

функциями с периодом i2 . 

Функции zth  и zсth  определяются формулами 

 ,
sh 

ch 
сth   ,

ch 

sh 
th 

z

z
z

z

z
z   (2.7) 

при этом функция zth  непрерывна во всех точках ZC 






 


 kkizz   , 
2

   , , 

а функция zсth  непрерывна ZC  mmizz   ,     , . Функции zth  и zсth  

являются периодическими функциями с периодом i . 

Тригонометрические и гиперболические функции связаны между собой 

следующими соотношениями: 

 

).( ctg cth   ),(cth   ctg

),(  tg  th ),( th  tg

),( cosch   ),(ch cos

),( sin sh   ),(sh  sin

iziziziz

iziziziz

izzizz

iziziziz









 (2.8) 

7. Логарифмическая функция ,0  ,Ln  zzw  определяется как функция, 

обратная показательной функции ,wez   поэтому 

 Z kkzizzw   ),2(arg  ||lnLn .  (2.9) 

Функция zw Ln   является многозначной в каждой точке z , отличной от 

нуля и  . Главным значением zw Ln   называется то значение, которое полу-

чается из (2.9) при 0k  и обозначается zln , т. е.  
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zizz arg  ||lnln  . 

Тогда 

Z kkizz   ,2  lnLn . 

8. Общая степенная функция 
 zw  с показателем C  определяется 

соотношением 

 
zezw Ln  .  (2.10) 

Функция 
 zw  является, вообще говоря, многозначной, и ее главное 

значение равно 
ze ln
. 

9. Общая показательная функция ,  ,0  , C aaaw z
 определяется  

равенством 

 
azz eaw Ln . (2.11) 

 

10. Обратные тригонометрические функции ,cosArc  ,sinArc zwzw   

zwzw  Arcctg  , Arctg  определяются как функции, обратные соответствен-

но к функциям wzwzwzwz  ctg   , tg  ,cos  ,sin  , и являются много-

значными функциями. 

Покажем, например, что 

)1(Ln   cosArc 2  zziz . 

Равенство zw cosArc  равносильно равенству wz cos . Тогда в силу 

(2.3) 01 2
2

2 





iwiw
iwiw

eze
ee

z . 

Решая квадратное уравнение относительно 
iwe , получим  

12  zzeiw
. 

Отсюда 

)1(Ln  2  zziw . 

Значит, 

)1(Ln   cosArc 2  zziww . 

Аналогичным образом можно показать справедливость формул  

.Ln 
2

 Arcctg  ,
  1

1
Ln 

2
 Arctg

),1(Ln   cosArc  ),1(Ln   sin Arc 22

iz

izi
z

iz

izi
z

zzizziziz












 

11. Обратные гиперболические функции 

.
1

1
Ln 

2

1
Arcth   ,

  1

1
Ln 

2

1
th Ar

),1(Ln Arch   ),1(Ln sh Ar 22













z

z
z

z

z
z

zzzzzz
 

 

Пример 2.1  

Вычислите значение функции )2( sin i .  

Решение. Воспользуемся формулой (2.4), получим 
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)2(sh cos)2(ch sin))2( ( sin)2( sin  iii . 

Отсюда, учитывая, что 2sh )2(sh   ,2ch )2(ch   ,1cos  ,0 sin  , 

имеем 2sh  )2( sin ii  . 

Ответ: 2sh  )2( sin ii  . 
 

Пример 2.2  

Вычислите значение функции )1(th  i .  

Решение. Используя формулу (2.7), получим 
)(1ch 

)(1sh 
)1(th 






i

i
i . 

Найдем по формулам (2.6) значения  )(1sh  i  и )(1ch  i , получим  

.
2

)(1сh   ,
2

)(1sh 
1111  





iiii ee

i
ee

i  

Вычислим теперь значения функций 
ie1
 и 

 ie 1
 по формуле (2.2),  

получим  

.))( sin)( (cos 

,)sin(cos 

111

1









eiee

eiee

i

i

 

Отсюда 

,ch1
2

)(1сh   sh1;
2

)(1sh 
11








 ee

i
ee

i  

и, значит,  

1th 
1ch 

1sh 
)1(th  i . 

Ответ: 1th )1(th  i . 
 

Пример 2.3  

Вычислите значение функции )(Ln i . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.9). В нашем случае iz  . Найдем 

по формулам  (1.2) и (1.3) модуль || z  и главное значение аргумента zarg  ком-

плексного числа iz  , получим 

2
arg  ,1|| 1 ,0


 zzyxiz . 

Отсюда и в силу (2.9) имеем  

Z






 









 


 kkikii   ,2
2

 2
2

 1ln)(Ln . 

Ответ: Z






 


 kkii   ,2
2

 )(Ln . 

 

Пример 2.4  

Вычислите значение функции 
i)1( . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.11). В нашем случае iza    ,1 . 
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Тогда  

 
)1(Ln )1(  ii e .   

Найдем по формуле (2.9) значение функции )1(Ln  , имеем 

,arg ,1||0  ,11  zzyxz  

и, значит, 

Z kkiki   ),2( )2( 1ln)1(Ln . 

Получим 

Z  keee kkiii   ,)1( 2)2()1(Ln 2

. 

Ответ: Z  ke k   ,)1(Ln 2
. 

 

Пример 2.5 

Вычислите значение функции isin Arc . 

Решение. Воспользуемся формулой )1(Lnsin Arc 2zziiz  ; под-

ставляя iz   , получим 

)21(Lnsin Arc  ii . 

Так как  

 )21(arg,0)21(arg,1221,1221 , 

найдем   

.),2()12(ln)21(Ln

,,2)12(ln)21(Ln

Z

Z





mmi

kki
 

Следовательно, значения isinArc   образуют два множества: 

,),12(ln2)2)12((lnsinArc Z kikkiii  

Z mimmiii ),12(ln2))2()12((lnsinArc . 

Ответ: Z kiki ),12(ln2sinArc ; )12(ln2sinArc  imi , 

Zm . 

 

Пример 2.6  

Вычислите значение функции )1(th Ar i . 

Решение. Воспользуемся формулой
z

z
z






1

1
Ln 

2

1
h Art ; подставляя 

iz 1 , получим 

).21(Ln 
2

12
Ln 

2

1
)1(th Ar i

i

i
i 


  

Найдем по формуле (2.9) значение функции )21(Ln i :  

.  ),22 arctg( 5ln
2

1
)21(Ln 

2 arctgarg ,5 ||2 ,121

Z



kkii

zzyxiz
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Отсюда  

.   , 
2

1
  2 arctg 

2
5ln 

4

1
)1(th Ar Z







  kki
i

i  

Ответ: .   , 
2

1
  2 arctg 

2
5ln 

4

1
)1(th Ar Z







  kki
i

i  

 

Задание 2.1 

Вычислите значение функции. 

1. )( sin i .   Ответ:  .1ish  

2. 
ii .    Ответ:  Z



ke
k

  ,
2

2 . 

3. 
i12 .    Ответ:  .  ,22ln

Z ke ki
 

4. 2sinArc .   Ответ:  Z


kki ,2)32( ln
2

. 

5. )43( Ln i .   Ответ:  Z




  kki ,2

3

4
arctg 5ln . 

6. icosArc .   Ответ:  



















.,2
2

)12(ln

,2
2

)12(ln

Z

Z

kki

kki ;
 

7. icos .    Ответ:  .ch  

8. i2Arctg .   Ответ:  Z


k
i

k ,
2

3ln

2
. 

9. 
ii 4
.    Ответ:  Z ke k   ,82

. 

10. )(Ln i .    Ответ:  Z






 


 kki   ,2
2

 . 

11. 
2

sh
i

.    Ответ:  shi . 

12. isin .    Ответ:  Z




 


 mmi ,2
2

 )21( ln . 

13. )1( Ln i .   Ответ:  ., 
4

3
22ln

2

1
Z







  kik  

14. )1( cos i .   Ответ:  ).1( ch i  

15. )1(ch i .   Ответ:  1sin1sh1cos1ch i . 

 

 

3. Дифференцирование функций комплексной переменной 

 

1. Определение дифференцируемой функции  

Пусть функция )(zfw   определена в некоторой области D , точки z  и 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 24 

zz   принадлежат области D .  

Обозначим   

.),()( yixzzfzzfw   

Функция )(zfw   называется дифференцируемой в точке Dz , если 

отношение 
z

w




 имеет конечный предел при z , стремящемся к нулю. Этот 

предел называется производной функции )(zf  в данной точке z  и обозначается 

символом )(zf  , т. е.  

 
z

w
zfw

z 




 0
lim)( . (3.1) 

Если ),(),()(, yxivyxuzfwyixz  , то в каждой точке диффе-

ренцируемости функции )(zf  выполняются соотношения 

 

 
,

),( ),( 
  ,

),( ),( 

x

yxv

y

yxu

y

yxv

x

yxu


















 (3.2) 

  

называемые условиями Коши – Римана. 

Обратно, если непрерывно дифференцируемые функции ),( yxu  и 

),( yxv  в точке ),( yx  удовлетворяют условиям Коши – Римана, то функция 

),( ),( yxivyxuw   дифференцируема в точке iyxz  . 

2. Определение аналитической функции  

Функция )(zfw   называется аналитической в данной точке Dz , если 

она дифференцируема как в самой точке z , так и в некоторой ее окрестности. 

Функция )(zf  называется аналитической в области D , если она дифференци-

руема в каждой точке этой области. Для любой аналитической области )(zf  

справедливо  

 

 
.

),( 
 

),( ),( 
 

),( 
)(

y

yxu
i

y

yxv

x

yxv
i

x

yxu
zf



















  (3.3) 

 

3. Определение гармонической функции 

Если функции ),( yxu  и ),( yxv  дважды непрерывно дифференцируемы 

по обеим переменным в области D  и функция ),( ),( yxivyxuw   является 

аналитической в этой области, то функции ),( yxu  и ),( yxv  удовлетворяют в 

области D  уравнению Лапласа: 

,0
  

   ,0
  

 
2

2

2

2

2

2

2

2






















y

v

x

v
v

y

u

x

u
u  

т. е. функции ),( yxu  и ),( yxv  являются гармоническими в области D   
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функциями. 

Гармонические функции ),( yxu  и ),( yxv , удовлетворяющие в области 

D  условиям Коши – Римана, называются сопряженными. 

Всякая гармоническая в односвязной области D  функция служит  

действительной (мнимой) частью некоторой аналитической в этой области 

функции. 

 

Пример 3.1  

Докажите аналитичность функции 
izezw    в области определения. 

Найдите значение ее производной в заданной точке 
20


z . 

Решение. Найдем действительную ),( yxu  и мнимую ),( yxv  части функ-

ции 
izezw   . Пусть iyxz  , тогда  

. )sin cos (  )sincos(

)sin(cos )( )( )( )( 

yy

yixy iyxi

exxxyiexyxx

xixeiyxeiyxeiyxw







 

Значит, 
yy exxxyyxvexyxxyxu    )sincos(),(  , )sincos (),( . 

Проверим справедливость условий Коши – Римана для функции 
izezw    

на всей комплексной плоскости. 

Найдем частные производные первого порядка функций ),( yxu  и ),(  yxv : 

 
yexyxxx

x

u 



 )cossin(cos

 
, 

 
yexyxxx

y

u 



 )sincossin(

 
, 

 , )cossinsin(
 yexxxxy

x

v 



 

 . )sincos(cos
 yexxxyx

y

v 



 

Так как функции ),( yxu  и ),( yxv  являются непрерывно дифференциру-

емыми функциями в любой точке ),( yx  и удовлетворяют условиям  

Коши – Римана на всей комплексной плоскости, то функция 
izezw    является 

аналитической функцией Cz .  

Воспользуемся формулой (3.3) для нахождения )(zf  , имеем 

).1())( 1(

))(1( )sin(cos)sin(cos )(  )sin(cos

 )cossinsin(  )cossin(cos
 

 
 

)(

2

izeiyxiee

iyxiexixxixeiyxiexix

exxxxyiexyxxx
x

v
i

x

u
zf

izyiix

yyy

yy
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 Значит, )1()( izezf iz  . Отсюда найдем 




 

2
f , получим 






 






 



2
 1

2
2

 

ief
i

. 

Учитывая, что iie
i










2
sin 

2
cos2

 

, имеем if 







 

22
. 

Ответ:  if 







 

22
. 

 

Пример 3.2  

Определите, является ли функция izzzf 2Im)(   аналитической. 

Найдите производную функции )(zf  в точках, в которых она существует. 

Решение. Найдем действительную ),( yxu  и мнимую ),( yxv  части функ-

ции izzzf 2Im)(  . 

Пусть iyxz  , тогда )2(2)(Im)()( 2  yixyiiyxiyxzf . 

Значит, 2),(,),( 2  yyxvxyyxu . Функции ),( yxu  и ),( yxv  дифферен-

цируемы в любой точке );( yx . Вычислим их частные производные первого по-

рядка: y
y

v

x

v
x

y

u
y

x

u
2,0,, 



















. 

Составим условия Коши – Римана для данной функции: 



























.

,

x

v

y

u

y

v

x

u

  

















.0

,0

,0

,2

x

y

x

yy
 

Следовательно, условия Коши – Римана выполняются только в одной 

точке )0;0( . Поэтому функция )(zf  является дифференцируемой только в точ-

ке 0z  и не является аналитической ни в одной точке комплексной плоскости.  

Найдем )(zf  . Воспользуемся формулой 
x

v
i

x

u
zf









 )( . Тогда  

0)0()0(

0

0

0

0 


























y

x

y

x iy
x

v
i

x

u
f . 

 Ответ: .0)0( f  

 

Пример 3.3  

Может ли функция 
3223 236),( yxyyxxyxv   являться мнимой ча-

стью аналитической функции )(zf ? В случае положительного ответа найдите 

)(zf , если 0)0( f . 
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Решение. Покажем сначала, что функция ),( yxv  является гармонической 

на всей комплексной плоскости функцией. Найдем  
2

2  

x

v




 и 

2

2  

y

v




, получим  

.126
 

666
 

,126
 

3123
 

2

2
22

2

2
22

yx
y

v
yxyx

y
v

yx
x

v
yxyx

x
v



















 

Тогда   

0
 ),(  ),( 

2

2

2

2











y

yxv

x

yxv
 

для любой точки ),( yx , и, значит, функция ),(  yxvv   является гармонической 

функцией на всей комплексной плоскости.  

Найдем теперь сопряженную с ),( yxv  функцию ),( yxu . Воспользуемся 

условиями Коши – Римана, получим  

 ,666
   22 yxyx

x

u

y
v

x
u














 (3.4) 

 .3123
   22 yxyx

y

u

x

v

y

u















 (3.5) 

Проинтегрируем равенство (3.4) по переменной x , имеем 

 .)( 632),( 223 yxyyxxyxu   (3.6) 

Продифференцируем равенство (3.6) по переменной y .  

В силу (3.5) получим 

.3123)(123 222 yxyxyxyx   

Отсюда 
23)( yy  , и, следовательно,  сyy  3)( .  Значит, 

.632),( 3223 cyxyyxxyxu   

Составим функцию )(zf , получим 

).236( 632)(

),( ),( )(
32233223 yxyyxxicyxyyxxzf

yxivyxuzf




 

Тогда 

. )2()( )2(

)3 3( )3 3( 2)(
33

32233223

cziciyxi

ciyyxixyxiiyyxixyxzf




 

Учитывая, что 0)0( f , найдем c : 

000)2(0)0(  ccif . 

Значит, 
3)2()( zizf  . 

Ответ:  
3)2()( zizf  . 
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Задание 3.1 

Докажите аналитичность функции в области определения. Найдите  

значение ее производной в заданной точке .
0

z  

1. .1,)(
0

3 izizzf   Ответ:  .6)1(  if  

2. .
6

,)(
0

21 
  zezf iz

 Ответ:  ).3(
6

 ief 




   

3. .1,2)(
0

2 izizzzf   Ответ:  .54)1( iif    

4. .
3

2
,)(

0

23 i
zizzzf   Ответ:  .

3

4

3

4

3

2
 

ii
f 







  

5. .,
1

)(
0

iz
z

zf   Ответ:  .1)(  if  

6. .,)(
0

3 izizzzf   Ответ:  .2)(  if  

7. .
2

33
,

32

1
)(

0







i
z

z
zf  Ответ:  .

9
2

2
33






  i

f  

8. .
3

,)(
0

21 i
zezf z 
 

 Ответ:  ).31( 
3

 ie
i

f 






   

9. .1,)(
0

 izzezf z
 Ответ:  .)1( 1ieif   

10. .0, )1()(
0

2  zezzf z
 Ответ:  .3)0( f  

11. .1,)(
0

3  zzzf  Ответ:  .3)1( f  

12. .2,)()(
0

2 izizzf   Ответ:  .2)2( iif   

13. .5,)(
0

2

izezf z  
  Ответ:  .10)5( 25eiif   

14. .2,
2

cos)(
0

iz
z

zf   Ответ:  .1sh
2

1
)2( iif   

15. .1,ch)(
0

izzzf        Ответ:  .1ch1sin1sh1cos)1(  iif  

 

Задание 3.2 

Может ли данная функция являться действительной или мнимой частью 

аналитической функции )(zf ? В случае положительного ответа найдите )(zf . 

1.   .
1

)(,
22 




 f
yx

x
u  Ответ:  .

1

z
 

2.   .12)(  ,22  iifyxyv  Ответ:  .22 zz   

3.   .2)(  ,23  ifxyxv  Ответ:  .3 2ziz   

4.   .12)(  ,222  iifxyxu  Ответ:  .22 zz   

5.   .1)0(  ,sin   fyxev y
 Ответ:  .zeiz   

6.   .1)0(  ,1222  fxyxu  Ответ:  .122  zz  

7.   .1)0(  ,cos   fxxeu y
 Ответ:  .izez   
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8.   .1)0(  ,22  fyxyv  Ответ:  .122  zz  

9.   .1)0(  ,3 32  fyyxv  Ответ:  .13 z  

10. .72)1(  ,6222 ifyxyv   Ответ:  iziz 622  . 

11.  .1)0(  ,sin1 ifeyu x   Ответ:  .1 zie  

12.  .0)0(  ,22  fxxyv  Ответ:  .22 izz   

13.  .)0(  ,22 ifyxyu   Ответ:  .22 iiziz   

14.  .0)0(  ,2  fyxyv  Ответ:  .2 zz   

15.  .0)0(  ,2  fxyyu  Ответ:  .2 iziz   

 

4. Интеграл от функции комплексной переменной 

 

 1.  Интегрирование непрерывных функций 

Пусть в области D  комплексной плоскости определена однозначная и 

непрерывная функция ),(),()( yxivyxuzf  , а l  – кусочно-гладкая замкну-

тая или незамкнутая ориентированная кривая, лежащая в D . 

 Вычисление интеграла 
l

dzzf )(  от функции )(zf  комплексной пере-

менной iyxz   сводится к вычислению криволинейных интегралов второго 

рода по формуле 

   
l ll

udyvdxivdyudxdzzf )( ,  (4.1) 

где интегралы зависят от пути интегрирования. 

 Если кривая, соединяющая точки А и В, задана параметрическими урав-

нениями ( ),   ( )x x t y y t   и  ,)( ,)( ,)( ,)( 2211 BBAA ytyxtxytyxtx  то фор-

мула (4.1) принимает вид 

  
2

1

,)())(()(
t

t

dttztzfdzzf
l

  (4.2) 

где  )()()( tiytxtz  . 

Если путь интегрирования является полупрямой, выходящей из точки 
0

z , 

или окружностью с центром в точке 
0

z , полезно делать замену переменной  

вида 

 
 iezz

0
. (4.3) 

  

2. Интегрирование аналитических функций 

Если )(zf  – аналитическая функция в односвязной области D , то инте-

грал не зависит от пути интегрирования. В этом случае  
l

dzzf 0 )( , где l  – 

любой замкнутый кусочно-гладкий контур в области D . 
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Если )(zf  – аналитическая функция в односвязной области D , содержа-

щей точки 
0

z  и  
1

z , то имеет место формула Ньютона – Лейбница: 

 )()( )(
01

1

0

zzdzzf
z

z

 ,   (4.4) 

где )(z – какая-либо первообразная для функции )(zf , т. е. )()( zfz   в 

области D . 

Если функции )(zf  и )(z  – аналитические в односвязной области D , а 

0
z  и 

1
z  – произвольные точки этой области, то имеет место формула интегри-

рования по частям: 

 
1

0

)()()]()([)( )(
0

1
1

0

z

z

dzzfz
z

z
zzfdzzzf

z

z

. 

3. Интегрирование многозначных функций 

 При интегрировании многозначной функции нужно выделить ее одно-

значную ветвь, задав значение функции в некоторой точке кривой, по которой 

ведется интегрирование (пример 4.5). 

4. Интегральная формула Коши 

Если функция )(zf  является аналитической в односвязной области D , 

ограниченной кусочно-гладкой замкнутой линией l , и непрерывна вплоть до 

границы l , то для любой внутренней точки Dz 
0

 справедлива интегральная 

формула Коши 

,
)(

 
2
1

)(
0

0
dz

zz

zf

i
zf

l

 
  

рассматривается положительный обход вдоль линии l  (при движении вдоль l  

область D  остается слева). 

Если функция )(zf  аналитична в области D  и на ее границе l , то для 

любого натурального n  имеет место интегральная формула Коши для  

производных 

 


l

n

n

zz

zdzf

i

n
zf

1

0

0

)(

)(

)(

2

!
)( , 

где Dz 
0

. 

 

Пример 4.1  

Вычислите интеграл  
ABl

dzzz ,Re  где  ABl  – отрезок 

прямой, соединяющий точки iz
A

1  и iz
B
   

(рис. 4.1). 

 Решение. Найдем уравнение прямой, проходящей 

 

i 

Рис. 4.1 

0 

z 

A –i 

1 

B 
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через точки )1;1( A   и  









AB

A

AB

A

yy

yy

xx

xx
B :)1;0( 









)1(1

)1(

10
1 yx  

).1( )1(2  yx  

 Значит,  

 012  yx .   

 Составим параметрические уравнения отрезка AB  с началом в точке A  и 

концом в точке B . Пусть tx  , тогда в силу (4.3): 0  ,1  ,21
21
 ttty . 

 Применим формулу (4.2). В нашем случае )21()( ,Re)( tittzzzzf  . 

Отсюда  

itzttittzf 21)(  ,))21(())((  . 

 Следовательно,  

   dtttitidtittitdzzz
ABl

))2(()21()21())21((Re
0

1

22
0

1

 

iii
tt

i
t

i
2

1

3

2

6

1

3

1
)21(

3

2

23
)21(

1

0323






 














  . 

 Ответ: i
2

1

3

2
 . 

  

Пример 4.2  

Вычислите интеграл 
l

dzzIm , где l – дуга 

окружности 
4

arg
2

  ,2





 zz  (начало 

пути в точке iz 2 ). 

 Решение. Параметрические уравнения ду-

ги окружности 2z  с центром в начале коор-

динат и радиусом 2R , заключенной между 

лучами 
2

arg


z  и 
4

arg


z  (рис. 4.2), име-

ют вид 
4

 ,
2

  ,sin2  ,cos2
21





 tttytx . 

Тогда tittz sin2cos2)(  , и, значит, 
itetz 2)(  . 

 Применяя формулу (4.2), имеем 














4

2

2
4

2

)cossin4sin4()cos2sin2(sin2Im dtttitdttittdzz
l

. 

 Вычисляя последний интеграл, получим 

 

















4

2

4

2

4

2

22 cossin4sin4 )cossin4sin4( dttidttdtttit  

 

4


  

Рис. 4.2 

0 

z 

A –2i 

2 

B 
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2

4

2

2

44

2

4

2

 sin22sin
2
1

2sinsin4 )2cos1(
2
1

4 titttdtidtt  

.
2

3
11

2

1
2

22

1

4
 2 ii 








 





 





 



  

 Следовательно, idzz
l




 2
3

1Im . 

Ответ: i



2

3
1 . 

   

Пример 4.3  

Вычислите  
l

dzzz  )1412( 35
, где l  – отрезок прямой, соединяющий 

точки 1
A

z  и iz
B
 .  

 Решение. Используя формулу Ньютона – Лейбница, в силу свойства  

аддитивности имеем 

.5412)112()2(

)2( )1412(

46

1

4635

iiiii

zzzdzzz
i

l



  

 Ответ: i5 . 

 Если функции )(zf  и )(zg  являются аналитическими в односвязной об-

ласти D , содержащей точки 
1

z  и 
2

z , то справедлива формула интегрирования 

по частям: 

 
2

1
1

2
2

1

 )()(  ))()(( )()(
z

zz

zz

z

dzzgzfzgzfdzzgzf . 

 Пример 4.4  

Вычислите 


l

z dzez   , где l – отрезок прямой, соединяющий точки 1
A

z  

и iz
B

 .  

 Решение. Функция 
zezzf )(  является аналитической на всей ком-

плексной плоскости, следовательно, интеграл от )(zf  не зависит от пути инте-

грирования. 

 Воспользуемся формулой интегрирования по частям, получим 

. )(    )( 11

1111













   eeeieeezdzeezdzezdzez ii
i

zz
i

z
i

z
i

z

l

z
 

Учитывая, что 1)( sin)( cos  ie i
, имеем 

iedzez
l

z  


121  . 

 Ответ: ie  121 . 
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 Пример 4.5  

Вычислите интеграл 
l z

dz
3

, где l – верхняя 

дуга окружности 1z . Для 3 z  берется та 

ветвь, для которой 113   (рис. 4.3). 

 Решение.  

1-й способ. Пусть )sin(cos  izz , 

тогда  ,
3

2
s in

3

2
cos33








 





k
i

k
zz  

,2 ,1 ,0k  т. е. существует три различные ветви функции 3 z . Выберем ту од-

нозначную ветвь функции 3 z , для которой 113   (т. е. 0k ). Учитывая, что 

1z , получим 

 
3

sin
3

cos3 



 iz .  (4.5) 

 Вычислим интеграл, применяя формулу Ньютона – Лейбница: 

      2
3

2
3

1

1
2

3
1

1
33

11 
2
3

 
2
3




 z
z

dz

z

dz

l

. 

 Воспользуемся формулой (4.5) для нахождения 3 1 :    

2

3
 

2

1

3
sin

3
cos13 ii 





 . 

 Отсюда и в силу выбора 113   окончательно получим: 

iii
z

dz

l 4

33

4

9

2

3

2

3

2

3
1

2

3

2

1

2

3
2

3

































 . 

 Ответ: i
4

33

4

9
 . 

 2-й способ. Положим 
 iez , тогда  deizd i

.  

  iiiedei
ii

4

33

4

9
1

2

3

2

1

2

3
1

3

2
sin

3

2
cos

2

3

2

3

0

3

2

0

3

2

















 . 

 Ответ: i
4

33

4

9
 . 

 

Пример 4.6  

Вычислите интеграл dz
z

e

iz

iz


 1

2 1
. 

Решение. Область D  есть круг с границей 1 iz , представляющей  

собой окружность радиусом 1 и центром в точке i . 

z  

l 

0 1 –1 

Рис. 4.3 
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Функция 
12 z

eiz

 имеет две особые точки iz 
1

 и iz 
2

:  DzDz 
21

  , . 

 Подынтегральную функцию представим в виде   

iz

zf

izz

e

z

e iziz












)(1

112
. 

 Отсюда и в силу интегральной формулы Коши получим 

1

11

2
2 1 

1












 e

iz

e
idz

iz
z

e

dz
z

e

iz

iz

iz

iz

iz

iz

. 

 Ответ: 
1e . 

  

Пример 4.7  

Вычислите dz
z

z

z

 
1

cos

2
2

 
. 

 Решение. В нашем случае D  является областью, ограниченной окружно-

стью радиусом 2  и центром в начале координат. 

 Подынтегральная функция 
1

cos
2 z

z
 имеет две особые точки 1

1
z  и 1

2
z , 

принадлежащие области D .  

 Построим такие две окружности 

1
l  и 

2
l  с центрами в точках 

1
z  и 

2
z  до-

статочно малого радиуса  ,r 0r , 

чтобы они не пересекались и целиком 

лежали в круге 2z  (рис. 4.4). 

 В трехсвязной области, ограни-

ченной 
21

 , ,2 llz   подынтегральная 

функция является аналитической.  

 Отсюда и в силу следствия (4.2) 

имеем  

dz
z

z
dz

z

z
dz

z

z

llz

 
1

cos
 

1

cos
 

1

cos

21

22

2

2 








. 

 Используя интегральную формулу Коши, вычислим полученные интегралы: 

1cos
1

cos
2 

1
1

cos

 
1

cos

11
2

1








 

 i
z

z
idz

z
z

z

dz
z

z

zrzl

, 

1cos
1

cos
2 

1
1

cos

 
1

cos

11
2

2








 

 i
z

z
idz

z
z

z

dz
z

z

zrzl

. 

  

Окончательно получим 

Рис. 4.4 

z 

1l  

0 1 –1 

2l  

1z  2z

2 
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01cos 1cos  
1

cos

2
2







iidz
z

z

z

. 

 Ответ: 0 . 

  

 Пример 4.8  

Вычислите dz
iz

z

iz

 
)(

sin

1

3
 

. 

 Решение.  

1sh )sin( )(sin 
!2

2
 

)(

sin

1

3








 iiiz
i

dz
iz

z

iz
iz

. 

 Ответ: 1sh i . 

 

Задание 4.1 

Вычислите интеграл. 

1. 
 3

23

2

.
22z zzz

dzz
  Ответ:  .2 i  

2. 
 


 



4

23 .
6116

 1

z zzz

dzz
  Ответ:  .0  

3. 
 11

4 .
1z z

zdz
  Ответ:  .

2
i

 

4. 
 



4

2 .
1

z

z

dz
zz

e
 Ответ:  .2

1
i

e
e




 

5. 
 


 2

2 .
34

ch

z

dz
zz

zi
 Ответ:  .1cos i  

6. 
 32

2 .
6

2

z

z

zz
dze

 Ответ:  .
3
i

  

7. 
 1

2 .
2z

z

zz
dze

 Ответ:  .i  

8. 
 1

2 .
1iz

iz

z
dze

 Ответ:  .
e


 

9. 
 



21

2 .
32

2
sin

z

dz
zz

z

 Ответ:  .
2
i

 

10. 
 2

2 .
34

sin

z

dz
zz
iz

 Ответ:  .1sh  

11. 
 1 )2(

1
.

tg

z z

dz

ze

z
 Ответ:  .0  
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12. 
 21

2
.

3

 cos

z

dz
zz

z
 Ответ:  i

3

2
. 

13. 
 12

2 .
16iz z

dz
 Ответ:  .0  

14. 
 2

.
1

tg

z

dz
z

z
 Ответ:  .1tg2 i  

15. 
 3

2 .
4z

z

z
dze

 Ответ:  .2sini  

 

Задание 4.2 

 Вычислите интеграл. 

1.  
AB

ABdzz   ,2
 парабола, izzxy

BA
 1,0,2

.  

Ответ:  
15

514 i
. 

2. 
AB

ABdzz  ,Im 3
– отрезок прямой, izz

BA
22,0  .     

Ответ:  i88 . 

3. CABdzz
ABC

 , – ломаная, izzz
CBA

 1,0,1 .  

Ответ:  
2

1

2

2

2

2
 i . 

4. 
AB

ABdzz   ,2
– отрезок прямой, izz

BA
 1,0 .  

Ответ:  )1(
3

2
i . 

5. 
AB

ABdz
z

z
  ,Re – отрезок прямой, 2,1 

BA
zz .  

Ответ:  1. 

6. 
AB

z
ABzdze  ,Im

2

– отрезок прямой, izz
BA

21,0  .   

Ответ:    




  ie

5

2

5

1
15

. 

7. 
AB

ABdzzz   , – отрезок прямой, 0,1 
BA

zz .  

Ответ:  
3
1

 . 
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8. 
AB

ABdzzz   ,Im 2
– отрезок прямой, izz

BA
 1,0 .  

Ответ:  i . 

9. 
AB

ABzdz  ,Re – отрезок прямой, izz
BA

 1,0 .  

Ответ:  )1(
2
1

i . 

10. CABzdz
ABC

  ,Re – ломаная, izzz
CBA

 1,1,0 .  

Ответ:  i
2
1

. 

11. 
AB

ABzdz  ,Im – отрезок прямой, izz
BA

 2,0 .    

Ответ:  .
2

2 i
 

12.   
AB

ABdzzi  , 21 – отрезок прямой, izz
BA

 1,0 .  

Ответ:  22 i . 

13.   CABdzzi
ABC

   , 21 – ломаная, izzz
CBA

 1,1,0 .  

Ответ:  2 . 

14.  
AB

z ABdze  ,  отрезок прямой, izz
BA

 1,0 .     

Ответ:  1)1sin1(cos  ie . 

15. 
AB

ABdzz  , – отрезок прямой, .1,1 
BA

zz   

Ответ:  .1  

 

Задание 4.3 

 Вычислите интеграл. 

1.   
C

zdzz ,Re   С:  1z . Ответ:  0 . 

2.     
C

dzzzz ,2
  С:   zz arg0,1 . Ответ:  

3
8

 . 

3.   
C

dzz ,   С:   zz arg0,1 .  Ответ:  – 2. 

4.   
C

dz
z
z

,   С:  0Re,2  zz . Ответ:  i4 . 

5.   
C

dzzz ,  С:  0Re,4  zz . Ответ:  i64 . 

6.   
C

dzzz ,Re 2
  С:  0Im,1  zz . Ответ:  

3
2

. 

7.    
C

dzzz ,   С:  0Im,0Re,1  zzz . Ответ:  1i . 
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8.     
C

dzz ,   С: 






 

4

5
arg

4

3
,2 zz . Ответ: i24 . 

9.     
C

dzz ,  С: 2z . Ответ:  i8 . 

10.   
C

dzzz ,  С:  0Im,1  zz . Ответ:  0. 

11.    
C

dzz ,
2

 С:  0Im,0Re,2  zzz . Ответ: )1(8 i . 

12.     
C

dzzz , 2
 С:  0Re,1  zz . Ответ:  i2 . 

13.   
C

dzzzz ,  С:  0Im,2  zz . Ответ:  32. 

14.     
C

dzz ,2  С: 






 


2

arg0,2 zz . Ответ:  442  ii . 

15.     
C

dzzi ,  С: .1z  Ответ:  .4  

 

Задание 4.4 

Вычислите интеграл от аналитической функции. 

1.   
L

zdzez , 1   L:  0Re,1  zz .  

Ответ: 1cos2i . 

2.   
AB

dzzz , 172 AB  отрезок прямой, izz
BA

 1,1 .   

Ответ:  i
3
26

2
9
 . 

3.   
AB

dzzz , 1412 35
AB  отрезок прямой, izz

BA
 ,1 .  

Ответ:  i5 . 

4. 
ABC

z dzez ,
43 ABC  ломаная, 0,1, 

CBA
zziz .  

Ответ:  
4

1 e
. 

5.   
ABC

dzzz , cos2 ABC  ломаная, izzz
CBA
 ,1,0 .    

Ответ:  





 

3
1

1sh i . 

6.   
ABC

dzizz , cosch ABC  ломаная, izzz
CBA
 ,1,0 .  

Ответ:  ish2 . 

7.    
L

dzzz , ch  L:  0Im,1  zz .  

Ответ: 1sh2 . 
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8.   
AB

dzzz , 23 2
 AB:  izzxy

BA
 1,0,2

.  

Ответ:  i42 . 

9.   
ABC

dzz , 12 ABC  ломаная, izizz
CBA
 ,1,0 .    

Ответ:  i
3
2

. 

10.   
L

dzzz , sin  L:  0Re,1  zz .  

Ответ:  0. 

11.   
AB

dzz , 12   AB:  izzxy
BA

 1,0,3
.  

Ответ:  i31 . 

12.   
L

dzziz , 3cos 2
  L:  0Im,1  zz .  

Ответ:  )1sh22(  . 

13.   
ABC

dzz , 19 ABC  ломаная, izzz
CBA
 ,1,0 .   

Ответ:  i
10

1
. 

14.   
ABC

dzzz , sin 5
ABC  ломаная, izzz

CBA
2,1,0  .  

Ответ:  
3
29

2ch  . 

15.   
AB

dzzz , sin3
 AB:  1,1 

BA
zz .   

Ответ:  0. 

 

Задание  4.5 

 Вычислите интеграл. 

1.   
  

 



21

2

2

 21

1

z

dz
zzz

z
. Ответ:  

6

5 i
. 

2.   
 


 



11

22 1

sin

z

dz
z

z
.  Ответ:  0 . 

3.   
 


 2

3

cos

z

dz
iz

z
. Ответ: 1chi . 

4.   
1

3

cos

z

dz
z

z
. Ответ:  i . 

5.   
1

3

2sh

z

dz
z

z
. Ответ:  i2 . 
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6.  
   


 



2

2

31
4

sin

z

dz
zz

z

. Ответ:  
8

)2(2 


i
. 

7.  
   


 11

33

11z zz

dz
. Ответ:  

8

3 i
. 

8. 
   

 63

3 42z zz

zdz
. Ответ:  

27

2 i
 . 

9. 
 2

2)1(

ch

z

dz
z

z
. Ответ:  1sh2 i . 

10.
 

 12

22

1

4z

z

dz
z

e
. Ответ:  0. 

11. 





2

1
3 1
cos

1

z

dz
zz

. Ответ:  i3 . 

12. 




2

1
2

sin1

z

dz
z

z
. Ответ:  i 2 . 

13.
 

 11

22 1z

iz

dz
z

e
. Ответ:  )1sin1(cos

22
i

i






 




 . 

14.   
   

 21
22

11iz zz

dz
. Ответ:   i . 

15.   
 

 22

22
.

3iz z

dz
 Ответ:  

18

3
. 

 

5. Ряды в комплексной области 

 

1. Числовые ряды 

Числовым комплексным рядом называется ряд вида 

...,...
21

1





n

n
n

zzzz  

где 
n

z  – последовательность комплексных чисел.  

Ряд )(
11

n
n

n
n

n
yixz 









сходится тогда и только тогда, когда сходятся  

ряды 


1n
n

x  и 


1n
n

y .  

Ряд )(
11

n
n

n
n

n
yixz 









 называется абсолютно сходящимся, если сходит-

ся ряд 









1

22

1 n
nn

n
n

yxz . 

Свойства сходящихся рядов: 

1. Необходимый признак сходимости. 
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Если ряд 


1n
n

z  сходится, то 0lim 


n
n

z . 

2. Если сходится ряд 


1n
n

z , то сходится и ряд 


1n
n

z , т. е. из абсолютной 

сходимости ряда следует его сходимость. 

3. Если для ряда 


1n
n

z существует сходящийся числовой ряд 


1n
n

c  с поло-

жительными членами 
n

с  такой, что N
00

,, nnncz
nn

, то ряд 


1n
n

z   

сходится абсолютно. 

Признак Даламбера 

Если существует предел L
z

z

n

n

n





1lim , то при 1L  ряд 


1n
n

z  сходится  

абсолютно, а при 1L  – расходится. 

Признак Коши 

Если существует предел Lzn

n
n




lim , то при 1L  ряд 


1n
n

z  сходится 

абсолютно, а при 1L  – расходится. 

2. Функциональные ряды 

Функциональным рядом в комплексной области называется выражение 

вида  

...,)(...)()()(
21

1






zfzfzfzf
n

n
n

 

где )(zf
n

– функции комплексной переменной z . 

Ряд )(
1

zf
n

n




 называется равномерно сходящимся в области D  к сумме 

)(zf , если для любого 0  существует номер )( NN  такой, что при 

Nn   и для любого Dz  выполнено условие 


)()(
1

zfzf
n

k
k

. 

Признак Вейерштрасса 

Если при любом z  из области D  выполняется неравенство 

N nazf
nn
,)( , а числовой ряд 



1n
n

a  сходится, то )(
1

zf
n

n




 сходится  

равномерно в D .  

Признак Даламбера абсолютной сходимости функционального ряда 

Если существует )(
)(

)(
lim 1 zL

zf

zf

n

n

n





, то при 1)( zL  ряд )(
1

zf
n

n




  

сходится абсолютно, а при 1)( zL  – расходится. 

 

 

Признак Коши абсолютной сходимости функционального ряда 
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Если существует )()(lim zLzfn
n

n




, то при 1)( zL  ряд )(
1

zf
n

n




  

сходится абсолютно, а при 1)( zL  – расходится. 

3. Степенные ряды 

Комплексным степенным рядом называется ряд вида 
n

n
n

zzc )(
0

1






, где 

n
cz ,

0
 – заданные комплексные числа, а z  – комплексная переменная. 

 

Областью сходимости степенного ряда называется множество всех точек 

z , в которых этот ряд сходится. 

Для каждого степенного ряда существует так называемый круг сходимо-

сти с центром в точке 
0

z  и радиусом сходимости 0, RR , который можно 

вычислить по формуле 

  

 

1

lim



n

n

n c

c
R  или 

n
n

n c
R

1
lim



 ,  

 

если эти пределы существуют. 
 

Теорема о почленном дифференцировании и интегрировании степенного 

ряда. Пусть 0R  – радиус сходимости степенного ряда. Тогда этот ряд можно 

почленно дифференцировать в круге Rzz 
0

 любое число раз и почленно 

интегрировать вдоль любой гладкой кривой, расположенной в круге 

Rzz 
0

. Полученные при этом степенные ряды имеют тот же радиус сходи-

мости R , что и исходный ряд. 

4. Ряды Тейлора и Лорана 

Теорема о разложении функции в ряд Тейлора. Если однозначная функция 

)(zf  является аналитической в точке 
0

z , то функция )(zf  разлагается в 

окрестности этой точки в ряд Тейлора: 

n

n
n

zzczf )()(
0

0






, 

где коэффициенты 
n

c  вычисляются по формулам 

;...,2,1,0,
!

)(

)(

)(

2

1 0

)(

1

0




  
n

n

zf
zd

zz

zf

i
c

n

l

nn
 

0,:
0

 rrzzl , – окружность с центром в точке 
0

z , лежащая в окрестности 

точки 
0

z , в которой функция )(zf  является аналитической. 

  

 

 

 

Разложения в ряд Тейлора основных элементарных функций 
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C 




z
n
z

n
zz

ze
n

nn
z ,

!
...

!
...

!2
1

0

2

. 

C





 






z
n

z

n

zzz
zz

n

nn

,
)!12(

...
)!12(

...
!5!3

sh
0

121253

. 

C 




z
n

z

n

zzz
z

n

n

,
)!2(

...
)!2(

...
!4!2

1ch
0

22n42

. 

C








 







z
n

z

n

zzz
zz

n

nnn

,
)!12(

)1(
...

)!12(

)1(
...

!5!3
sin

0

1212n53

. 

C





 




z
n

z

n

zzz
zos

n

nnn

,
)!2(

)1(
...

)!2(

)1(
...

!4!2
1c

0

22n42

. 

1,
)1(

...
)1(

...
32

)1(ln
1

11-32







 






z
n

z

n

zzz
zz

n

nnnn

. 

.1,
!

)1()2)(1(
1...

!

)1()2)(1(

...
!3

)2)(1(

!2

)1(

!1
1)1(

1

32



























zz
n

n
z

n

n

zzzz

n

n

n 
 

1,......1
1

1

0

2 







zzzzz
z n

nn
. 

1,)1()1(...1
1

1

0

32 







zzzzzz
z

n

n

nnn
. 

  

Теорема о разложении функции в ряд Лорана 

 Если функция )(zf  является однозначной и аналитической в кольце 

Rzzr 
0

, то функция )(zf  разлагается внутри его в ряд Лорана по неот-

рицательным и отрицательным степеням 
0

zz  , т. е.  













 


1
0

0
0

0 )(
)()()(

n
n

nn

n
n

n

n
n zz

c
zzczzczf , 

где коэффициенты вычисляются по следующим формулам: 

...,2,1,0,
)(

)(

2
1

1

0




  
nzd

zz

zf

i
c

l

nn
, 

...,2,1,)()(
2
1 1

0



 




nzdzzzf

i
c

l

n

n
, 

l:  Rrzz  ,
0

. 

Ряд 
n

n
n

zzc )(
0

0






 с неотрицательными степенями 
0

zz   называется  
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правильной, или регулярной, частью ряда Лорана. Ряд 






1
0
)(n

n

n

zz

c
 с отрица-

тельными степенями 
0

zz   называется главной частью ряда Лорана. 

Если 0
n

c  и существует конечный предел 
n

n

n c

c
r






 1lim , то ряд сходится 

в области rzz 
0

. 

 

Пример 5.1  

Определите область сходимости ряда 


 



1 )13(2

)(

n
n

n

n

iz
 и исследуйте его  

сходимость в точках  izizz 
321

,23,0 .  

Решение. Для данного степенного ряда 
)13(2

1



n

c nn
. Тогда  

)23(2

1
11 


 n

c
nn

. 

2
)13(2

)23(2
limlim

1

1












 n

n

c

c
R

n

n

n
n

n

n
. 

Область сходимости определяется неравенством 2 iz , которое соот-

ветствует внутренности круга с центром в точке iz 
0

 радиусом 2 . Очевидно, 

точка 0
1
z  лежит внутри круга сходимости. Поэтому ряд в точке 0

1
z  схо-

дится абсолютно. Точка 
2

z  лежит вне круга сходимости. Ряд в точке 
2

z  расхо-

дится. Исследуем сходимость ряда в точке iz 
3

, которая лежит на границе 

круга сходимости. Положив iz  , получаем числовой ряд 


 1 13n

n

n

i
. Исследу-

ем этот ряд на абсолютную сходимость: 






 


 11 13
1

13 nn

n

nn
i

. Сравнивая с 

гармоническим рядом, устанавливаем, что абсолютной сходимости нет. Опре-

делим, является ли ряд условно сходящимся: 
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Действительная и мнимая части этого ряда являются сходящимися ряда-

ми по признаку Лейбница. 

Ответ:  ряд 


 



1 )13(2

)(

n
n

n

n

iz
 в точке iz   сходится условно. 

Пример 5.2  
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Разложите функцию 
23

32
)(

2 




zz

z
zf  в ряд Лорана по степеням z  в 

кольце 21  z . 

 Решение. Функция )(zf  имеет две особые точки 2
1

z  и 1
2

z . Сле-

довательно, существуют три кольца с центром в точке 0
0
z , в каждом из ко-

торых функция )(zf  является аналитической:  1) круг 1z ; 2) кольцо 

21  z ; 3)  z2  – внешность круга 2z . Найдем ряд Лорана в коль-

це 21  z . Представим )(zf  в виде суммы элементарных дробей:  

1
1

2
1

)1)(2(
32

)(











zzzz
z

zf . 

Преобразуем первую дробь и разложим ее в ряд, как сумму бесконечно 

убывающей геометрической прогрессии: 
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2
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2
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n
n

nn zzzz

zz
. 

Ряд для этой функции сходится в заданном кольце, т. к. 2z . 

 Ряд Тейлора для функции 
z1

1
 расходится при 1z . Поэтому преобразу-

ем дробь следующим образом: 

z
zz 1

1

11
1

1





. Тогда разложение приобретает вид 
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)1(
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1

1
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1
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n
n

n

zzzz
z

z
. 

Этот ряд сходится для 1
1


z
, т. е. при 1z . 

 Подставляем найденные разложения в заданную функцию: 

n
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n

nn

z
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z
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12

)1(

2

)1(

23

32


















 . 

Ответ: 
n

n
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n
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z

z 1

10
1

)1(

2

)1( 
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Пример 5.3  

Разложите функцию 
)2()1(

1
2  zz

 в ряд в окрестности точек 0z  и 1z . 

 Решение. Разложим сначала функцию 
)2()1(

1
2  zz

 на сумму элемен-

тарных дробей:  
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22 )1(

1
3
1

1
1

9
1

2
1

9
1

)2()1(

1










 zzzzz
. (5.1) 

В окрестности точки 0z , а именно в круге 1z , функция 

)2()1(

1
2  zz

 и каждое из слагаемых 
2)1(

1

3

1
,

1

1

9

1
,

)2(9

1







 zzz
 

аналитичны. 

Разложим элементарные дроби 
1

1
,

2

1

 zz
 в ряд Тейлора: 
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Ряд для функции 
2)1(

1
3
1




z
 найдем почленным дифференцированием 

степенного ряда для функции 
1

1
9
1



z

: 
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1
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1

)1(

1
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1
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9
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n

nzn
zz

. 

Тогда  
1

1
2 3

1

)1(

1
3
1 








 n

n

zn
z

.  

Таким образом, в круге 1z  имеем  

1

100
2 3

1

9

1

2
)1(

18

1

)2()1(

1 












 


n
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n
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n

n

n znz
z

zz
. 

В окрестности точки 1z  функция 
)2()1(

1
2  zz

 неаналитична, но она 

аналитична в кольце 310  z . Разложим ее в ряд Лорана по степеням 1z . 

В правой части формулы (5.1) нужно разложить только слагаемое 
2

1

z
. Эта 

функция аналитична в круге 31 z , следовательно разлагается в ряд по по-

ложительным степеням 1z : 

.31,
3

)1(
)1(

3

1

3

1
1

1

3

1

31

1

2

1
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Ответ:  
n

n
n

n

z
zzzz

)1(
3

)1(
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1
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1
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1
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 в кольце 

310  z . 
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Пример 5.4  

Разложите функцию 
zz
1

cos
1

 в ряд Лорана в окрестности точки 0z . 

 Решение. Для любого комплексного   имеем: ...
!6!4!2

1cos
642










 . 

Полагая 
z

1
 , получим  

...
!6

1

!4

1

!2

11
...

!6

1

!4

1

!2

1
1

11
cos

1
653642








 
zzzzzzzzzz

. 

Это разложение справедливо для любой точки 0z . В данном случае 

кольцо представляет собой всю комплексную плоскость с одной выброшенной 

точкой 0z . Его можно задать с помощью неравенства  00 z . В 

этом кольце рассматриваемая функция является аналитической.  

Ответ: ...
!6

1

!4

1

!2

11
653


zzzz
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Задание 5.1 

Определите круг сходимости данного ряда и исследуйте сходимость в 

указанных точках. 

1.  .,
2

1,0,
)1(

321
1

iz
i

zz
n

iz

n

n









 

Ответ:  ,1,1
0

izR   в точке 
1

z  – расходится, в точке 
2

z  – сходится 

абсолютно, в точке 
3

z  – сходится условно. 

2.  .
4

5
,

2
1,0,

)1(

)1(2
321

1
2










z
i

zz
nn

z

n

nn

 

Ответ: ,1,
2

1
0
 zR  в точке 

1
z  – расходится,   в точке 

2
z  – сходится  

абсолютно,  в точке 
3

z  – сходится абсолютно. 

3.  .
4
3

,
2

1,0,
)1()2(

321
1

2 







z
i

zz
n

zi

n

nn

 

Ответ:  ,1,
2

1
0

 zR  в точке 
1

z  – расходится, в точке 
2

z  – сходится 

абсолютно, в точке 
3

z  – сходится абсолютно. 

4.  .26,32,0,
)1(3

)2()(
321

1

izizz
n

zi

n
n

nn










 

Ответ:  ,2,3
0
 zR  в точке 

1
z  – сходится абсолютно, в точке 

2
z  –  
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расходится, в точке 
3

z  – расходится.  

5.  .3,3,1,
2

)(
321

1

iziziz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,,2
0

izR   в точке 
1

z  – сходится абсолютно, в точке 
2

z  – схо-

дится условно, в точке 
3

z  – расходится. 

6.  .2,4,32,
)1(2

)2(
321

1

iziziz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,2,2
0

izR   в точке 
1

z  – расходится, в точке 
2

z  – расходит-

ся, в точке 
3

z  – сходится абсолютно. 

7.  .4,2,0,
)12(3

)(
321

1

izizz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,,3
0

izR   в точке 
1

z  – сходится абсолютно, в точке 
2

z  – 

сходится условно, в точке 
3

z  – расходится.  

8.  .1,1,0,
)1(2

)1(
321

1
2

izizz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,1,2
0

izR   в точке 
1

z  – сходится, в точке 
2

z  – сходится аб-

солютно, в точке 
3

z  – расходится. 

9.  .41,1,0,
)1(3

)2(
321

1

izzz
n

z

n
n

n










 

Ответ:  ,2,3
0
 zR  в точке 

1
z  – сходится абсолютно, в точке 

2
z  – схо-

дится условно, в точке  
3

z  – расходится.  

10.  .22,5,0,
3

)2(
321

1
2

izizz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,2,3
0

izR   в точке 
1

z  – сходится абсолютно, в точке 
2

z  – 

сходится абсолютно, в точке 
3

z  – расходится.  

11. .3,2,0,
2)2(

)2()1(
321

1

izizz
n

zi

n
n

nn










 

 

Ответ:  ,2,2
0
 zR  в точке 

1
z  – расходится, в точке 

2
z  – сходится 

абсолютно, в точке  
3

z  – расходится. 
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12.  .
3

2
1,1,0,

2)23(

)1(3
321

1

izzz
n

z

n
n

nn










 

Ответ:  ,1,
3

2
0
 zR  в точке 

1
z  – расходится, в точке 

2
z  – сходится 

абсолютно, в точке  
3

z  – сходится условно.  

13.  .
5

1,
5

2
1,0,

213

)1(5
321

1

i
zizz

n

z

n
n

nn










 

Ответ:  ,1,
5

2
0

 zR  в точке 
1

z  – расходится, в точке 
2

z  – расходится, 

в точке  
3

z  – сходится абсолютно.  

14.  
 

.6,5,0,
)52(4

1
321

1

izizz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,1,4
0

izR   в точке  
1

z  – сходится абсолютно,  в точке 
2

z  – 

сходится условно, в точке  
3

z  – расходится.  

15.  .,21,22,
)1(2

)2(
321

0

iziziz
n

iz

n
n

n










 

Ответ:  ,2,2
0

izR    в точке 
1

z  – сходится условно, в точке 
2

z  – схо-

дится абсолютно, в точке  
3

z  – расходится. 

 

Задание 5.2 

Разложите функцию в ряд Лорана по степеням 
0

zz   в кольце .D  

1. ,0,
)21)(1(

1
)(

0



 z

zz
zf   D: 1

2

1
 z . 

Ответ:  .
2

1

0
1




 




 

n
nn

n

z
z  

2. ,0,
6

3
)(

02



 z

zz

z
zf   D: 32  z .  

Ответ:  .
2

5

6

3

)1(

5

3

0
1

0














n
n

n

n
n

nn

z

z
 

3. ,1,
)3()1(

32
)(

02

2





 z

zz

zz
zf    D: 410  z . 

Ответ:  
2

0
3 )1(

1

)1(4

1
)1(

4

)1(3












 zz

z n

n
n

n

. 
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4. ,2,
1

2
)(

02



 z

z
zf    D: 321  z . 

Ответ:  .
3

)2(

)2(

1

1 0
1 
















n n
n

n

n

z

z
 

5. ,1,
34

2
)(

02





 z

zz

z
zf    D:  12 z . 

Ответ:  
 

.
)1(

2
5

12
3

1

2














n
n

n

zz
 

6. ,0,
23

3
)(

02

2





 z

zz

zz
zf    D: 21  z . 

Ответ:  .
1

5
2

31
0 1

1 










n n
nn

n

z

z
 

7. ,0,
1

)(
02



 z

zz
zf    D:   z1 . 

Ответ:  .
)1(

0
2








n
n

n

z
 

8. ,,
1

1
)(

02
iz

z
zf 


    D: 20  iz . 

Ответ:  .)(
)2(

)1(

4

1

)(2 0














n

n

n

n

iz
iiz

i
 

9. ,0,
107

1
)(

02



 z

zz
zf    D: 52  z . 

Ответ:  .
2

53

1

0
11




 





 

n
n

n

n

n

z

z
 

10. ,2,
82

1
)(

02



 z

zz
zf    D: 422  z . 

Ответ:  .
4

)2(

6

1

)2(

2)1(

6

1

0 0
11 


















n n
n

n

n

nn
z

z
 

11. ,1,
)2)(1(

)(
0

3




 z
zz

z
zf    D: 310  z . 

Ответ:    .)1(
3

1

9

8

)1(3

1
1

0










n

n

n
z

z
z  

12. ,1,
65

1
)(

02



 z

zz
zf    D: 211  z . 

Ответ:  .
)1(

1

2

)1(

0 1
1 








 





n n

nn

n

z

z
 

13.  ,1,
32

1
)(

02



 z

zz
zf    D:  10 z . 
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Ответ:  .
)1(

4)1(

4

1

1

1

4

1

0
1












n
n

nn

zz
 

14. ,3,
)3(

1
)(

0



 z

zz
zf   D: 33 z .    

Ответ:  .
3

)3(
)1(

3

1

3

1

0
2









 n
n

n

n z

z
 

15. ,2,
)2)(3(

)(
02




 z
zz

z
zf   D: 12 z . 

Ответ:  .)2()1(3
)2(

2

2

3

0
2 









 n

nn z
zz

 

 

Задание 5.3 

Разложите функцию в ряд Лорана по степеням 
0

zz   в указанном кольце. 

1.  .1
2

1
,

)21()1(

1
2




z
zz

 

 Ответ: 















0

1
0

1

0 )2(

1
42

n
n

n

n

n

n

z
znz . 

 2.  .52,
)5()2(

1
2




z
zz

 

Ответ: 



















0

1
0

2
0

1 59

1)1(2

3

12

9

1

n
n

n

n
n

n

n
n

n z

z

n

z
. 

 3.  .120,
)2()3( 2




z
zz

z
 

Ответ: 
2

2
)2()1(3)2()1(2 1

00 
 










z

znz n

n

nn

n

n
. 

 4.  .321,
)1()1(

2
2




z
zz

 

Ответ: 












 









 

0
1

0
1

1

0 )2(

1

2

1

3

)2(

3

2

6

1

n
n

n
n

n

n

n

z

znz
. 

5.  .20,
))((

1
2




iz
iziz

 

Ответ:   






















0
1

1

1
0 )2(

)(

2)2(

)(
1

4

11

4

1

n
n

n

n

n

n

n

i

zini

i

iz

iz
. 

6.  .14,
)1()4(

1
2





z

zz

z
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Ответ:  
1

1

9

2

1

3
)1(

3

5

)1(

3
1

9

2

00 














 







 zz
n

z

n

n
n

n

n

n

. 

7.  .5,
)5)(2( 2




z
zz

z
 

Ответ:  
n

n

n

n

n

n

n

n

z
n

zz

















 















1
1

3

51
5

9

21
2

9

2

0

1

0

1

0

. 

8.  .130,
)2)(3(

2
2




z
zz

z
 

Ответ:  
1

00

34)3(6
3

6








 



n

nn

n znz
z

. 

9.  .24,
)4(

1
22




z
z

 

Ответ: 
2

0
2

0
1 )2(

1

16

1

2

1

32

1

)2(

)1(4

16

1

)2(

4

32

1













 









 zzz

n

z n
n

n

n
n

n

. 

10.  .310,
)2)(1( 2




z
zz

z
 

Ответ: 
1

1

0
1

0 3

)1(

3

2

3

)1(

9

1

1

1

9

1


















  n

n

n
n

n

n

znz

z
. 

11.  .220,
)2)(7(

3
2




z
zz

z
 

Ответ: 
2

0 )2(

1

5

6

2

1

25

21

5

2
)1(

5

1

25

21











 

 


 zz

z
n

n

n
. 

12.  .41,
)4()1(

13
2





z

zz

z
 

Ответ: 






















0

1
0

2
0

1 425

11)1()1(

5

4)1(

25

11

n
n

n

n
n

n

n
n

n

z

z

n

z
. 

13.  .110,
)1()3(

41
2





z

zz

z
 

Ответ: 






















0
1

1

1
0 4

)1(

4

13

4

)1(

16

3

)1(16

3

n
n

n

n

n

n

znz

z
. 

14.  .11,
)1(

5
2




z
zz
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Ответ: 
1

5

)1(

)1(
)1(5

)1(

1
)1(5

2
0

1
0 






















zz

n

z n

n

n
n

n

n
. 

15.  .45,
)1)(4( 2

2




z
zz

z
 

Ответ: 
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2

0
1

0

5)1)(1(

3

5

5

1

)4(

5
)1(

25

9

4

1

25

16

n
n

nn

n
n

n

n

n

z

n

zz
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Задание 5.4 

Разложите функцию  в ряд Лорана в окрестности точки .
0

z  

1.  0),12(sin
0
 zz . 

Ответ:   








 






0 0

221212

)!2(

2)1(
1sin

)!12(

2)1(
1cos

n n

nnnnnn

n

z

n

z
. 

2.  izez iz  

0

1

, .   

Ответ:  .)(
!)!1(

1

1

n

n

iz
n
i

n

















  

3. 0,
sin

0

2

z
z

z
.   

Ответ:  ....
!6

32

!4

8

!2

2 53  zzz  

4. 0,
03
z

z

ez

.   

Ответ:  ....
!4!3

1
!2
111

23


z
zzz

 

5. 0,
0

1
3  zez z .   

Ответ:  ....
!4
1

!3
1

!2
23 

z
z

zz  

6. 2,
2

sin
0



z

z

z
. 

Ответ:  


32 )2(
!4

2sin
)2(

!3

2cos
)2(

!2

2sin
2cos

2

2sin
zzz

z
 

....)2(
!5

2cos 4  z  

7. 0,
1

cos
0

4 z
z

z .  

Ответ:  ....
!6

1
4
1

!2 2

2
4 

z
z

z  

8. 0,
2

sin
1

0

2 z
zz

.  
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Ответ:  ....
2!6

4

2!4

4

2!2

4
7

6

5

4

3

2


zzz

 

9. 0,
cos1

02



z

z

z
.  

Ответ:  ....
!8!6!4!2

1 642 zzz
  

10. 1,
0

1

1

 ze z .    

Ответ:  .
)1(!

1
)1(

0
n

n

n

zn 






 

11. 1,
1

1
sin

0

2 


z
z

z . 

Ответ:  ....
)1(60

1

)1(120

19

)1(3

1

)1(6

5
2)1(

432














zzzz
z  

12. 1,
1

sin
0



z

z

z
.  

Ответ:  


 







 



0

.
)1(!

2
1sin

n
nzn

n

 

13. 0,
cos1

04



z

z

z
.  

Ответ:  ....
!6!4

1

!2

12 2

24


z
zz

 

14. 0,
1

03


 

z
z

e z

.  

Ответ:  ....
!4!3

1
!2
11

2


z
zz

 

15. iz
iz

iz 



0

  ,
1

sin)( .  

Ответ:  .
)1(

1

)!12(

1
)1(

0
2



 





n
n

n

zn
 

 

6. Нули и изолированные особые точки аналитической функции 
 

1. Нули и функции 

Пусть функция )(zf  является аналитической в точке 
0

z . 

 Точка 
0

z  называется нулем функции )(zf  порядка (или кратности) n ,  

если выполняются условия 0)(,0)(...,,0)(,0)(
0

)(

0

)1(

00
  zfzfzfzf nn

. 
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Точка 
0

z  тогда и только тогда является нулем n -го порядка функции 

)(zf , аналитической в точке 
0

z , когда в некоторой окрестности этой точки 

имеет место равенство )()()(
0

zzzzf n  , где функция )(z  аналитична в 

точке 
0

z  и 0)(
0
 z . 

2. Изолированные особые точки 

Точка 
0

z  называется изолированной особой точкой функции )(zf , если 

существует окрестность этой точки, в которой )(zf  аналитична всюду, кроме 

самой точки 
0

zz   (табл. 6.1).  

Таблица 6.1 

Классификация изолированных особых точек 

№ 

п/п 
Характер особой точки 

0
z  

По разложению в ряд  

(по главной части ряда  

Лорана) 

По определению 

1 0
z – устранимая особая  

 точка 
Нет главной части const)(lim

0




zf
zz

 

2 0
z – полюс порядка  n   

Главная часть содержит  

конечное число членов 



)(lim

0

zf
zz

 

3 0
z – существенно особая    

 точка 

Главная часть содержит  

бесконечное число членов 

)(lim
0

zf
zz

  

 не существует 

 

Определение порядка полюса 

Для того, чтобы точка 
0

z  являлась полюсом порядка n  функции )(zf , 

необходимо и достаточно, чтобы функцию )(zf  можно было представить в ви-

де 
nzz

z
zf

)(

)(
)(

0



 , где функция )(z  аналитична в точке 

0
z  и 0)(

0
 z .  

Для того чтобы точка 
0

z  была полюсом функции )(zf , необходимо и до-

статочно, чтобы эта точка была нулем для функции 
)(

1
)(

zf
z  . 

Наибольший из показателей степеней у разностей )(
0

zz  , содержащихся в 

знаменателях членов главной части ряда Лорана, совпадает с порядком полюса. 

3. Вычеты функций 

Пусть точка 
0

z  есть изолированная особая точка функции )(zf .  
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Вычетом функции )(zf  в точке 
0

z  называется число (табл. 6.2), обозначаемое 

символом )(res
0

zf  и определяемое равенством 



l

dzzf
i

zf )(
2

1
)(res

0
. 

В качестве контура l  можно взять окружность с центром в точке 
0

z  до-

статочно малым радиусом, такого, чтобы окружность не выходила за пределы 

области аналитичности функции )(zf . 

Таблица 6.2 

Вычисление вычетов 

№ 

п/п 
Характер особой точки Вычисление вычетов 

1 0
z  – устранимая особая 

точка 
0)(res

0
zf  

2 0
z  – полюс порядка n   n

n

n

zz
zzzf

dz

d

n
zf )()(lim

)!1(

1
)(res

01

1

0
0










 

3 0
z  – существенно особая 

точка 
10

)(res


Сzf  

4 0
z  – полюс порядка 1  

(простой полюс) 

 ;)()(lim)(res
00

0

zzzfzf
zz




 

если 0)(,
)(

)(
)(

0





 z

z

z
zf  и 0)(

0
 z , 

0)(
0
 z , то 

)(

)(
)(res

0

0

0 z

z
zf




 . 

 

4. Вычет функции относительно бесконечно удаленной точки   

Пусть функция )(zf  аналитична в некоторой окрестности бесконечно 

удаленной точки (кроме самой точки z ). 

Точка z  называется  изолированной особой точкой функции )(zf ,  

если в некоторой окрестности этой точки нет других особых точек функции )(zf . 

Говорят, что z  является устранимой особой точкой, полюсом или 

существенно особой точкой функции )(zf  в зависимости от того, конечен, 

бесконечен или вовсе не существует )(lim zf
z 

. 

Теорема. Если z  является устранимой особой точкой функции )(zf , 

то лорановское разложение )(zf  в окрестности этой точки не содержит поло-

жительных степеней z ; если z  – полюс, то это разложение содержит  

конечное число положительных степеней z , в случае существенной особенно-

сти – бесконечное число положительных степеней z . 
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Вычет функции в бесконечности равен коэффициенту при 
1z  в лоранов-

ском разложении )(zf  в окрестности точки z , взятому с противополож-

ным знаком: 

1
)(res


 cf . 

5. Теорема Коши о вычетах 

Если функция )(zf  является аналитической в односвязной области D  

всюду, за исключением конечного числа особых точек 
n

zzz ...,,,
21

, а l – произ-

вольная замкнутая кривая, лежащая в D  и содержащая внутри себя точки 

n
zzz ...,,,

21
, то  

 
 




l

n

k
k

zfidzzf
1

),(res2)(   (6.1) 

где при обходе контура l  область, ограниченная им, остается слева, т. е. кривая l  

является положительно ориентированной. 

 

Пример 6.1  

Найдите вычеты для функции 
34

)( 2 


zz
z

zf  в конечных особых  

точках. 

 Решение. Точки 1z  и 3z  являются простыми полюсами функции. 

Поэтому  

2
1

3
lim

)3)(1(
)1(lim)(res

111








 z
z

zz
z

zzf
zz

, 

2

1

1
lim

)3)(1(
)3(lim)(res

333








 z

z

zz

z
zzf

zz
. 

Ответ: 
2

1
. 

 

Пример 6.2  

Найдите вычеты для функции 
2

1
)(

z
z

zf


  в конечных особых точках. 

 Решение. Так как 0z  – полюс второго порядка, то  

1
)1(

lim
!1

1
1

lim
!1

1
)(res

0

2

2

00










 




 zd

zd

zd

z
z

z
d

zf
zz

. 

Ответ: 1. 
 

Пример 6.3  

Найдите вычеты для функции 
z
zzf




1

1
sin

)(   в конечных особых точках. 
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 Решение. Особыми точками данной функции являются точки 1
1
z  и 

0
2
z . Точка 1

1
z  – простой полюс, поэтому  

1sin
1

1
sin

)1(lim)1(res
1





 z

zzf
z

. 

Так как вычет в точке 0
2
z  равен коэффициенту при 

1z  разложения в 

ряд Лорана, то получаем 

 

.0  к.т.часть,правильная...
1

...
!7

1
!5

1
!3

1
1

1

...1...
!5
1

!3
11

1
11

sin

22

32

53







 







 




 k
C

z
C

z

zzz
zzzzz

 

Так как главная часть ряда Лорана содержит бесконечное множество чле-

нов с отрицательными степенями z , то 0z  является существенно особой 

точкой. Ее вычет 

1sin...
!3

1
1)0(res

1



Cf . 

Ответ: 1sin)1(res f , 1sin)0(res f . 

 

 Пример 6.4  

При помощи вычетов вычислите интеграл dz
z

z

С


 4

2
cos

2
, где  C:  1

49

22


yx

. 

 Решение. В области, ограниченной эллипсом С, подынтегральная функ-

ция имеет две особые точки 2
1
z  и 2

2
z . Легко установить, что это про-

стые полюсы. Поэтому 

4
1cos

)2)(2(
2

cos
)2(lim)(res

22





 zz

z

zzf
zz

, 

4
1cos

)2)(2(
2

cos
)2(lim)(res

22





 zz

z

zzf
zz

. 

 Следовательно, согласно (6.1) 

0
4

1cos
4

1cos
2

4
2

cos

2 





 

 idz
z

z

С

. 

 Ответ: 0 . 
 

Пример 6.5  

При помощи вычетов вычислить интеграл 
 1

24 12iz

z

zz

zde
. 
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 Решение. В круге 1 iz  подынтегральная функция имеет особую  

точку iz  . Она является полюсом второго порядка. Тогда 
















 zd

iz
iziz

e
d

zf

z

iziz

2

22
)(

)()(
lim

!1

1
)(res  

4

)1cos1(sin1sin1cos

4

)1()1sin1(cos

4

)1( 








iiiiei

. 

Следовательно, 

 .)1cos1(sin1sin1cos
2

4

)1cos1(sin1sin1cos
2

121

24













 






i

i
i

zz

zde

iz

z

 

Ответ:  )1cos1(sin1sin1cos
2




i . 

 

 Пример 6.6  

 Вычислите интеграл  zd
z

zi

z


1

2

sin
. 

 Решение. Внутри контура интегрирования находится единственная особая 

точка 0
0
z . Найдем вычет в этой точке, разложив подынтегральную функцию 

в степенной ряд в окрестности 0
0
z : 

....
!3

...
!3

)(1sin 3

22











zi

z

izi
zi

zz

zi
 

По определению вычета, ic
z

zi
z





12

0

sin
res . Следовательно,  




22
sin

1

2
iizd

z

zi

z

. 

Ответ:  2 . 

 

Пример 6.7  

Вычислить интеграл zd
zz

z

z


 6

4222

11

)2()5(
. 

 Решение. Подынтегральная функция 
4222

11

)2()5(
)(




zz

z
zf  внутри 

окружности 6z  имеет четыре особые точки, являющиеся кратными полюса-

ми. Для вычисления данного интеграла удобно использовать равенство 





n

k
k

aff
1

)(res)(res , где 
k

a  – конечные особые точки функции )(zf .  
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В силу этого равенства )(res2  fi . Так как функцию )(zf  можно пред-

ставить в виде  

4

2

2

2

4

2

8

2

2

4

11

2
1

5
1

11

2
1

5
1

)(






 





 








 





 



zz

z

z
z

z
z

z
zf , 

то правильная часть лорановского разложения этой функции в окрестности 

бесконечно удаленной точки z  начинается с члена 
z
1

. Следовательно, 

1)(res
1




Cf . 

  Подставляя эту величину в формулу (6.1), получаем  

izd
zz

z

z







2
)2()5(6

4222

11

. 

Ответ: i2 . 

 

Задание 6.1 

 Найдите вычеты для функции )(zf  в конечных особых точках. 

1. 
34

1
)( 2 




zz
z

zf .  

Ответ:  2)3(res,1)1(res  ff . 

2. 
zzz

z
zf

65
4

)( 23

2




 .  

Ответ:  
3

2
)0(res,

3

13
)3(res,4)2(res  fff . 

3. 
4

)( 2 


z
z

zf .  

Ответ:  
2

1
)2(res,

2

1
)2(res  ifif . 

4. 
zzz

z
zf

34
2

)( 23

2


 . 

Ответ:  3)3(res,1)1(res,0)0(res  fff . 

5. 
4
6

)( 2

2





z

zz
zf .  

Ответ:  2)2(res,4)2(res  ff . 

6. 
16

)( 2

2




z
e

zf
iz

.  

Ответ:  
8

)4(res,
8

)4(res
8

8

ie
if

e

i
if  . 

7. 
zzz

z
zf

23
1

)( 23

2




 . 
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Ответ:  
2

5
)2(res,2)1(res,

2

1
)0(res  fff . 

8. 
54

)( 2 


zz
z

zf .     

Ответ:  iifiif 
2

1
)2(res,

2

1
)2(res . 

9. 
86

3
)( 2 




zz
z

zf .   

Ответ:  
2

5
)2(res,

2

7
)4(res  ff . 

10. 
36

)( 2 


z
e

zf
iz

.    

Ответ:  
12

)6(res,
12

)6(res
6

6

ie
if

e

i
if  . 

11. 2

3

28
1

)(
z

z
zf




 .  

Ответ: 
8

1)2(res,
8

1)2(res
i

if
i

if  . 

12. 
6116

12
)( 23 




zzz
z

zf . 

Ответ:  
2

5
)3(res,3)2(res,

2

1
)1(res  fff . 

13. 
9

)( 2

3




z
e

zf
iz

.  

Ответ:  
6

)3(res,
6

)3(res
9

9

ie
if

e

i
if  . 

14. 
zzz

z
zf

76
12

)( 23 


 . 

Ответ:  
7

1
)0(res,

8

3
)1(res,

56

13
)7(res  fff . 

15. 
1
1

)( 2

2





z
z

zf .  

Ответ:  .)(res,)(res iifiif   

 

Задание 6.2 

Найдите вычеты для функции )(zf  в конечных особых точках. 

1. 2)1(
2

)(




zz
z

zf .  

Ответ:  2)1(res,2)0(res  ff . 
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2. 
zz

e
zf

z

3)1(
)(


 .  

Ответ:  ;
2

5
)1(res,1)0(res

e
ff   

3.
)3()(

1
)(

2 




ziz

z
zf . 

Ответ:  
25

3

25

4
)3(res,

25

3

25

4
)(res

i
f

i
if  . 

4. 
)4(

12
)(

2 




zz

z
zf .   

Ответ:  
16

9
)4(res,

16

9
)0(res  ff . 

5. .
)2(

1
)( 2

3

zz
z

zf



    

Ответ:  
4

1
)0(res,

4

15
)2(res  ff . 

6. 24

1
)(

zz
zf


 .   

Ответ:  0)0(res,
2

1
)1(res,

2

1
)1(res  fff . 

7. 
)1(

1
)(

23 


zz
zf .  

Ответ:  
2

1
)(res,

2

1
)(res,1)0(res  ififf . 

8. .
)2)(1(

)( 3


zz
e

zf
z

  

Ответ:  
2

)2(res,)1(res
2e

fef  . 

9. 32

2

)2(

1
)(

zz
z

zf



 .   

Ответ:  
16

7
)0(res,

16

7
)2(res  ff . 

10. 3)1(
3sin

)(



z

z
zf .   

Ответ:  3sin
2

9
)1(res f . 

11. 
3

2

)3(
)(




z
z

zf .   

Ответ:  1)3(res f . 
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12. 
)2(

13
)( 22 




zzz
z

zf . 

Ответ:  
12

7
)2(res,

3

2
)1(res,

4

5
)0(res  fff . 

13. 22

2

)1)(4(
)(




zz
z

zf . 

Ответ:  
25

8
)1(res,

25

3

25

4
)2(res,

25

3

25

4
)2(res  f

i
if

i
if . 

14. 
22 )4(

)(
zz

e
zf

iz


 . 

Ответ:  
4

)0(res,
16

)2(res,
16

)2(res
2

2

i
f

ie
if

e

i
if  . 

15. 
24

2

4

3
)(

zz

z
zf




 .        

Ответ:  .
16

7
)2(res,

16

7
)2(res,0)0(res  fff  

 

Задание 6.3 

При помощи вычетов вычислите интегралы. 

1. 
 21

3

cos
sin

z

dz
zz
z

.  Ответ:  i4 . 

2. 





2 cos2
2

z

dz
z

z
.  Ответ:  i2 . 

3. 
 21

1
3

z

zdzez .  Ответ:  
12

i
. 

4. 
 



19

3 )3(
cos1

z

dz
zz

z
.  Ответ:  227

4

i

. 

5. 
 



32

22

2 1cos

z

dz
z

z
.  Ответ:  i2 . 

6. 




21

2

2sinz

dz
z

zz
.  Ответ:  i3

4

3
 . 

7. 
 



37

22 9

3cos2

z

dz
z

z
.  Ответ:  

3
i

 . 

8. 




2
2

3

2

sin

)sin21(

z

dz
z

zz
.  Ответ:  i32 . 

9. 
1

2

3 1
sin

z

dz
z

z .  Ответ:  0 . 
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10. 
 21

3 )2()4(iz

z

dz
zz

e
.  Ответ:  

216
2 2ie

. 

11. 


2

1
3

sin
z

z

dz
z

e
.  Ответ:  

 ie2 . 

12. 




2

2

sin
1cos

z

dz
zz

z
.  Ответ:  i4 . 

13. 
 

21 2

4

tg

z

dz
zz

z
.  Ответ:  i8 . 

14. 
1

2 1
sin

z

dz
z

z .  Ответ:  
3

i
 . 

15. 
 21

2

cos

sin

z

dz
zz

z
.  Ответ:  .4i  

 

Задание 6.4 

При помощи вычетов вычислите интегралы. 

1. 
 



21

2

2

)4()1(
2

z

dz
zzz

z
.  Ответ:  

25

9 i
. 

2. 
 2

3 )1()1(

ch2

z

dz
zz

z
.   Ответ:  

e
i

 . 

3. 
 



5

3 )6()4(
8

z

dz
zz

z
.  Ответ:  

2
i

. 

4. 
 322

22

2

)4(iz

iz

dz
z

e
.  Ответ:  

416

5

e


. 

5. 
 



32

3 )3()4(
8

z

dz
zz

z
.  Ответ:  i

343
10

. 

6. 



2

3
1

22 )1()1(
iz

zz
dz

.  Ответ:  
π

2

i
 . 

7. 
 



12

2
;

)4()2(
4

sin

z

dz
zz

z

.  Ответ:  
18

i
 . 

8. 
 



5,03

3
;

)3)(2(

1

z

dz
zz

z
.  Ответ:  i2 . 

9. 






2

1
1

3)1(

2
cos

z

dz
z

z .  Ответ:  i34 . 
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10. 




2

1
2

2sin1

z

dz
z

z
.  Ответ:  i 4 . 

11. 
 4

3)2)(5(
3

z

dz
zz
z

.  Ответ:  i
9

10
. 

12. 
 



2

223

2

)4(
1

iz

dz
zz
z

.  Ответ:  i
16
3

. 

13. 
 



21

3

2

)3()1(
1

z

dz
zzz

z
.  Ответ:  i

48

5
. 

14. 
1

3

2ch4

z

dz
z

z
.  Ответ:  i8 . 

15. 
 



6

3 )8()4(
2

z

dz
zz

z
.  Ответ:  i

16

5
. 

 

Задание  6.5 

Вычислите интеграл. 

1. 




3

1

1

z

z

dz
z

e
.  Ответ:  i4 . 

2. 




2

1
sin1

z

dz
z

z .  Ответ:  i2 . 

3.     
2

2

2 sin
z

dz
z
i

z .  Ответ:  0. 

4. 
1

3

3 2
cos

z

dz
z

i
z .  Ответ:  0. 

5. 




1

1

2 1
2

z

dz
z

ez z

.  Ответ:  0. 

6.  



1

1

 
iz

iz dzeiz .  Ответ:  i . 

7. 
4

1
3

z

zdzez .  Ответ:  
12

i
. 

8. 
2

4 1
cos

z

dz
z

z .  Ответ:  0. 

9. 
1

2 2
sin

1

z

dz
zz

.  Ответ:  0. 

10. 




21

1

1

z

zdze .  Ответ:  i2 . 
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11. 




1

1cos1

z

dz
z

z
.  Ответ:  i4 . 

12.  
 


2

1
sin

iz

dz
iz

iz .  Ответ:  0. 

13. 
2

2

6
sin

z

dz
z

z .  Ответ:  i12 . 

14. 
1

4
3

z

dzze z .  Ответ:  0. 

15. 
1

3
.

2
cos

z

dz
z

z   Ответ:  0. 

 

Задание 6.6 

Используя вычет относительно бесконечно удаленной точки, вычислите 

интегралы. 

1. 




1

3

2 1

z

dz
z

z
.  Ответ:  i2 . 

2. 
 2

121z z
dz

.  Ответ:  0. 

3. 
 



2

12241
21000

z

dz
z
z

.  Ответ:  0. 

4. 
  

 3

22 14

1

z

dz
zz

.  Ответ:  
225
2 i

 . 

5. 
1

2 1
sin

z

dz
z

z .   Ответ:  i
3


 . 

6. 
 3

10

9

1z

dz
z

z
.  Ответ:  i2 . 

7. 
 3

4332

17

)3()2(z

dz
zz

z
.  Ответ:  i2 . 

8. 
 2

81z z
dz

.  Ответ:  0. 

9. 
 

 2

22 )4(2

1

z

dz
zz

.  Ответ:  
98

i
 . 

10. 
 6

5

14

3z

dz
z

z
.  Ответ:  i18 . 

11. 
 10

12

35

7z

dz
z

z
.  Ответ:  i98 . 
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12. 
 10

11

32

6z

dz
z

z
.  Ответ:  i72 . 

13. 
 10

10

29

5z

dz
z

z
.  Ответ:  i50 . 

14. 
 10

7

20

2z

dz
z

z
.  Ответ:  i8 . 

15. 
 2

16

47

.
11z z

dzz
  Ответ:  i242 . 

 

7. Приложения вычетов к вычислению интегралов 

 

 Рассмотрим интегралы вида 

 dxxxR )cos,(sin
2

0




 , (7.1) 

где R  – рациональная функция от xsin  и xcos . Введем замену zeix  , тогда  

 
2

cos,
2

sin,
11  





zz

x
i

zz
x

zi

zd
dx . (7.2) 

В результате интеграл (7.1) преобразуется в контурный интеграл 

iz

dzzz

i

zz
R

z











 


1

11

2
,

2
, вычисляемый с помощью вычетов. 

Пример 7.1. Вычислите интеграл dx
x

dx





2

0
2)cos32(

. 

Решение. Введем замену 
ixez  . Согласно (7.2) получим  

 



















 1

2
21

22

2

0
2

3

3
3

3

4

)343(

4

)cos32( zz

zz

dzz

izz

dzz

ix

dx
. 

Подынтегральная функция 

 
2

2

3

3
3

)(













zz

z
zf  имеет полюсы 

второго порядка 
3

3
,3

21
 zz . Так как ,1

3

3
,13

21
 zz то в 

круге 1z  содержится лишь одна особая точка  
3

3
2

z  функции )(zf . 

Найдем вычет этой функции в точке 
2

z : 
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4

2

3

32

3

3 )3(

)3(2)3(
lim

)3(
lim

3
3

res
z

zzz

z

z
f

zz

 

.
2

3

)3(

3
lim

3

3

3







 z

z

z

 

Тогда  

 

.4
2

3
2

3

4

3

3
res2

3

4

3

3
)3(

3

4

)cos32( 1

2

2

2

0
2































i
i

fi
i

zz

dzz

ix

dx

z

 

Ответ:  4 . 

Пусть )(xR  – рациональная функция вида 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

n

m , где )(xP
m

 – 

многочлены степеней m  и n  соответственно. Если )(xQ
n

 непрерывна на всей 

действительной оси )0)(( xQ
n

 и 2 mn , т. е. степень знаменателя по край-

ней мере на две единицы больше степени числителя, то 




 idxxR 2)( , где 

  – сумма вычетов функции )(zR  во всех полюсах, расположенных в верхней 

полуплоскости. 

Если nkz
k

,1,  , – полюсы функции )(zR , лежащие в верхней полуплос-

кости комплексной плоскости, то  

 0Im),(res2)(
1

 
 





k

n

k zz
zzRidxxR

k

. (7.3) 

 

Пример 7.2. Вычислите dx
x

x



 



1

1
6

2

. 

Решение. Найдем особые точки функции :
1

1
)(

6

2






z

z
zR  

 66 101 zz  

.
2

1

2

3
,,

2

1

2

3
,

2

1

2

3
,,

2

1

2

3

5,0,
6

2
sin

6

2
cos

543210
iziziziziziz

k
k

i
k

z
k











 

Следовательно, знаменатель функции )(zR  имеет простые полюсы в точ-

ках 5,0, kz
k

. 

Числитель функции )(zR  имеет простые полюсы в точках iz  . 
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Отсюда функция )(zR  имеет простые полюсы в точках  

2

1

2

3
,

2

1

2

3
,

2

1

2

3
,

2

1

2

3
iziziziz  . 

В верхней полуплоскости расположены точки 
2

1

2

3
,

2

1

2

3
iziz  . 

Найдем вычеты функции )(zR  в этих точках: 

,
34

31

34

)3(

)3(3

1

2
1

2
3

2
1

2
3

1
lim

2
1

2
3

res

2

1

2

3

iii

ii

iziz

iR
iz











































 

 
 

.
34

31

34

3

33

1

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

1
lim

2

1

2

3
res

2

1

2

3

iii

ii

iziziz

iR
iz




















































 

По формуле (7.3) имеем  

.
2

2
34

31

34

31
2

2

1

2

3
res

2

1

2

3
res2

1

1
6

2














 








































iii

iRiRidx
x

x

 

Ответ:   . 

 

Задание 7.1 

 Вычислите интегралы. 

1.  




2

0 cos5 t

td
. Ответ:  

6


. 

2.  




2

0 cos23 t

td
. Ответ:  

5

2
. 

3.  




2

0 25cos4 t

td
. Ответ:  

34

2
. 

4.  




2

0 32cos t

td
. Ответ:  

11

2
. 

5.  




2

0 cos7 t

td
. Ответ:  

32


. 
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6.  




2

0 7cos t

td
. Ответ:  

6

2
. 

7.  




2

0 11cos3 t

td
. Ответ:  2 . 

8.  




2

0 cos4 t

td
. Ответ:  

15

2
. 

9.  




2

0 3sin2 t

td
. Ответ:  

5

2
. 

10. 




2

0 53sin5 t

td
. Ответ:  

5


. 

11. 




2

0 sin423 t

td
. Ответ:  

2

2
. 

12. 




2

0 cos53 t

td
. Ответ:  

11


. 

13. 




2

0 cos210 t

td
. Ответ:  

6

2
. 

14. 




2

0 cos321 t

td
. Ответ:  

3


. 

15. 




2

0 cos423 t

td
.  Ответ:  2 . 

 

Задание 7.2 

Вычислите интегралы. 

1.  


  )1)(4( 22 xx

xd
.  Ответ:  

6


. 

2.  


  )1)(9( 22 xx

xd
.  Ответ:  

12


. 

3.  


  )4)(9( 22 xx

xd
.  Ответ:  

30


. 

4.  


  )1)(25( 22 xx

xd
.  Ответ:  

30


. 

5.  


  )36)(4( 22 xx

xd
. Ответ:  

96


. 

6.  


  )4)(25( 22 xx

xd
. Ответ:  

70


. 

7.  


  )1)(121( 22 xx

xd
. Ответ:  

132


. 
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8.  


  )36)(9( 22 xx

xd
. Ответ:  

162


. 

9.  


  )144)(1( 22 xx

xd
. Ответ:  

156


. 

10. 


  )9)(16( 22 xx

xd
. Ответ:  

84


. 

11. 


  )16)(1( 22 xx

xd
. Ответ:  

20


. 

12. 


  )16)(4( 22 xx

xd
. Ответ:  

48


. 

13. 


  )121)(9( 22 xx

xd
. Ответ:  

462


. 

14. 


  )25)(16( 22 xx

xd
. Ответ:  

180


. 

15. 


  )9)(144( 22 xx

xd
. Ответ:  

540


. 

 

 

Тесты 
 

Тест 1  

Задача 1 

Найдите уравнение линии в декартовой системе координат: 

а) ;3Re z  б) zz ReIm  . 

 

Задача 2 

Найдите значение функции )(zf  в точке 
0

z : 

а) ;1,)(
0

izezf z   б) izzzf  1,ln)(
0

. 

 

Задача 3 

Выделите действительную и мнимую части функции )(zf : 

а) ;)( 2zzf   б) 
zzezf )( . 

 

Задача 4 

Пользуясь условиями Коши – Римана выясните, какие из заданных ниже 

функций аналитичны в точке :1 iz   

а) ;)( zzf   б) 
2)( zzf  . 
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Задача 5 

Какая (какие) из следующих функций может являться действительной  

частью аналитической функции: 

а) ;222 xyyx   б) 
2x . 

 

Задача 6 

Вычислите интеграл    
C

dzzi ,)21(  где С – отрезок, соединяющий 

точки 0
1
z   и  ,1

2
iz    стрелка направлена в сторону точки  .

2
z  

 

Задача 7 

Используя интегральную формулу Коши, вычислите интегралы по за-

мкнутому контуру: 

а) ;
21:

2
dz

zz

e

zC

z


 

 б) 
 5:

2 16zC z

dz
. 

 

Задача 8 

Используя интегральную формулу Коши для производных, вычислите 

интегралы: 

а) ;
cos

1

3
dz

z

z

z




 б) 
 63

2 )4()2(z zz

zdz
. 

 

Задача 9 

Найдите радиус сходимости степенного ряда  
n

n

inze


1

. 

 

Задача 10 

Разложите в ряд Тейлора функцию 
32

)(
2 


zz

z
zf  в окрестности точ-

ки .0z  В ответ записать коэффициент при 
3z  и радиус сходимости ряда. 

 

Задача 11 

Разложите в ряд Лорана функцию zezzf
1

3)(    в окрестности точки  

.0z  В ответ записать коэффициент при .1z  

 

Задача 12 

Сколько особых точек имеет функция )(zf  в области, ограниченной кон-

туром  С:   5,
)1sin(

1
)( 


 z

zz
zf ? 

 

Задача 13 
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При каких значениях   особая точка 0z  будет:  а) устранимой;  

б) полюсом, если 
z

z
zf




sin

)( ? 

Задача 14 

С помощью вычетов вычислите интегралы: 

а) ; 
1

4

2
dz

zz

e

z

z


 


 б) 

2

tg
z

zdz . 

 

Задача 15 

Вычислите определенный интеграл с помощью вычетов .
)cos310(

2

0
2



 t

dt
 

 

Задача 16 

Вычислите несобственный интеграл  


  22 )102( xx

xdx
. 

 

 

Тест 2 
 

Задача 1 

Найдите уравнение линии в декартовой системе координат:  

а) ;2z      б) 
4

arg


z . 

 

Задача 2 

Найдите значение функции )(zf  в точке :
0

z  

а) ;1,ln)(
0

izzzf    б) izzzzf  1,)(
0

. 
 

Задача 3 

Выделите действительную и мнимую части функции )(zf : 

а) ;)( zzezf      б) zzf sin)(  . 

 

Задача 4 

Пользуясь условиями Коши – Римана, выясните, какие из заданных ниже 

функций аналитичны в точке :1 iz   

а) ;sin)( zzf      б) zzzf )( . 

 

Задача 5 

Какая (какие) из следующих функций может являться действительной ча-

стью аналитической функции: 

а) );(ln 22 yx      б) 
2

2

2

1
y

x 
. 
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Задача 6 

Вычислите интеграл  
C

dzzzz , )( 2
 где С – дуга окружности ,1z  

;arg0  z  

Задача 7 

Используя интегральную формулу Коши, вычислите интегралы по за-

мкнутому контуру: 

а) 
 5:

2
;

16zC z

dz
 б) 

 12: zC z

dz
. 

 

Задача 8 

Используя интегральную формулу Коши для производных, вычислите 

интегралы: 

а) 
 63

2
;

)4()2(z zz

zdz
 б) 

 12

3

z z

dz
. 

 

Задача 9  

Найдите радиус сходимости степенного ряда  





0

)1(
n

nzn . 

 

Задача 10 

Разложите в ряд по степеням z  функцию 
2

1
)(




z
zf  внутри круга 

.2z    В ответ запишите коэффициент при 
2z . 

 

Задача 11 

Разложите в ряд Лорана функцию .
1

cos)( 2

z
zzf   В ответ запишите ко-

эффициент при 
4z . 

 

Задача 12 

Сколько особых  точек имеет функция )(zf  в области, ограниченной 

контуром С:  
5 4 3

1
( ) , 3

2

z
f z z

z z z


 

 
? 

 

Задача 13 

При каких значениях   особая точка 0z  будет существенно особой 

для 
z

z
zf

2sin
)(  ? 

 

Задача 14 

С помощью вычетов вычислите интегралы: 
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а) ; tg
2


z

dzz  б) dz
z

e

iz

z





2

3
2

 
1

2

1

. 

 

Задача 15 

Вычислите определенный интеграл с помощью вычетов .
sin2

2

0




 x

dx
 

 

Задача 16 

Вычислите несобственный интеграл  


  )4)(1( 22 xx

xd
. 

 

 

Тест 3 

Задача 1 

 Вычислите значение выражения 
21

2

1 ImRe zz
z

z
 , если iz  2

1
, iz 1

2
. 

 

Задача 2 

 Определите вид кривой, заданной соотношением  iziz 24104  . 

  

Задача 3 

 Исследуйте на дифференцируемость функцию )(zf , найдите ее произ-

водную, если она существует, )1(Re)()(  zizzf . 

 

Задача 4 

 Восстановите аналитическую функцию )(zf  по известной действитель-

ной части ),( yxu  и значению )(
0

zf : 

ifyyxyxu 33)1(,1322),( 22  . 

 

Задача 5 

Вычислите интеграл от функции комплексной переменной по заданной 

кривой  
AB

dzzz )2( , AB– отрезок прямой iziz
BA

52,31  . 

 

Задача 6 

Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислите интеграл 


 21

2 3

cos

z zz

zdz
. 
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Задача 7 

Пользуясь интегральной формулой Коши для многосвязной области, вы-

числите интеграл 




10

3

)5)(1(z

z

zz

zde
. 

Задача 8 

Вычислите интеграл, используя интегральную формулу Коши для произ-

водных zd
zz

z

z


 



2

2 )3()1(

2
. 

 

Задача 9 

Найдите область сходимости степенных рядов  
n

n
n

nn

iz
n

i
)1(

8)23(

)1(6

1










. 

 

Задача 10 

Разложите в ряд Лорана в окрестности точки 0z  функцию 

z

e
zf

z 1
)(


 .  

 

Задача 11 

Разложите в ряд Лорана в указанном кольце функцию ,
1

2
)(

2 


z
zf  

321  z . 

 

Задача 12 

При помощи вычетов вычислите интеграл  dz
zz

z

z


 21

2

cos

sin
. 

 

Задача 13 

При помощи вычетов вычислите интеграл dz
zz

z

z


 



2

3 )3()1(

1
. 

 

Задача 14 

Используя вычет относительно бесконечно удаленной точки, вычислите 

интеграл 
 10

8

23

3z z

z
. 

 

Задача 15 

Вычислите определенный интеграл  




2

0 sin45 t

td
. 

 

Задача 16 
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Вычислите несобственный интеграл  


  22 )134( xx

xdx
. 

 
 

Тест 4 
 

Задача 1 

 Вычислите значение выражения 
21

2

1 ImRe zz
z

z
 , если iz  2

1
, 1

2
 iz . 

 

Задача 2 

 Определите вид кривой, заданной соотношением iziz  452 . 

  

Задача 3 

 Исследуйте на дифференцируемость функцию )(zf , найдите ее произ-

водную, если она существует, )3(Im)2()( izzzf  . 

 

Задача 4 

 Восстановите аналитическую функцию )(zf  по известной  ее мнимой 

части ),( yxv  и значению )(
0

zf : 

ifyxyyxv 27)1(,22),( 22  . 

 

Задача 5 

Вычислите интеграл от функции комплексной переменной по заданной 

кривой  
AB

dzzz )3( , AB– отрезок прямой iziz
BA

52,31  . 

 

Задача 6 

Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислите интеграл 
 1

2 2

ch

z zz

z
. 

 

Задача 7 

Пользуясь интегральной формулой Коши для многосвязной области, вы-

числите интеграл 
 



10 )5)(1(

)3(sin

z zz

zdz
. 

 

Задача 8 

Вычислите интеграл, используя интегральную формулу Коши для произ-

водных, 
 3

4)2(z

z

z

zde
. 
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Задача 9 

Найдите область сходимости степенных рядов:  

n

n
n

nn

iz
n

i
)43(

52)23(

)32(4

1










. 

Задача 10 

Разложите в ряд Лорана в окрестности точки 0z  функцию 

4

cos1
)(

z

z
zf


 .  

 

Задача 11 

Разложите в ряд Лорана в указанном кольце функцию ,
23

32
)(

2 




zz

z
zf  

21  z . 

 

Задача 12 

При помощи вычетов вычислите интеграл  
 



32

22

2 1cos

z z

z
. 

 

Задача 13 

При помощи вычетов вычислите интеграл dz
zz

z

z


 



2

3 )3()1(

4
. 

 

Задача 14 

Используя вычет относительно бесконечно удаленной точки, вычислите 

интеграл zd
z

z

z


 10

7

20

2
. 

 

Задача 15 

Вычислите определенный интеграл  




2

0 4sin7 t

td
. 

 

Задача 16 

Вычислите несобственный интеграл  


  )9)(1( 22 xx

xd
. 
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