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Предлагаются методы робастного оценивания и прогнозирования для бета-иерархических мо-
делей группированных бинарных данных с искаженными результатами наблюдений. Доказа-
но, что оценки параметров моделей, оптимальные в смысле минимакса смещения, вычисляют-
ся на середине интервалов искажений, а прогноз, оптимальный в смысле минимакса риска, 
достигается при максимально возможных уровнях искажений. Теоретические результаты ил-
люстрируются компьютерным моделированием. 
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Введение 

Бета-иерархические модели широко используются при описании стохастических свойств 
группированных бинарных данных, поскольку в отличие от классической биномиальной модели 
позволяют учесть межгрупповую корреляцию и взаимную зависимость результатов наблюдений 
[1]. В основе таких моделей лежит бета-биномиальное распределение [2], для которого байесов-
ская прогнозирующая функция представляется в явном виде. Это обусловливает практическую 
значимость рассматриваемого класса моделей для медицины и экономики [3]. При этом наиболее 
часто применяются бета-биномиальная и бета-логистическая  варианты бета-иерархических мо-
делей. 

Бета-биномиальная модель (ББМ) была предложена Пирсоном [4] и развита далее в работе 
Скеллама [5]. Для оценивания параметров ББМ традиционно используются методы моментов и 
максимального правдоподобия [6], а прогнозирование на основе ББМ осуществляется с помощью 
байесовского предиктора, имеющего бета-распределение. Бета-логистическая модель (БЛМ) была 
предложена Хекманом и является обобщением ББМ [7]. При этом идентификация параметров 
БЛМ проводится методом максимального правдоподобия, а при прогнозировании используется 
подход, аналогичный ББМ. Обе модели в случае отсутствия искажений в наблюдаемых данных 
позволяют значительно повысить точность прогнозирования по сравнению с биномиальной моде-
лью [8]. 

Однако искажения в данных существенно влияют на качество статистических выводов 
для бета-иерархических моделей. В предыдущих работаx [9, 10] автором были получены выраже-
ния, позволяющие оценить робастность различных методов оценивания ББМ и БЛМ, а также уве-
личение риска прогнозирования для случая, когда уровни искажений известны с точностью до 
значений. При этом проведенные численные эксперименты показали, что даже при небольших 
уровнях искажений классические методы могут приводить к большим ошибкам в прогнозе. По-



 

этому актуальна задача разработки новых, устойчивых к искажениям методов статистического 
оценивания и прогнозирования для бета-иерархических моделей. 

В данной работе предлагаются робастные методы оценивания и прогнозирования для ББМ 
и БЛМ в случае, когда уровни искажений известны с точностью до интервала. При этом доказано, 
что оценки параметров моделей, оптимальные в смысле минимакса смещения, вычисляются при 
средних значениях уровней искажений, а прогноз, оптимальный в смысле минимакса риска, дос-
тигается при максимально возможных уровнях искажений. Полученные теоретические результа-
ты иллюстрируются компьютерным моделированием. 

Постановка задачи 

Пусть результаты наблюдений описываются набором k бинарных векторов-строк 
B = (B1, B2, …, Bk), { } in

iB 1,0∈ , где ( )
iiniii BBBB ,,, 21 …=  — результаты серии испытаний над i-м 

объектом, причем Bij = 1, если в испытании j для объекта i некоторое случайное событие имело 
место, и Bij = 0 в противном случае. Объекту номер i в испытании номер j поставлен в соответст-
вие некоторый m-вектор факторов Zi ∈ Rm, который описывает свойства объекта. При этом пред-
полагается, что размеры серий испытаний n1, n2, …, nk малы, а объекты обладают свойством "сла-
бой неоднородности" [1]. 

Для описания стохастических свойств рассматриваемых данных используется бета-
иерархическая модель, основанная на следующих предположениях. 

П1. Для i-го объекта вероятность успеха pi постоянна в течение всей серии испытаний. 
П2. Вероятность успеха pi является случайной величиной, имеющей бета-

распределение с параметрами , причем p00 , ii βα 1, p2, ..., pk независимы в совокупности. 
П3. Параметры бета-распределений αi, βi связаны с факторами Zi выражениями 

 где f( ) ( ),, iiii ZfZf βα =β=α α(.), fβ(.) — некоторые функции. 
В данной работе рассматриваются две наиболее широко используемые модели из этого 

класса: бета-биномиальная модель (ББМ) и бета-логистическая модель (БЛМ), которые опреде-
ляются следующими дополнительными предположениями: 

ББМ:  

параметры модели:  

;,)(,)( 00 nnZfZf iii =β=α= βα

.,, 00 RNn ∈βα∈
БЛМ:  

параметры модели:  

);(exp)(),(exp)( 00 bZZfaZZf T
ii

T
ii == βα

.Rb,a,Nn,,n,n m
k ∈∈ 00

21 …
Заметим, что размеры серий испытаний n для ББМ и n1, n2, …, nk для БЛМ предполагают-

ся известными. 
Пусть данные B подвержены аддитивным стохастическим искажениям, и наблюдается ис-

каженная бинарная матрица B~ : 

,BB~ ijijij η⊕=  (1) 

где ⊕ — операция сложения по модулю два, а {ηij} – независимые случайные бинарные величи-
ны, причем  i = 1, …, k,   j = 1, …, ni.  При этом для каждого i, j имеет место следующая зависи-
мость случайной величины ηij от наблюдений Bij: 

],,[],,[,}B|{P,}B|{P ijijijij
max
1

min
11

max
0

min
0010 1101 εε∈εεε∈εε===ηε===η  (2) 

где  — известные границы интервалов для уровней искажений εmaxminmaxmin ,,, 1100 εεεε 0, ε1, точные 
значения которых неизвестны. Задача заключается в робастном оценивания параметров ББМ и 
БЛМ и прогнозировании вероятностей {pi} на их основе в случае искажений (1), (2) с уровнями, 
известными с точностью до указанных интервалов. 
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Робастное оценивание параметров моделей 

Рассмотрим задачу построения b-робастных оценок параметров бета-иерархической моде-
ли, обеспечивающих минимальное смещение при "наихудших" значениях уровней искажений из 
заданных интервалов. При этом предлагаемый подход применим сначала к оценкам, построенных 
по методу моментов (ММ-оценок). В работе [9] автором было доказано, что при известных уров-
нях искажений ε0, ε1 и истинных значениях параметров модели α0, β0 справедливы следующие 
асимптотические разложения для смещения ММ-оценки параметров ББМ: 

[ ] ),,()1()12(),( 101
000

0
00

10 εε+εβ+αα+ε+β+α=εεα∆ o  (3) 

).,()12()1(),( 101
00

0
0000

10 εε+ε+β+α+εα+ββ+β=εεβ∆ o  (4) 

Обозначим вектор искомых параметров через θ = (α, β), а вектор возмущений через 
. Тогда, используя асимптотические разложения (3), (4), смещение ММ-оценки T),( 0

1
0
0

0 εε=ε θ  

можно представить как ||),(||o)(Q mE ε+εθ=θ∆ 10  где Q — (2×2)-матрица из соответствующих 
коэффициентов, 1m — m-вектор, составленный из единиц, ||.|| — евклидова норма. Рассмотрим 
далее класс оценок вида εθ−θ=εθ )()( Qc , где ε — некоторое значение из заданного интервала, 
которые будем называть оценками с компенсированным смещением. Тогда b-робастную оценку с 
компенсированным смещением можно определить как )(),( *εθ=εεθ c

maxminb
c , где  – решение 

следующей задачи оптимизации: 

*ε

,min|)(max }{ 00
0 ε→εθ−εθ

ε ∈ε∈ε

cE  (5) 

где θ0 — неизвестное истинное значение для θ и . Учитывая линей-
ность по ε

],[],[ 1100
maxminmaxmin εε×εε=ε

0, ε1 выражений (3), (4), доказано, что решение задачи (5) достигается на середине ин-
тервалов , т.е. b-робастная оценка с компенсированным смещением вычис-
ляется при средних уровнях искажений как 

],[],,[ 1100
maxminmaxmin εεεε

)( 2/)(),( maxmin
c

maxminb
c ε+εθ=εεθ . 

Асимптотические разложения, аналогичные выражениям (3), (4), были получены также 
для оценок максимального правдоподобия параметров ББМ и БЛМ [9, 10]. Это позволяет исполь-
зовать результат теоремы 1 при построения на их основе b-робастных оценок с компенсирован-
ным смещением. 

Робастное прогнозирование 

Как было показано ранее в работе [11], оптимальный в смысле минимума среднеквадра-
тичной ошибки байесовский прогноз для бета-иерархической модели с искажениями (1), (2) 
в случае известных уровней ε0, ε1 и параметров модели  определяется как }{ 00

iii ,,n βα

,)β(α)(α),(ω),;(
0 1010 ∑ =ε +++εε=εε

n

l i
0
i

0
i

0
i

i
sl

i nlsp  (6) 

где весовые коэффициенты имеют вид 
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причем , а [ ] NzRylyy z

l
z ∈∈+= ∏ −
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j ijBs
1

 — наблюдаемое число успехов для объ-

екта i. Рассмотрим теперь задачу построения минимаксного прогноза, обеспечивающего мини-
мальное значение среднеквадратичной ошибки при "наихудших" значениях уровней искажений 
из заданных интервалов . ],[],,[ 111000

maxminmaxmin εε∈εεε∈ε

Решение этой задачи будем искать в классе байесовских прогнозов );( εε spi , определяе-
мых выражением (6), параметром которых является вектор возмущающих воздействий 
ε = (ε0, ε1)T. Тогда искомое значение параметра  определяется из задачи оптимизации *ε

,min)|);((max 02
0 ε

→εε
ε ∈εε

∈ε
spr i  (7) 

где )|);(( 02 εεε spr i  — среднеквадратичная ошибка прогноза );( εε spi  при условии, что истинное 

значение уровней искажений равно ε0, а ],[],[ 1100
maxminmaxmin εε×εε=ε . Решение задачи (7) получено 

ниже с использованием следующих вспомогательные результатов. 
Утверждение 1. Среднеквадратичная ошибка некоторого произвольного прогноза )(spi  

выражается через байесовский прогноз );( 0εε spi  и ряд распределения  как )( 0, επε i
s
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Утверждение 2. Для прогноза );( *εε spi  справедливо следующее асимптотическое раз-
ложение среднеквадратичной ошибки по истинным значениям уровней искажений: 
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При использовании этих утверждений доказано что при достаточно малых  оп-

тимальный в смысле минимакса среднеквадратичной ошибки прогноз 

maxmax
10 , εε

);( *εε spi  вычисляется на 

верхней границе уровней искажений . Полученный результат позволяет построить роба-
стный прогноз для бета-иерархической модели, обеспечивающий минимальное значение средне-
квадратичной ошибки при искажениях, известных с точностью до интервала. 

maxε=ε*

Результаты компьютерных экспериментов 

Для анализа эффективности предложенного метода b-робастного компенсированного оце-
нивания параметров ББМ была проведена серия компьютерных экспериментов для α0=0,5; β0=9,5; 
n=10; k=1000, причем генерировались 100 случайных выборок, на которые далее накладывались 
аддитивные стохастические искажения с уровнями от 0 до 0,05. На рис. 1 приводятся результаты 
b-робастного оценивания для трех способов компенсации, отличающихся значением . Как сле-
дует из рисунка, при 

*ε
2)(* maxmin ε+ε=ε  область смещения имеет "компромиссное" расположение, 

симметричное относительно оси абсцисс и обеспечивающее наименьшее значение ∆α в "наихуд-
шем" случае. На рис. 2 приведены результаты компьютерного моделирования, подтверждающие 
этот теоретический результат. При этом процент экспериментальных точек, попадающих в асим-
птотическую область, колеблется от 77 до 90% для ММ-оценки и от 63 до 76% для МП-оценки 
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(соответствующие проценты отмечены числами на рис. 2). Это показывает, что предложенный 
метод b-робастного компенсированного оценивания является устойчивым к искажениям рассмат-
риваемого типа. 

 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-3

-2

-1

0

1

2

3

εc = εmin

εc = εmax

εc = (εmin
 + εmax)/2 

α 

∆α 

ε ∈ [0, 0.1] 
a) 

   

 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-3

-2

-1

0

1

2

3
 

εc = εmin 

εc = εmax εc = (εmin
 + εmax)/2 

α

∆α

ε ∈ [0.05, 0.1] 
б) 

 
а     б 

Рис. 1. Области смещения ∆α для различных способов компенсации для b-робастной ком-
пенсированной ММ-оценки (а) и МП-оценки (б):  — настройка на нижнюю границу 
(εc = εmin);  — настройка на верхнюю границу (εc = εmax);  — b-робастная настройка 
(εc = (εmin + εmax) / 2) 
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Рис. 2. Результаты компьютерного эксперимента для b-робастной компенсированной 
ММ-оценки (а) и МП-оценки (б):  — экспериментальная доверительная область;  — 
границы асимптотической области смещения 

Заключение 

Полученные результаты обобщают методы робастного оценивания и прогнозирования для 
бета-иерархических моделей группированных бинарных данных на случай вероятностей искаже-
ний, известных с точностью до интервала. При этом доказано, что оптимальные в смысле мини-
макса смещения оценки параметров вычисляются на середине интервалов, а прогноз, оптималь-
ный в смысле минимакса риска, достигается при максимально возможных вероятностях искаже-
ний. Эффективность предложенных методов подтверждается результатами компьютерного моде-
лирования. 
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MINIMAX ESTIMATION AND FORECASTING 
FOR CLUSTERED BINARY DATA WITH MISCLASSIFICATIONS 

M.A. PASHKEVICH 

Abstract 

The paper proposes new minimax identification and forecasting techniques for the beta-mixed 
hierarchical models of the clustered binary data with misclassified observations. For the known misclas-
sification probability intervals, it is proved that the b-robust bias-corrected estimator is calculated for the 
mean misclassification probabilities, while the optimal predictor that ensures the minimum risk of forest-
ing is reached on the upper bound of the intervals. The performance of the obtained theoretical results is 
verified via computer simulation. 
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