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МЕТОД УСТАНОВЛЕНИЯ ИЗОМОРФИЗМА ГРАФОВ                     
 

В работе представлен оригинальный подход к проверке изоморфизма двух связных графов. Подход ори-

ентирован на прикладные системы искусственного интеллекта и системы принятия решений, использующие 

технику распознавания на основе изоморфизма графов. Достоинство такого подхода состоит в том, что он «не 

чувствителен» к искажениям изображений, но «схватывает» топологию связей. Разработанный авторами под-

ход базируется на использовании определенной  инвариантной характеристики графа, представляющей  мат-

рицу кратчайших расстояний между парами вершин. Данная характеристика вычисляется через вводимые 

длины ребер, определяемые через степени вершин графа. Таким образом, длины ребер отражают характер 

связей между вершинами и для изоморфных графов остаются неизменными. Представлено обоснование уста-

новления изоморфизма  на базе введенного критерия, а также  метод отыскания соответствия вершин на ос-

нове матрицы кратчайших расстояний.  Рассмотренная в статье задача может встретиться, например, при рас-

познавании лиц в условиях наличия искажений на изображениях. Вершинами графа изображения являются 

некоторые характерные точки. Точки соединяются ребрами, если их яркость и цвет достаточно схожи. Оче-

видно, что при искажении изображений ребрам могут быть приписаны оценки степени сходства, отличные от 

«1». Представленный в статье подход может быть интересен для специалистов-прикладников, занимающихся 

проблемами распознавания и классификации.  
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AN ALGORITHM FOR ESTABLISHING GRAPH’S ISOMORFISM                     
 

 
Аn original approach to test two connected graphs isomorphism is given. The approach is oriented at applied arti-

ficial intelligence systems and decision making systems based on the recognition technique with graph isomorphism. 

An advantage of the suggested approach is based on its indifference to images distortions and a possibility to catch 

the topology of links. The suggested approach uses a definite invariant characteristic of a graph representing a modi-

fied the shortest-length paths matrix between the pairs of nodes. This characteristic is computed through the edges 

lengths defined with the help of the nodes degrees. The edges lengths reflect the graph topology and remain invariant 

for isomorphic graphs. A ground for isomorphism on the basis of the introduced invariant feature is given with a 

metod  to find the correspondence between the graph nodes. The problem considered in the paper may be encountered 

in face recognition with some distortions. The graph nodes are associated with characteristic points on the face. The 

points are connected if they have similar brightness or/and color. If the face is distorted the similarity degrees differ-

ent from «1» may be used instead. The entire approach may be interesting for those specializing in pattern recognition 

and classification. 
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Введение.  Задача изоморфизма графов 

имеет важное прикладное значение [1 3], осо-

бенно для задач распознавания. В связи с при-

кладной направленностью вычислительный ас-

пект имеет важнейшее значение. Не так давно 

Л. Бабаи [4] анонсировал метод с квазиполино-

миальной сложностью для задачи установления 

изоморфизма графов. Он использовал подход 

Люкса [1] для формирования блоков группы 

перестановок, причем проблема сводилась к 

определению изоморфизма блочных структур 

двух групп перестановок. На момент написания 

этой статьи нам не известен результат незави-

симой экспертизы работы Бабаи. Вместе с тем, 



имеется, по крайней мере, два пункта для кри-

тики подхода Л. Бабаи. Во-первых, его квазипо-

линомиальность связана с субэкспоненциально-

стью метода для графов большой размерности. 

Во-вторых, теоретико-групповая платформа для 

обоснования метода делает его труднопонимае-

мым даже для математиков, специализирую-

щихся на теории групп. Заметим также, что ал-

горитм Бабаи не решает проблему изоморфизма 

при заданных и в общем случае не совпадаю-

щих весах ребер. Имеются указания предвари-

тельного характера о возможной ошибке в дока-

зательстве этого автора. 

Данная статья излагает иной подход для ре-

шения задачи изоморфизма в достаточно общем 

случае с позиций, делающих алгоритм доступ-

ным широкому кругу лиц. Эти обстоятельства 

существенны не только для оценки алгоритма, 

но и расширения сферы его использования, т. к. 

алгоритм ориентирован на взвешенные графы. 

Работа имеет некий аналог [5], который анонси-

рует полиномиальность изложенного там мето-

да. Использованная здесь инвариантная харак-

теристика существенно иная. Мы отмечаем пе-

реборный в общем характер описываемого здесь 

метода, но указываем, что на практике алгоритм 

ведет себя практически как эффективный.  
Основная часть.  Два графа G1(U1, W1), 

G2(U2, W2) с множествами вершин Ui  (ребер  Wi) 
изоморфны, если существует взаимно-
однозначное отображение H множества вершин 
одного графа на множество вершин другого, 
сохраняющее связи между вершинами, т. е. для 
любых двух вершин первого графа , , соеди-
ненных ребром, вершины H( ), H( ) второго 
графа также соединены ребром, и наоборот. 

Определение 1. Характеристика вершин 

графа называется инвариантной, если она не 

изменяется в каждом графе, изоморфном исход-

ному.  

Определение 2. Две вершины графа назовем 

различимыми, если хотя бы одна инвариантная 

характеристика графа у этих вершин различна. 

   Например, степень  любой вершины  не изме-

няется при изоморфном отображении данного 

графа. 

   Будем использовать минимальные расстояния 

между парами вершин графа. Ясно, что в изо-

морфном графе эти расстояния должны сохра-

няться. Поэтому  сначала укажем, как опреде-

лять минимальные расстояния. Пусть дан граф 

на рис. 1 (изначально числа ребрам не приписа-

ны).  Определим расстояние между парой вер-

шин , , соединенных ребром: 

                = (deg( ) + deg( )) / 2,               (1) 

 

 

где deg(x) – степень вершины x. Используя, 

например, алгоритм Дейкстры , построим мат-

рицу D кратчайших расстояний между парами 

вершин. Далее ссылаемся на такую матрицу как 

на D-матрицу.  
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            Рис. 1. Вычисление длин ребер  
 
                                                       Таблица 1 

Матрица кратчайших расстояний 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 − 2 2 4,5 4,5 6,5 6,5 

2 2 − 4 2,5 5,5 4,5 7,5 

3 2 4 − 5,5 2,5 7,5 4,5 

4 4,5 2,5 5,5 − 3 2 5 

5 4,5 5,5 2,5 3 − 5 2 

6 6,5 4,5 7,5 2 5 − 7 

7 6,5 7,5 4,5 5 2 7 − 

 

Поскольку минимальные расстояния в изо-

морфных графах сохраняются, то сразу уста-

навливаем следующие множества попарно не-

различимых вершин (например, вершины {2, 3} 

неразличимы по минимальным расстояниям. 

Назовем такие вершины d-неразличимыми): 

 

                 {1}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}.             (2) 

 

Определение 3. Назовем граф симметрич-

ным, если его можно представить как сумму 

двух или более изоморфных подграфов, содер-

жащих хотя бы одну общую вершину и отлича-

ющихся хотя бы одной парой вершин. 

Так, граф на рис. 1 является симметричным. 

Изоморфными являются подграфы с вершинами 

{1, 2, 3, 4, 5, 7} и {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

     Лемма. Пусть даны два связных симметрич-

ных графа G1(U1, W1), G2(U2, W2). Тогда они 

изоморфны, если изоморфны образующие их 

подграфы.  

Обратимся к разложению (2), полученному 

по табл. 1. Если бы множества d-неразличимых 

вершин содержали ровно по одной вершине, то 

установить изоморфизм графов можно было бы 

простой проверкой. В общем случае нам потре-

буется сделать следующую проверку. Возьмем 

какое-нибудь множество d-неразличимых вер-
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шин минимальной мощности. Так, возьмем, 

например, множество  

µ = {2, 3}. Построим два подграфа  исходного 

графа на рис. 1. Берем первую вершину из  µ, 

например вершину 2. Удаляем из исходного 

графа все ребра, инцидентные вершинам из µ, 

кроме вершины 2, исключая  также ребра, свя-

зывающие только вершины из µ. Если при этом 

вершина лишается всех ребер, то удалим и эту 

вершину.  В итоге получим первый подграф 

(назовем его 2-подграф) ( рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
     
 
 

Рис. 2. 2-подграф 

                                                      Таблица 2 
Матрица кратчайших расстояний 2-

подграфа 
 1 2 4 5 6 7 

1 − 1,5 3,5 6 5,5 7,5 

2 1,5 − 2 4,5 4 6 

4 3,5 2 − 2,5 2 4 

5 6 4,5 2,5 − 4,5 1,5 

6 5,5 4 2 4,5 − 6 

7 7,5 6 4 1,5 6 − 

Множество d-неразличимых вершин в соот-

ветствии с табл. 2 состоит только из одноэле-

ментных подмножеств. 

Аналогичные построения можно провести 

для 3-графа и убедиться, что его множество d-

неразличимых вершин также представлено од-

ноэлементными подмножествами. Устанавлива-

ем  соответствие вершин обоих подграфов и 

факт их  изоморфизма. Таким образом, нами 

описана некоторая базовая процедура расщеп-

ления графа на подграфы по вершинам некото-

рого подмножества d-неразличимых вершин. 

Эта процедура выполняется с целью выявления 

изоморфных подграфов (исходного) графа. За-

мечательно, что если удастся установить изо-

морфизм двух или более подграфов исходного 

графа, то можно оставить для последующего 

рассмотрения только один подграф. Если мы 

обнаружим два неизоморфных подграфа, то 

нужно проводить дальнейшие рассмотрения с 

каждым из них. Этим мы определили некото-

рую общую схему установления изоморфизма 

двух графов. 

Пусть дан граф с матрицей кратчайших рас-

стояний, представленной в табл. 3. 

                                                        Таблица 3 
Матрица кратчайших расстояний изоморф-

ного графа 
 a b c d e f g 

a − 5,5 4 4,5 2,5 7,5 2 

b 5,5 − 2,5 5 3 2 4,5 

c 4 2,5 − 7,5 5,5 4,5 2 

d 4,5 5 7,5 − 2 7 6,5 

e 2,5 3 5,5 2 − 5 4,5 

f 7,5 2 4,5 7 5 − 6,5 

g 2 4,5 2 6,5 4,5 6,5 − 

 

Множества d-неразличимых вершин и их соот-

ветствий в обоих графах таковы: 

 

{1}  {g}, {2, 3}  {c, a}, {4, 5}  {e, b},     

{6, 7}  {f, d}.                                            (3) 

 

Теперь, пользуясь соответствием  {2, 3} {c, a}, 

можно расщепить второй граф на два подграфа 

по вершинам c и  a. Как и для первого графа, 

получаем два изоморфных подграфа: c-подграф 

и a-подграф с одноэлементными множествами 

d-неразличимых вершин. Простой проверкой 

находим их соответствие 2-подграфу и 3-

подграфу. Исходя из этих рассмотрений, сфор-

мулируем метод установления изоморфизма 

графов. 

1. Расщеплять первый исходный граф для выяв-

ления изоморфных компонентов. Если таковые 

будут определены, то заменить рассмотрение 

всех этих изоморфных подграфов одним из них. 

Если будут определены неизоморфные компо-

ненты, то рассматривать их по отдельности. 

Очевидно, расщепление выполняем до получе-

ния одноэлементных множеств d-неразличимых 

вершин. 

 2. Расщеплять второй исходный граф по под-

множествам d-неразличимых вершин, сопостав-

ленным аналогичным подмножествам первого 

исходного графа (требуемое сопоставление 

осуществляется на основании матриц кратчай-

ших расстояний). 

3. Установить соответствие итоговых одноэле-

ментных подмножеств d-неразличимых вершин 

обоих графов. 

На практике процедура расщепления заверша-

ется сравнительно быстро, хотя теоретически 

она имеет переборный характер. 
Заключение. Вычислительная сложность 

метода напрямую определяется тем, сколько 
подграфов было порождено в результате опера-
ции расщепления исходного графа. В худшем 
случае эта величина оценивается сверху как 
O(2

k
), т. е. метод сохраняет свойства переборно-

го алгоритма. На практике, однако, процесс 
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останавливается досрочно, когда матрицы крат-
чайших расстояний различаются хотя бы по од-
ной строке, что является, скорее, типичной си-
туацией. Проведенный экспериментальный 
цикл показал практическую эффективность ме-
тода «в среднем».   

 

Если графы не изоморфны, то ситуации, ко-
гда матрицы минимальных расстояний оказы-
ваются идентичными, практически маловероят-
ны.  
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