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Предлагается подход к статистическому оцениванию параметров моделей панельных данных регрессион-
ного типа, основанный на применении моделей в пространстве состояний и фильтра Калмана. Проведены
компьютерные эксперименты, подтверждающие эффективность данного подхода.

Введение

Панельные данные представляют собой ин-
формацию, собранную для разных объектов в
последовательные моменты времени. Примене-
ние таких наблюдений позволяет специфициро-
вать и оценивать более сложные модели, чем
применение одной пространственной выборки
или одного временного ряда. Математически па-
нельные данные описываются случайным полем.
Примером панельных данных могут служить по-
казатели хозяйственной деятельности совокуп-
ности предприятий, которые собираются каж-
дый год. В этом случае получается массив дан-
ных, в котором содержатся и данные об однород-
ных объектах за один и тот же период времени,
и последовательные значения одной экономиче-
ской переменной в различные периоды времени.
Но если совокупность предприятий из года в год
будет различной, то такие данные уже не будут
являться панельными.

I. Панельные данные регрессионного
типа

Панельные данные регрессионного типа в
отличие от пространственных данных и времен-
ных рядов описываются переменными, содержа-
щими два индекса:

yit = α+ xitβ + uit, i = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T, (1)

где i обозначает номер объекта, t – означа-
ет момент времени, α – неизвестный скаляр (об-
щее среднее значение), β – k× 1 вектор коэффи-
циентов, xit является i-ым наблюдением k объ-
ясняющих переменных. Во многих приложениях
панельных данных предполагается, что ошибки
наблюдений представляются в виде:

uit = µi + νit,

где µi обозначает индивидуальный специфичный
эффект, νit – случайные величины. Предполо-
жим, что µi – последовательность независимых
случайных величин с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией σ2

µ, тогда νit описыва-
ется AR(1) временным рядом:

νit = ρνit−1 + εit,

где |ρ| < 1, εit – последовательность независимых
случайных величин с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией σ2

ε , νi0 ∼ N(0,
σ2
ε

1−ρ2 ).
Проблема состоит в оценивании неизвестных па-
раметров α, β, σµ, σε, ρ. Если ввести матрицу N×
N

C =


(1− ρ2)

1
2 0 0 . . . 0 0 0

−ρ 1 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −ρ 1 0
0 0 0 . . . 0 −ρ 1

 ,

то с помощью преобразования

w∗ = (IN ⊗ C)u,

где ⊗ – кронекерово произведение матриц, полу-
чим модель (1) с независимыми ошибками на-
блюдений, и оценку параметров можно прове-
сти методом наименьших квадратов, однако этот
процесс требует громоздких вычислений [1].

II. Панельные данные в форме моделей
в пространстве состояний

Рассмотрим простейшую модель панельных
данных:

yi = (1, . . . , 1)Tβ + εi, i = 1, . . . ,K, (2)

yi ∈ RK , εi ∼ NK(0,Σi).

Модель панельных данных (2) можно предста-
вить в виде следующей модели в пространстве
состояний для каждого отдельного объекта (при
фиксированном i):

yt = β + εt,

εt = φεt−1 + wt,

wt ∼ N(0, σ2), ε0 ∼ N(0, σ2

1−φ2 ).

(3)

Традиционный подход к проблеме оценива-
ния параметра β сводится к проблеме нелиней-
ной оптимизации. Чтобы избежать этой трудно-
сти, можно представить модель (3) в виде:
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[
εt
βt

]
=

[
φ 1
0 1

] [
εt−1

βt−1

]
+

[
wt
0

]
,[

wt
0

]
∼ N(0,W ),W =

[
σ2 0
0 0

]
,

βt = β, (ε0, β0)T ∼ N(0, G), G =

[
σ2

1−φ2 0

0 0

]
,

yt = εt, t = 0, . . . , T.

Обозначив [
εt
βt

]
= xt,

получим представление в форме моделей в про-
странстве состояний:xt =

[
φ 1

0 1

]
xt−1 +

[
wt

0

]
yt = [1, 0]xt,

(4)

где yt – наблюдения, xt – ненаблюдаемые компо-
ненты.

III. Компьютерные эксперименты

Для оценивания параметра β будем исполь-
зовать процедуру фильтрации Калмана. Приме-
нительно к модели в пространстве состояний (4)
рекурсивные уравнения фильтра выглядят сле-
дующим образом:

β̂t|t = ˆβt|t−1 +Ktỹt,

ỹt = yt − ˆyt|t−1 = yt −HT
t

ˆβt|t−1,

Kt = Σt|t−1Ht(H
T
t Σt|t−1Ht +W )−1,

Σt|t = (I −KtH
T
t )Σt|t−1,

ˆβt+1|t = Ftβ̂t|t,

Σt+1|t = FtΣt|tF
T
t ,

ˆyt+1|t = HT
t+1|t

ˆβt+1|t,

где

Ht = H = (1, 0), Ft = F =

[
φ 1
0 1

]
.

В нашем случае матрица переходов Ft из-
вестна с точностью до параметра, то есть ча-
стично неизвестна. Для оценивания параметра
φ необходимо либо переформулировать модель
в пространстве состояний таким образом, что-
бы этот параметр стал частью вектора состояния
системы xt, который можно оценить с помощью
фильтра Калмана, либо оценивать эту матрицу
с использованием функции правдоподобия или
EM-алгоритма. В нашем случае задача состоит
именно в оценивании параметра β, поэтому для
простоты положим, что в данных компьютерных
экспериментах матрица переходов процесса из-
вестна, то есть параметр φ задан явно [2].

Ниже приведены результаты экспериментов
при различных значениях параметров φ – пара-
метр матрицы переходов Ft, β – свободный член
в исходной модели, T – число наблюдений. Экс-
перименты проведены на модельных данных, по-
рождённых моделью (4) с заданным параметром
φ.

Таблица 1 – Результаты компьютерных
экспериментов

Эксперимент
№

φ T β β̂

1 0.1 500 -0.65 -0.599
2 0.5 200 0.3 0.380
3 0.4 200 0.0 -0.050
4 -0.5 100 -0.2 -0.213

Из проведенных экспериментов видно, что
оценки параметра β близки к истинным значени-
ям параметра, породившим реализацию случай-
ного процесса в заданных экспериментах.
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