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Данная работа посвящена проблеме определения ближайшей к реализации нестационарного временного
ряда трендовой модели. Причем здесь трендовые модели задаются каждая своим типовым трендом, об-
разуя семейства сдвига.

Введение

Во многих приложениях, в том числе про-
гнозирование поведения цены на бирже [4], важ-
но спрогнозировать не само значение цены, а
ее тенденцию, которая определяется базовыми
трендами. Здесь исследуется проблема определе-
ния трендовой модели, ближайшей к наблюдае-
мой реализации (например, цены). Для приня-
тия решений предлагается использовать решаю-
щее правило по методу наименьших квадратов.
Для него вычислен риск, а также в качестве при-
мера рассмотрен случай двух альтернативных
трендовых моделей.

I. Математическая модель и
постановка задачи

Пусть имеется реализацияX = {xt}Tt=1 дли-
тельности T нестационарного временного ряда
(ВР). Отсчеты xt ∈ R, t = 1, T , этого ВР рас-
положены возле своего тренда [2]:

xt = f(t) + ut, (1)

где f(t), t = 1, T , и есть тренд , а ее аргумент t
интерпретируется как время. Величины {ut}Tt=1

в (1) случайны, некоррелированны, с нулевы-
ми математическими ожиданиями и одинаковой
ограниченной дисперсией:

E {ut} = 0, D {ut} = E
{
u2
t

}
= σ2 < +∞; (2)

E {utul} = 0, ∀ t, l = 1, T , l 6= t,

и имеют смысл ошибок наблюдений.
Заданы L ≥ 2 различных трендовых моде-

лей. Каждая такая трендовая модель Ωl опреде-
ляется своим трендом fl(t), t = 1, T , l ∈ S, где
S = {1, . . . , L} – множество номеров этих моде-
лей. Все тренды {fl(·)}l∈S отцентрированы отно-
сительного нулевого уровня в том смысле, что

T∑
t=1

fl(t) = 0, l ∈ S. (3)

Модель Ωl (l ∈ S) содержит разные тренды
вида

fal (t) = fl(t) + a, t = 1, T ; (4)

где a ∈ R – параметр сдвига. Таким образом,
тренд fl(·) из (3) является типовым и задает

«тенденцию» [4], определяющую модель Ωl и
не зависящую от абсолютных значений текущего
тренда (4), принадлежащего этой модели.

Таким образом, по реализации X = {xt}Tt=1,
которой соответствует ненаблюдаемый реальный
тренд f(·) из (1), необходимо решить, к какой
трендовой модели из {Ωl}l∈S она «ближе». За-
ранее нужно определить это понятие, а также
предложить критерий эффективности принима-
емых решений [1].

II. Решающее правило и определение
его риска

Воспользуемся методом наименьших квад-
ратов (МНК) [3] и построим по реализации X =
{xt}Tt=1 решающее правило (РП) [1, 3] d = d(X) ∈
S, относящее реализацию X к той модели из
{Ωl}l∈S , к базовому тренду (3) которой она бли-
же. РП будет иметь вид:

d = d(X) = arg min
l∈S

min
a∈R

T∑
t=1

(xt − fal (t))
2

= (5)

= arg min
l∈S

T∑
t=1

(xt − x̄T − fl(t))2
,

где

x̄T =
1

T

T∑
t=1

xt (6)

– арифметическое среднее значений отсчетов из
реализации X = {xt}Tt=1.

Определим множество Do ⊆ S номеров тех
моделей из {Ωl}l∈S , к которым реальный тренд
f(·) ближе:

Do =

{
k : ρ∗(f, fk) = min

l∈S
ρ∗(f, fl)

}
, (7)

где

ρ2
∗(f, fl) = min

a∈R

T∑
t=1

(f(t)− fal (t))
2

= (8)

=

T∑
t=1

(
f(t)− f̄T − fl(t)

)2
,

f̄T =
1

T

T∑
t=1

f(t), l ∈ S.
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В (7), (8) f̄T имеет смысл значения параметра
сдвига, «приводящего» реальный тренд f(·) из
(1) к нулевому уровню в смысле (3):

T∑
t=1

(f(t)− f̄T ) = 0,

а ρ∗(f, fl) – евклидова расстояния между трен-
дом f(·) реализации X (с учетом сдвига на нуле-
вой уровень) и базовым трендом fl(·), определя-
ющим модель Ωl (l ∈ S). В качестве меры эффек-
тивности принимаемых решений, будем исполь-
зовать риск [1]

rT = P{d(X) /∈ Do}, (9)

имеющий смысл вероятности не отнести при по-
мощи РП d = d(X) ∈ S из (5), (6) реализацию X
к той трендовой модели, к которой она ближе в
смысле базовых трендов {fl(·)}l∈S из (3).

Если Do = {do} – есть только одна бли-
жайшая к тренду f(·) реализации X модель из
{Ωl}l∈S , то

rT = P{d(X) 6= do}. (10)

Чем меньше (ближе к 0) значения риска rT (0 ≤
rT ≤ 1) из (9), (10), тем эффективнее принима-
емые при помощи РП d = d(X) решения. От-
метим также, что РП (5), (6), благодаря сдвигу
реализации X = {xt}Tt=1, по которой выносится
решение, на нулевой уровень:

T∑
t=1

(xt − x̄T ) = 0,

позволяет из нескольких (m ≥ 2) реализаций
X(j) = {x(j)

t }
Tj
t=1, j = 1,m, отнесенных РП (5),

(6) к одной и той же трендовой модели: d =
d(X(1)) = . . . = d(X(m)) ∈ S, выбрать наиболее
близкую к ней. Ее номер

j∗ = arg min
1≤j≤m

Tj∑
t=1

(
x

(j)
t − x̄

(j)
Tj
− fd(t)

)2

,

x̄
(j)
Tj

=
1

Tj

Tj∑
t=1

x
(j)
t .

III. Вычисление риска

Как и в [1], вычислим риск РП d = d(X) в
ситуации, когда к тренду f(·) наблюдаемой реа-
лизации X наиболее близок лишь один из L ≥ 2
базовых трендов {fl(·)}l∈S , и

do = arg min
l∈S

ρ∗(f, fl) (11)

– истинный номер ближайшего базового тренда
через расстояния (8).

Введем обозначения:

ρ(f, fl) =

√√√√ T∑
t=1

(f(t)− fl(t))2
, l ∈ S;

ρ(fl, fk) =

√√√√ T∑
t=1

(fl(t)− fk(t))
2
, l, k ∈ S,

– обычные евклидовы расстояния между соот-
ветствующими трендами (без учета сдвига трен-
да f(·) на нулевой уровень).

Пусть реализация X = {xt}Tt=1 и трендо-
вые модели {Ωl}l∈S определяются соотношени-
ями (1) – (4), а случайные величины {ut}Tt=1

в (2), вдобавок, независимы в совокупности и
одинаково распределены по нормальному зако-
ну N1(0, σ2) (0 < σ2 < +∞). Если Do = {do},
где do ∈ S – единственный истинный номер (11)
ближайшей к X трендовой модели, то риск rT из
(10) РП (5), (6)

rT = (12)

= 1−E


∏
l ∈ S
l 6= do

U

(
zl +

ρ2(f, fl)− ρ2(f, fdo)

2σ ρ(fl, fdo)

)


где U(y) = {1, y ≥ 0; 0, y < 0} – единич-
ная функция Хэвисайда, σ =

√
σ2 – среднеквад-

ратическое отклонение, случайные величины zl,
l ∈ S, l 6= do, имеют стандартное нормальное
распределение: L {zl} = N1(0, 1), а их совместное
распределение является многомерным нормаль-
ным [3] со следующими ковариациями (l, k ∈ S,
l 6= do, k 6= do):

Cov {zl, zk} =

T∑
t=1

(fl(t)− fdo(t)) (fk(t)− fdo(t))

ρ(fl, fdo)ρ(fk, fdo)
.

Полученное соотношение (12) позволяет вы-
числить риск rT РП d = d(X) и оценить теоре-
тически его эффективность. Однако, как и в [1],
простой вид риск имеет лишь при L = 2:

rT = Φ

(
−
∣∣ρ2(f, f1)− ρ2(f, f2)

∣∣
2σρ(f1, f2)

)
,

где Φ(z) = 1√
2π

∫ z
−∞ exp

(
−w

2

2

)
dw, z ∈ R – функ-

ция распределения стандартного нормального
закона.
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