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Ненулевые алгебры голономии тривиальных связностей на однородных 
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Целью данной работы является локальная классификация трехмерных однородных пространств, 
допускающих только тривиальную аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии. Рас-
смотрены пространства, на которых действует разрешимая группа преобразований. Локальная 
классификация таких пространств эквивалентна описанию эффективных пар алгебр Ли. Описаны 
в явном виде все тензоры кривизны и алгебры голономии указанных связностей. Исследования 
основаны на использовании свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят, 
главным образом, локальный характер. 
Ключевые слова: алгебра голономии, однородное пространство, группа преобразований, аффин-
ная связность, тензор кривизны. 
 
The goal of this paper is the local classification of three-dimensional homogeneous spaces that admit only 
trivial affine connections with non-zero holonomy algebra. The spaces on which the soluble group of 
transformations acts are considered. The local classification of such spaces is equivalent to the description 
of effective pairs of Lie algebras. All curvature and holonomy algebras of these connections are described 
explicitly. The studies are based on the use of the properties of Lie algebras, Lie groups and homogeneous 
spaces, and are mainly local in nature. 
Keywords: holonomy algebra, homogeneous space, transformation group, affine connection, curvature 
tensor. 
 

Введение. Связность на многообразии определяет (через параллельный перенос) поня-
тие голономии. Голономия связности также тесно связана с кривизной через теорему Амбро-
уса-Сингера. Анализ групп голономии и их приводимости для естественно редуктивных од-
нородных пространств и произвольных римановых однородных пространств проведен 
Б. Костантом (в [1] и [2] соответственно). Группы и алгебры голономии имеют приложения в 
различных отраслях математики и физики, например, Э. Ириг [3] показал, что связь между 
группой голономии пространства–времени и изотропным рекуррентным векторным полем на 
многообразии позволяет (при некоторых дополнительных ограничениях) решить вопрос об 
однозначности определения метрического тензора по заданному тензору энергии-импульса. 
С описанием связностей ненулевой кривизны на трехмерных нередуктивных пространствах 
можно ознакомиться в [4], целью же данной работы является нахождение алгебр голономии 
тривиальных аффинных связностей на трехмерных однородных пространствах и определе-
ние условий, при которых алгебра голономии является ненулевой. В статье рассматриваются 
пространства, на которых действует разрешимая группа преобразований. 

Основные определения. Пусть M  – дифференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа G , = xG G  – стабилизатор произвольной точки x M . Необ-

ходимое условие существования аффинной связности – представление изотропии для  
должно быть точным, если 

G
G  эффективна на /G G  [5]. Пусть g  – алгебра Ли группы Ли G , 

а  – подалгебра, соответствующая подгруппе . Пара (g G gg, ) называется изотропно-
точной, если точно изотропное представление подалгебры . Там, где это не будет вызывать 
разночтения, будем отождествлять подпространство, дополнительное к  в 

g

g g , и факторпро-
странство ggm /= . Аффинной связностью на паре ( gg, ) называется такое отображение 

),(: mglg

)(1
3 mInvTR

 что его ограничение на  есть изотропное представление подалгебры, а все 

отображение является -инвариантным. Тензор кручения )  и тензор кривизны 

 для всех 

g

g (1
2 mInvTT

gyx,  имеют вид: 

     ),()(),(=),(,,)()(=),( yxyxyxRyxxyyxyxT   mmmmmmm . 
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Алгебра Ли  группы голономии [6] инвариантной связности *h )(3,: glg  на паре 
( gg, ) – это подалгебра алгебры Ли  вида )(3,gl

,]]),([),([]),([  VVV ggg  
где V  – подпространство, порожденное множеством  

}.,|]),([)](),({[ g yxyxyx  
Основная часть. Будем описывать пару ( gg, ) при помощи таблицы умножения алгеб-

ры Ли g  с базисом  (} dim=n,...,{ 1 nee g ), причем }  – базис , а 

 – базис m Для нумерации подалгебр используем запись ,.nd ля 

нумерации пар – запись ,.. mnd сь d  – азмерность подалгебры, n  – омер подалгебры в 
(3,gl  – н мер пары (

,...,{ 31 nee

н

g

 а },,{ 31221 nnn eueueu  

) , а m о

. 

 зде

д

р
gg, ). 

Пусть группа, действующая на однородном пространстве, является разрешимой. Будем 
выписывать аффинную связность через образы базисных векторов 1( )u , , 2( )u 3( )u , а 

тензор кривизны R  – через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ).R u u  Все указанные далее связности ока-

зываются связностями без кручения. 
Теорема. Трехмерные однородные пространства, допускающие только тривиальную аффин-

ную связность с ненулевой алгеброй голономии, такие, что g  является разрешимой, имеют вид: 
2.8.6. = 1/ 2   

1e  2e  1u 2u  3u  

1e  0  
1(1/ 2)e 0  0  

1u  

2e  1(1/ 2)e 0  0  
2u  3(1/ 2)u  

1u  0  0  0  0  0  

2u  0  
2u  0  0  

1e  

3u  1u  3(1/ 2)u  0  
1e 0  

 

2.9.3. = 1 2  , 0,1 / 2,1 / 4
1e  2e  1u 2u  3u  

1e  0  
2(1 )e 1u 2(1 2 )u  3u

2e  2( 1)e   0  0  0  
1u  

1u  1u  0  0  0  0  

2u  2(2 1)u  0  0  0  
2e  

3u  3u  1u  0  
2e  0  

 

2.16.2. = 1/ 3  
1e  2e  1u 2u  3u  

1e  0  
1(2 / 3)e  0  0  

1u  

2e  1(2 / 3)e 0  
1u 2(1/ 3)u 2 3(1/ 3)u u  

1u  0  
1u  0  0  0  

2u  0  
2(1/ 3)u  0  0  

1e  

3u  1u  2 3(1/ 3)u u  0  
1e  0  

 

3.8.9. = 1/ 2, =1/ 2   
1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  0  
3(1/ 2)e 1u 0  

3(1/ 2)u  

2e  0  0  
3(1/ 2)e 0  

2u  3(1/ 2)u

3e  3(1/ 2)e 3(1/ 2)e 0  0  0  
1u  

1u  1u  0  0  0  0  0  

2u  0  
2u  0  0  0  

3e  

3u  3(1/ 2)u 3(1/ 2)u  1u  0  
3e  0  
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3.14.2. =1  
1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  
22e 0  

1u 2u 3u  

2e  22e  0  0  0  0  
2u  

3e  0  0  0  0  0  
1u  

1u  1u 0  0  0  0  0  

2u  2u  0  0  0  0  
3e  

3u  3u 2u  1u 0  
3e  0  

 

3.19.16. = 1/ 2 
1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  
22e 3e  0  

22u 3u  

2e  22e  0  0  0  
1u  0  

3e  3e  0  0  0  0  
1u  

1u  0  0  0  0  0  0  

2u  22u 1u  0  0  0  
3e  

3u  3u  0  
1u 0  

3e 0  
 

3.20.5. = 1 2 , 1/ 3     
1 / 2  1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  
22 e 3(1 )e 1u 2(1 2 )u  3u  

2e  22 e  0  0  0  
1u  0  

3e  3( 1)e  0  0  0  0  
1u  

1u  1u  0  0  0  0  0  

2u  2(2 1)u 1u  0  0  0  
3e  

3u  3u  0  
1u  0  

3e  0  
 

3.23.2. =3 / 5  
1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  
22 / 5e 34 / 5e 1u 23 / 5u  31/ 5u  

2e  22 / 5e 0  0  0  
1u  2u  

3e  34 / 5e 0  0  0  0  
1u  

1u  1u  0  0  0  0  0  

2u  23 / 5u 1u  0  0  0  
3e  

3u  31/ 5u  2u  1u  0  
3e  0  

 

3.27.2. =1/ 3  
1e  2e  3e  1u 2u  3u  

1e  0  
3 1(2 / )e e3  0  0  

1u  0  

2e  1 3(2 / 3)e e  0  
3(2 / 3)e 1u 2(1/ 3)  u 2 3(1/ )u u 3

3e  0  
3(2 / 3)e  0  0  0  

1u  

1u  0  
1u  0  0  0  0  

2u  1u  2(1/ 3)u  0  0  0  
3e  

3u  0  
2 3(1/ 3)u u  1u  0  

3e  0  
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4.8.10. = 1/ , =1/ 22 
  

1e  2e  3e  4  e 1u  2u 3u  

1e  0  0  
3(3 / 2)e  4(1/ 2)e

  
1u  0  

3(1/ 2)u

2e  0  0  
3(1/ 2)e

   
4(1/ )e2 0  

2u 3(1/ )u  2

3e  3(3 / 2)e
 

3(1/ 2)e  0  0  0  0  
1u  

4e  4(1/ 2)e
 

4(1/ 2)e
 

0  0  0  0  
2u  

1u  1  u 0  0  0  0  0  
4e  

2u  0  
2u  0  0  0  0  0  

3u  3(1/ 2)  u 3(1/ 2)u
 

1u  2u  4e
 

0  0  

 

4.11.4. =1/ 2, = 1/ 2    
1e  2e  3e  4e  1u  2u  3u  

1e  0  0  
3e  4(1/ 2)e 1u  0  

3(1/ 2)  u

2e  0  0  
3e 4(1/ 2)e 0  

2u  3(1/ 2)u

3e  3e  3e  0  0  0  
1u  0  

4e  4(1/ 2) e 4(1/ 2 e) 0  0  0  0  
1  u

1u  1u  0  0  0  0  0  0  

2u  0  
2u  1u 0  0  0  

4e  

3u  3(1/ 2)u 3(1/ 2)u  0  
1u  0  

4e  0  
 

4.20.2. = 1/ 2   
1e  2e  3e  4e  1u 2u  3u  

1e  0  
2e 3(1/ 2)e 4(3 / 2)e 0  

2u  3(1/ 2 u  )

2e  2e  0  0  
3e  0  

1u  0  

3e  3(1/ 2)e 0  0  0  0  0  
1u  

4e  4(3 / 2)e 3e 0  0  0  0  
2u  

1u  0  0  0  0  0  0  0  

2u  2u  1u 0  0  0  0  
3e  

3u  3(1/ 2)  u 0  
1u  2u  0  

3e  0  
 

4.21.2. 2 =1  , 
 1  1e  2e  3e  4e  1u  2u  3u  

1e  0  
2(1 )e 3(3 1) / 2e 4(1 ) / e2 1u  2u  3(1 ) / 2u

2e  2( 1)e  0  
4e  0  0  

1u  0  

3e  3(1 3 ) / 2e  4e  0  0  0  0  
2u  

4e  4(1 ) / 2e   0  0  0  0  0  
1u  

1u  1u   0  0  0  0  0  0  

2u  2u  1u  0  0  0  0  
4e  

3u  3( 1) / 2u  0  
2u  1u  0  

4e  0  
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5.10.2. =1/ 2, = 1/ 2  
 

1e  2e  3e  4e  5e  
1u
 

2u  3u  

1e  0  0  
3e  

4(1/ 2)e
 

5(1/ 2)e
 

1u
 

0  
3(1/ 2)u  

2e  0  0  
3e

4(1/ 2)e
 

5(3/ 2)e  0  
2u  

3(1/ 2)u
 

3e  3e  3e 0  0  
4e 0  

1u  0  

4e  
4

 
(1/ 2)e 4(1/2)e 0  0  0  0  0  

1u  

5e  5(1/ 2 e  )
5(3/2)e

 
4e

 

0  0  0  0  
2u  

1u  1u  0  0  0  0  0  0  0  

2u  0  
2u 1u 0  0  0  0  

4e

3u  3(1  /2)u 3  (1/ 2)u 0  
1u  2u  0  

4e
 

0  

Тензоры кривизны и алгебры голономии тривиальных связностей представленны в 
табл

Таблица 1 – Тензоры кривизны разрешимых групп Ли

Тензор кривизны 

ицах 1 и 2. 
 

 

 

Пара 

5.10.2, 4 4.20.2,

4.21.2( 1), 3.8.9, 3.14.2,

3.19.16, 3.20.5( 1/ 2), 3.23.2,

3.27.2, 2.8.6, 2.9.3( 0,1/ 2,1/ 4), 2.16.2

 
 

 

 

.11.4, 0 0 0 0 1

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0


    
    
    
    

 

0 0 0 0    





0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
          
     
     

 4.8.10  

 
Таблица 2 – Алгебры голономии разрешимых групп Ли

Алгебра голономии 

 

 

Пара 

5.10.2, 4.11.4, 4.20.2 ( 1), 3.8.9, 3.14.2,

3.20.5( 1/ 2), 3.19.16, 3.23.2, 3.27.2,

2.8.6, 2.9.3( 0,1/ 2,1/ 4), 2.16.2

, 4.21.2 
 

 
 

0 0 p 
0 0 0

0 0 0

 
 
 
 

 

0 0 0

0 0

0 0 0

p

 
 
 
 
 

 4.8.10 

 

здесь . В дальнейшем, если на параметры, появляющиеся в процессе классификации, на- p
кладываются дополнительные условия, то они записываются после таблицы умножения, в про-
тивном случае предполагается, что параметры пробегают все  . В случае 4.21.2 при 1   связ-
ность тривиальна (при = 0  после замены базиса), в случае 3.20.5 при 1/ 2   замен азиса 
получаем тривиальную ость, в случае 2.9.3 связность тривиальна пр 1/ 2,1/ 4

ой б
связн и 0,  . 

Доказательство. Подалгебры в (3, )gl   описаны, например, в [7]. Для каждой подалгебры 
нахg  одим изотропно-точные пары с мой разреши g , аффинные связности на них и определяем 
ры, допускающие только тривиальную аффинную вязность с ненулевой алгеброй голономии. 

Рассмотрим, например, случай 3.23, где g  имеет вид 
па  с

1, , ,

(2 1)

x y z

x y x y z

x

 
     

    

 


. 
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Нильпотентная подалгебра порождена вектором  (базис подалгебры выбираем, 
придав одной из латинских переменных значение 1, а остальным 0 мерация базисных век-
торов соответствует алфавиту). Имеем 

h  1e
, ну

(1 ) (0) (2 2 )
2 1( ) , ( ) , ( ) ,e e    g h g h g h   3e (1)

1( ) ,U uh   ( )
2( ) ,U u h   (2 1)

3( ) .U u  h   

1  {0, 2 / 3,3 / 4}   Тогда (1 )
2( ) ,e g h   (0)

1( ) ,g h   e (2 2 )
3( ) ,e g h   (1)

1( ) ,ug h   
( )

2( ) ,u g h   (2 1)
3( ) ,u g h   (1 ) (2 ) (3 1)

1 2 1 3 2 3[ , ] ( ),[ , ] ( ),[ , ] ( );u u u u u u     g h g h g h  с учетом 

тождества Якоби получим, что 1 2 1 3 2 3 3 3[ , ] 0,[ , ] 0,[ ,u u u u u u c e]   , где 03( 3 / 5) =c   ,  или

1 1[ , 0,[ ,u u u u2 ] 3 1 1] ,[u 2 3, ]u u   2 2 1 2c e u  . 

 1.1  / 2 1 па . При ра ( 3 = 0c  g ,g ) тривиальна (т.е. существует коммутативный идеал 
m  алгебры Ли =g , такой, что g получаем ара допус-
кает только тривиальную аффинн й, нул  голо-

в 

m Прямыми вычислениями , что п
ую связность с нулевой кривизно евой алгеброй

 и не  в рассматриваемый работе класс. При 

g ). 

 номии входит 3= 3 / 5, 0c   пары ( g ,g ) и 

( 2g , 2 3.2, эквивалентны при помощи g ), т. е.  3.2 2: g g , 1 1( ) = ,e e  1/3
2 3 2( ) = ,e c e   

2/3
3 3 3( ) = ,e c e   4/3

1 3 1( ) = ,u c u   2 3 2( ) = (1/ ) ,u c u  2/3
3 3 3( ) = .u c u   Связность на этой паре и ее 

тензор кручения нулевые, тензор кривизны и алгебра голономии выписаны в таблицах 1 и 2. 
 1.2  = 1/ 2 . При 1 2= = 0c  пара тривиальна. При 01   эквивалентность пар ( g , ) и 

(

g

5g ,  устанавливается при помощи 5 )g 5: g g , ( )e =i i ,e  = 1,3 , 1( ) = (1/ ) ,j ji  u u   = 1,3.j  В 

этом случае связность не является нулевой, а пара не входит в рассматриваемый в работе класс. 
При = 0, 0c1 2   пара ( , )g g  эквивалентна паре ( , )g g , = 3i  или = 4i , посредством i i : i g g , 

( ) =e e ,j j  = 1,3,j  2( ) ,k ku c  1/2=| | u = 1,3k  (если > 0c , если = 4i ).

В случае = 3i  (3.23.3) отображение 
2 то = 3i , 2 < 0c , то  

)(: mglg  является g -инвариантным   

3 1 3 1 3 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e u       1 2), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e u2 1[ ( 2 1       

[ (e u u 1 1), ( )] = 3 2[ ( ), ( )] = 0,e u1( ),     2 2[ ( ( ),e u u1), ( )] =   1 2[ ( / 2) ( 2 ),u), ( )] = (1e u     

3 3[ ( ), ( )] =e u  [ ( ), ( )] = ( ),e u u    1( ,u  ) ( ), = 0e u2 3 2 1 3( )][  . учим, чтоПол  

1,3 1,1

1 2 1,3 3 1,1 1,1 1,3

0 0 0 0 0 0

( )= 0 0 0 , ( )= 0 0 , ( )= 0 0 , , .

0 0 0 0 0 0 0

p r

u u p u r r

    
           

          

  

Таким образом, связность не является нулевой при отличных от нуля значениях 
1,1 1,3

0

0 r p
p 

парамет-
ров, а пара не входит в рассматриваемый в работе класс. В случае  (3.23.4) аналогично.  = 4i

Тогда (1/4)
2( ) = ,eg h   (0)

1( ) = ,eg h   (1)
1( ) = ,ug h   2  = 3 / 4 . (3/4)

2( ) = ,ug h   
(1/2)

3 3u e ( )g h = ,  (7/4)
1 2 1 2[ , ] ( ) [ , ] = 0,u u u u g h  (3/2)

1 3 1 3[ , ] ( ) [ , ] = 0,u u u u g h  
(5/4)

2 3 2 3[ , ] ( ) [ , ] 0.u u u u  g h  В силу тождества Якоби 1 3 3 3[ , ] (1 / 2)e u u pe   (остальная часть 
таблицы умножени  полностью определяетс  изотропным . При = 0p  паря я предст )  авлением а
( g ,g ) тривиальна. При 0p   пара ( g ,g ) эквивалентна паре ( 6g , 6g ) при помощи 6: g g , 

( )=i ie e ,  =1,3,i  ( )= ,(1/ )ju p ju  =1,3.j  Полученная пара не  связностей. 

3  = 0

 доп  аффинныхускает

 . Имеем (1)
2 1( )= ,e ug h    (0)

1 2( )= ,e ug h    (2)
3( )= ,eg h   ( 1)

3ug  и ( )=h 
(1)

2 1 2 1 1[ , ] ( ) [ , ]= ,u u u u g h  1 u 2 2a e  (0)
3 1 3 1 2[ , ] ( ) [ , ]= ,u u u u b u  g h  1e 2

( 1)
1 2 3[ , ]u u   

3

( ) g h

2 3 ]= 3.u[ ,u u Из а оби следует, что 2 1 3 2 2 1 2[ , ] ,[ , ] 2 ,e u pe e u u pe  тождеств Як     

таблицы  полност
 (

3 2[ ,e u 3 ,[pe u
ся 

1 2, ]u pu ью 
. 

1 2 3 3,[ , ] 2u u pu   (
 представлением)

]
определяет

 
изотропным

остальная часть 
При пара

 умножения
= 0p  g ,g ) тривиальна. При 0p   

эквивалентность пар ( g ,g ) и ( 7g , 7g ) устанавливается при  помощи 7: g g , 1 1( ) = ,e e  

1 1( ) =u u ,  ( 2 2e p) = ,e  ( ) = ( ) ,u p u2 1/ 2  2
3 3( ) = ,e p e  3 3( ) = (1/ ) .u p  Полученная пара не 

атриваемый в работе класс. 

2 u
является разрешимой и не входит см в рас
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4  = 2 / 3 . Тогда (1/3)
2 3( ) = ,e ug h   (0)

1( ,eg h) =  (2/3)
3 2( ) ,e ug h    (1)

1= ( ) =g h  ,u
(5/3)

1 2 1 2[ , ] ( ) [ , ] = 0,u u u u g h  (4/3)
1 3 1 3[ , ] ( ) [ , ] = 0,u u ug h  u  (1

2 3 2 3 1 1[ , ]u u ) ( ) [ , ] = .u u u g  

 остальная  таблицы нож ю определяется изо-
тропным представлением. Пара (

h  В

силу Якоби  часть  ум ения полностьтождества 
g ,g ) эквивалентна тривиальной паре ( 1g , 1g ) посредством 

1: g g , ( )e =i i ,e  = 1i ,3,  ( ) ,1 1=u u  2 2( ) = ,u u  3 3 1( ) = .u u e2   

Поскольку 2 2
1 2dim dimD Dg g , пары 1 1( , )g g  и 2 2( , )g g  не эквивалентны. При = 3 / 4  

рассмотрим : (5, ),i if g gl   = 1,6,i  где ( )if x  – матрица |D i
ad xg  в базисе 2 3 1 2 3{ , , , , }e e u u u  

iDg . Поскольку ( )i if g  не , сопряжены пары 1 1( , ) 6 6( , )g g  g g  и не виваленэк тны. Поскольку 
2 2

1 dimg 7dim D D g , пары 1 1( , )g g  и 7( ,g g эквивалентны. При = 1/ 27 )  не   расс  мотрим

: (4,i if g gl ),   = 1,3,5,i  где ( )if x  – матрица |D i
ad xg  в б 2 3 1 2, , , }e u uазисе {e  ig . Поскольку 

( )i  не сопряже ары if g ны, п 1 1( , )g g , 3 3( , )g g , 4 4, )g , (g 5( ,g g эквивалентны друг другу.  

чаи расс ают огично. 
 однородных пространств с разрешимой 

5 )  не 

Остальные слу матрив ся анал
Других трехмерных g ,  только 

 ненулевой й голономи а анных в тео-
не существует. 

допускающих
тривиальную аффинную связность с алгебро и, кроме ук з
реме, 

ые пространства, на которых действу-
ет ра

 of America. – 1956. – V. 42 (5). – P. 258–261. 
2. Кostant, В. On holonomy and homogeneous s В. Кostant // Nagoya Math. J. – 1957. – № 12. – 

P. 31–54. 

izu  

изотропно-точные однородные пространства и связности на них / 
Н.П. М

венный университет 
инфо

Заключение. Найдены все трехмерные однородн
зрешимая группа преобразований, допускающие только тривиальную аффинную связ-

ность с ненулевой алгеброй голономии, что эквивалентно описанию соответствующих эф-
фективных пар алгебр Ли. 

Полученные результаты могут быть использованы при исследовании многообразий, 
при изучении пространств с аффинной связностью, а также иметь приложения в различных 
областях геометрии, топологии, дифференциальных уравнений, анализа, алгебры, в общей 
теории относительности, которая, с математической точки зрения, базируется на геометрии 
искривленных пространств, в ядерной физике, физике элементарных частиц и др., поскольку 
многие фундаментальные задачи в этих областях связаны с изучением инвариантных объек-
тов на однородных пространствах. 
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