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Занятия 1–2 
 

Ряд и его сумма. Знакоположительные ряды 
 

Пример 1. Написать простейшую формулу  n -го члена для следующих  
рядов: 

а) ...;
25
6

16
5

9
4

4
3 ++++  б) ...;8

4
4
3

2
21 ++++  

в) ...
4321

53
321

42
21
311 +

⋅⋅⋅
⋅+

⋅⋅
⋅+

⋅
⋅+  . 

Δ а) 2)1(
2

+
+=

n
nan ;  б) 12 −= nn

na ;   

в) ... ,4 ,3 ,2  ,!
)1)(1(  ,11 =+−== nn

nnaa n  . ▲ 

Пример 2. По первым трем членам ряда ...731 +++  восстановить его 
общий член сначала в наипростейшей форме, а затем в виде cbnanan ++= 2 .  

Δ Простейшей формулой общего члена ряда будет 12 −= n
na . Пусть 

cbnanan ++= 2 . Полагая ,3 ,2 ,1=n  получаем систему уравнений 








=++
=++

=++

.739
,324

,1

cba
cba

cba
 

Решая ее, находим 1  ,1  ,1 =−== cba . Таким образом, 12 +−= nnan . ▲ 
 

Пример 3. Доказать непосредственно сходимость следующих рядов и 
найти их суммы: 

а) ...;
)13)(23(

1...
74

1
41

1 +
+−

++
⋅

+
⋅ nn

 

б) ( );122
1
∑
∞

=
++−+

n
nnn  

в) ∑
∞

= ++
++

1
2

2

45
65ln

n nn
nn . 

∆ а) Очевидно, что 






+
−

−
=

+− 13
1

23
1

3
1

)13)(23(
1

nnnn .  

=
+−

++
⋅

+
⋅

= )13)(23(
1...74

1
41

1
nnSn  

.13
113

1
13

1
23

1...7
1

4
1

4
113

1 






+
−=















+
−

−
++





 −+





 −= nnn
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Теперь легко видеть, что последовательность частичных сумм сходится, а  
значит, сходится данный числовой ряд, его сумма  

3
1

13
113

1limlim =






+
−==

∞→∞→ nSS
nnn

. 

б) Найдем предел последовательности частичных сумм этого ряда: 

=−+−+−+== ∑
=∞→∞→

n

knnn
kkkkSS

1
))1()12((limlim  

.21
12

121lim

))12(21(lim)1122(lim

)1...342312(

)12...453423(lim

−=







+++
+−=

=+−++−=+−+++−=

=−+++−+−+−−

−+−+++−+−+−=

∞→

∞→∞→

∞→

nn

nnnn

nn

nn

n

nn

n

 

в) Запишем общий член ряда в виде =
++
++=

++
++

)4)(1(
)3)(2(ln

45
65ln 2

2

nn
nn

nn
nn  

)).3(ln)4((ln))1(ln)2((ln +−+−+−+= nnnn  

Так как 
4
2ln2ln)4ln)4((ln)2ln)2((ln

+
++=−+−−+= n

nnnSn , то 

2ln4
2ln2lnlimlim =






+
++==

∞→∞→ n
nSS

nnnn .  ▲ 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= +
+

1 12
1

т n
n . 

Δ Находим 02
1

12
1limlim ≠=
+
+=

∞→∞→ n
na

nnn
. На основании достаточного 

признака расходимости ряд расходится. ▲ 

Пример 5. Показать, что ряд  ∑
∞

=1

3 2

n n
n  удовлетворяет необходимому 

признаку сходимости, но тем не менее расходится. 
Δ Необходимый признак выполняется, так как  

01limlimlim 3/1

3 2
===

∞→∞→∞→ nn
na

nnnn
. 

Для доказательства расходимости данного ряда оценим его n-ю частичную 

сумму: 3 2
333333
1...111...

3
1

2
11 n

nnnn
Sn =+++≥++++= . Очевидно, что 

∞=
∞→

n
n

Slim . Ряд расходится. ▲ 
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Пример 6. Исследовать на сходимость ряд  ∑
∞

= ⋅+
+

1 2)2(
1

n
nn

n . 

Δ Сравнивая общий член ряда с общим членом сходящейся геометриче-

ской прогрессии ∑
∞

=1 2
1

n n , замечаем, что nnn
n

2
1

2)2(
1 <
⋅+

+  при всех n .  

Следовательно, исследуемый ряд сходится по признаку сравнения. ▲ 
 

Пример 7. Исследовать на сходимость ряды: 

а)  ∑
∞

=1 3 4

52cos
n n

n ; б) ∑
∞

=

+
1

22

3

sin
2

n nn
n . 

Δ  а) Так как 3/43 4

52 1cos
nn

nan ≤= , то по признаку сравнения ряд сходится.   

б) Так как 2/122

3

22

3 1
sinsin

2
nnn

n
nn

nan >>+= , то по признаку сравнения ряд 

расходится. ▲ 

Пример 8. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= +1 ln
1

n nn . 

Δ Воспользуемся предельным признаком сравнения. Имеем nnan ln
1
+

= . 

Пусть nbn
1= . Так как 





 ==≠=

+
=

∞→∞→∞→∞→
01

/1limlnlim  01ln1
1limlim x

x
x

n
nb

a
xxnn

n
n

, 

то в смысле сходимости ряд ∑
∞

=1n
na  ведет себя так же, как и гармонический ряд 

∑
∞

=1

1
n n , т. е. расходится. ▲ 

Пример 9. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= +
+

1
5

25

1
3ln

n n
nn . 

Δ Общий член ряда 







+
−+=

+
+=

1
131ln

1
3ln 5

2

5

25

n
n

n
nnan  ~ 

1
13

5

2

+
−

n
n  ~ ,3

3n
 

∞→n . Ряд сходится. ▲ 

Пример 10. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=





 −

1

1cos1
n n . 

Δ Поскольку nnan 2
1sin21cos1 2=−=  ~  ,  ,

2
1

2 ∞→n
n

данный ряд  

сходится. ▲ 
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Пример 11. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

+
1

4/5

2 )53(ln
n n

n . 

Δ Общий член ряда запишем в виде 8/98/1

2

8/98/1

2 1)53(ln)53(ln
nn

n
nn

nan ⋅+=
⋅
+= . 

С помощью правила Лопиталя легко показать, что 0)53(lnlim 8/1

2

=+
∞→ x

x
x

.  

Следовательно, 8/9
1

n
an <  для достаточно больших n . По признаку сравнения 

данный ряд сходится. ▲ 

Пример 12. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
3

2
n

n

n
.  

Δ Воспользуемся признаком Даламбера. Поскольку 3

1

13 )1(
2 ,2
+

==
+

+ n
a

n
a

n

n

n

n , 

то  12
11

2lim
)1(2

2limlim 33

31
1 >=






 +

=
+
⋅=

∞→

+

∞→
+

∞→

n
n

n
a

a
nn

n

nn

n
n

. Ряд расходится. ▲ 

Пример 13. Исследовать на сходимость ряд  ....1062
1074

62
74

2
4 +

⋅⋅
⋅⋅+

⋅
⋅+   

Δ Замечаем, что )24(...1062
)13(...1074

−⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅= n

nan , 24
43

1 +
+⋅=+ n

naa nn . Отсюда  

находим 14
324

43
limlim 1 <=+

+⋅
=

∞→
+

∞→ n

n

nn

n
n a

n
na

a
a

. Ряд сходится. ▲ 

Пример 14. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1

2

2
2

)!(
n n

n .  

Δ Находим 0
2

)1(lim
)!(2

2))!1((limlim 12

2

2)1(

2
1

2

2

=+=
⋅

⋅+= +∞→+∞→
+

∞→ nnn

n

nn

n
n

n

n

n
a

a
 (как  

известно, 1  ,0)(lim >=
∞→

a
a

xP
x

n
x

). Ряд сходится. ▲ 

Пример 15. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

⋅
1

!
n

n

n

n
ne .  

Δ  Попытаемся применить признак Даламбера: 

1
111!)1(

 )!1(
1

1
1 →






 +

=






 +

=
⋅⋅+
⋅+⋅= +

+
+

nnnn

nn

n

n

n

e

n
n

e
nen

nne
a

a
 при ∞→n . 
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Признак Даламбера ответа о сходимости ряда не дает. 

Замечаем, однако, что последовательность 
n

n
n 





 +1  является монотонно 

возрастающей и en

n

n
=





 +

∞→

11lim . Поэтому при любом n  справедливо ,11 >+

n

n
a

a

т. е. nn aa >+1 . 
Следовательно, для данного ряда не выполняется необходимый признак 

сходимости. Ряд расходится. ▲ 

Пример 16. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

−+
1

3

3
))1(2(

n
n

nnn .  

Δ Рассмотрим ряд с общим членом n

n

n
nb

3
)12(3 += .  Очевидно, что 

nn ab ≥ . Ряд ∑
∞

=1n
nb  исследуем с помощью признака Даламбера: 

13
12

)12( 3
3)12( )1(limlim 31

13
1 <+=

+⋅
⋅++= +

+

∞→
+

∞→ nn

nn

nn

n
n n

n
b

b . 

Ряд ∑
∞

=1n
nb  сходится. По признаку сравнения ряд n

nn

n

n
3

))1(2(lim
3

1

−+
→

  

тоже сходится. ▲ 
 

Пример 17. Исследовать на сходимость ряды:  

а)  ∑
∞

=







+
+

1 23
32

n

n

n
n ; б)  ∑

∞

=

−








+
−

2

)1(

1
1

n

nn

n
n . 

Δ  а) Здесь удобнее всего применить радикальный признак Коши: 

13
2

23
32limlim <=






+
+=

∞→∞→ n
na

n
n

nn
. 

Ряд сходится. 
б) Находим  

11
21lim1

1limlim 21
)1(2

2
11

<=






+
−+=







+
−= −+

−−
⋅

−
+

∞→

−

∞→∞→
enn

na n
nn

n

n

n
n

nn
. 

Ряд сходится.  ▲ 
 

Пример 18. С помощью интегрального признака Коши исследовать на схо-

димость ряд  ∑
∞

= −3
4 9n n
n . 

Δ Функция 
9

)( 4 −
=

x
xxf  удовлетворяет всем требованиям интегрального 
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признака Коши. Находим 2ln12
1

3
3ln12

1
9)(2

1
9 3

2

2

3
22

2

3
4 =

+
−=

−
=

−

∞∞∞

∫∫ x
x

x
dxdx

x
x . 

Несобственный интеграл сходится, а значит, данный ряд тоже сходится. ▲ 

Пример 19. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=2 )!(ln
1

n n . 

Δ Так как nnnn n ln
1

)(ln
1

)!(ln
1 =>  и ∞== ∞

∞

∫ 2
2

lnlnln xxx
dx , то, согласно  

интегральному признаку и признаку сравнения, ряд ∑
∞

=2 )!(ln
1

n n  расходится. ▲ 

Пример 20. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= ++1
2 )23(ln)32(

1
n nn

. 

Δ Пусть 
)23(ln)23(

1,
)23(ln)32(

1
22 ++

=
++

=
nn

b
nn

a nn . Так как 

2
3lim =

∞→ n

n
n b

a
, то ряды ∑

∞

=1n
na и ∑

∞

=1n
nb  в смысле сходимости ведут себя одинаково.  

Функция 
)23(ln)23(

1)( 2 ++
=

xx
xf  удовлетворяет всем требованиям  

интегрального признака Коши. Находим 

∫∫
∞ ∞

−
∞

=
+

−=++=
++ 1 1 

2

1
2 5ln3

1
)23(ln3

1)23(ln)23(ln3
1

)23(ln)23( xxdx
xx

dx . 

Ряд сходится. ▲ 

Пример 21. Вычислить сумму ряда 
n

n n 




∑

∞

= 2
1

!
1

1
 с точностью до 001,0=δ . 

Δ Выясним, при каком количестве членов δ≤nR . 

≤+






+
+







+
=

++

...2
1

)!2(
1

2
1

)!1(
1 21 nn

n nnR  

=+






+
+







+
+







+
≤

+++

...2
1

)!1(
1

2
1

)!1(
1

2
1

)!1(
1 321 nnn

nnn  

.2
1

)!1(
1...2

1
2
112

1
)!1(

1 21 nn

nn 




⋅

+
=








+





++







+
=

+

 

Путем подбора легко найти, что 001,016120
1 <
⋅

≤nR  при 4=n . Следо-

вательно, 648,0384
1

48
1

8
1

2
1 ≈+++=≈ nSS .  ▲ 
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Пример 22. Оценить остаток ряда ∑
∞

=1
2

1
n n

. Вычислить сумму с точностью 

до 1,0 . Сколько нужно взять членов, чтобы вычислить сумму с точностью до 
001,0 ? 

Δ  Для сходящихся знакоположительных рядов, члены которых монотонно 

убывают начиная с )1( +n -го, справедлива оценка ∫
∞

≤
n

n dxxfR )( . 

Воспользовавшись оценкой остатка ряда, получим nxx
dxR

nn
n

11
2 =−=≤

∞∞

∫ . 

Если взять первые 10 членов ряда, то 10
1≤nR . 6,1100

1...3
1

4
111

1
2 ≈++++≈∑

∞

=n n
 

(с точностью до 1,0 ). Чтобы обеспечить точность 001,0=δ , нужно взять 1000  
членов ряда.  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

1. Записать ряд в развернутом виде, если формула общего члена ряда имеет 
вид:  

а) 3
12

n
nan
−= . Ответ: ...125

9
64
7

27
5

8
31 +++++  . 

б) 1
)1(
+

−= na
n

n . Ответ: ...6
1

5
1

4
1

3
1

2
1 +−+−+−  . 

в)  !
2sin

n

n
an

π
= . Ответ: ...!9

1
!7

1
!5

1
!3

11 −+−+−  . 

 
2. Записать формулу общего члена ряда: 
а) ...12

1
9
1

6
1

3
1 ++++ . Ответ: 

nan 3
1= . 

б) ...11
1

8
1

5
1

2
1 +−+− . Ответ: 13

)1( 1

−
−=

−

na
n

n . 

в) ...15
4

7
3

3
21 −+−+− . Ответ: 

12
)1(
−
⋅−= n

n

n
na . 

3. Найти сумму ряда: 

а) ∑
∞

= +−1 )12)(12(
1

n nn . Ответ: 2
1=S . 
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б) ∑
∞

= +−1 )14)(34(
1

n nn . Ответ: 4
1=S . 

в) ∑
∞

= ++
+

1 )2)(1(
23

n nnn
n . Ответ: 2 =S . 

г)  ∑
∞

= −+1
2 869

6
n nn

. Ответ: 
4
5=S . 

д) ∑
∞

= +++1 )1()1(
1

n nnnn
. Ответ: 1=S . 

е) ∑
∞

= +1 )!1(n n
n . Ответ: 1=S . 

ж) ∑
∞

=
+
+

1 16
43

n n

nn
. Ответ: 2

1=S . 

з) .
15

35
1
∑
∞

=

−
n

n

nn
 Ответ: .

4
1=S  

4. Доказать расходимость ряда: 

а) ∑
∞

= +−
+−

1 2

2

524
132

n nn
nn . Ответ: 05

2lim ≠=
∞→ nn

a . 

б) ∑
∞

=







+
+

1 5
2

n

n

n
n . Ответ: 0lim 3 ≠= −

∞→
eann

. 

в) ∑
∞

= −+
+

1 2 15
23cos

n nn
n . Ответ: 01lim ≠=

∞→ nn
a . 

5. Исследовать на сходимость ряд с помощью признаков сравнения: 

а) ∑
∞

= +−
+

1
2 2

2sin
n nn

nn . Ответ: расходится. 

б) )1(
1

−−∑
∞

=
nn

n
. Ответ: расходится. 

в) ∑
∞

= +1 3 1
2tg

n n
. Ответ: сходится. 

г) ∑
∞

=

+
1

1ln1
n n

n
n . Ответ: сходится. 

6. Исследовать на сходимость ряд с помощью признака Даламбера: 

а) ∑
∞

= +
−

1 )!1(
)!12(

n n
n

. Ответ: расходится. 
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б) ∑
∞

=

+
1 )!2(

)!1(5
n

n

n
n . Ответ: сходится. 

в) ∑
∞

= ⋅1 !3n n

n

n
n . Ответ: сходится. 

7. Исследовать на сходимость ряд с помощью признака Коши: 

а) 
2

1 23

n

n n
n∑

∞

=







+
. Ответ: сходится. 

б) 
2

1

1
n

n n
n∑

∞

=





 − . Ответ: сходится. 

в) ∑
∞

=

+

⋅1 15

5

2
3

n n

n

n
. Ответ: расходится. 

8. Исследовать на сходимость ряд с помощью интегрального признака: 

а) ∑
∞

=2 ln
1

n nn . Ответ: расходится. 

б) ∑
∞

= +1 2 4
1

n n
. Ответ: сходится. 

в) ∑
∞

=2 3ln
1

n nn
. Ответ: сходится. 

9. Исследовать на сходимость ряды: 

а) ∑
∞

= +++
+++

1 3 56 11

5 44 3

54
21

n nn
nn . Ответ: cходится.  

б) ∑
∞

=

+
1 5 6

2 )65(ln
n n

n . Ответ: cходится. 

в) ∑
∞

= ⋅+⋅
+

1 !)!12(6
)!23(

n
n nn

n . Ответ: расходится. 

г) n

n

n n 9
121

2

1
⋅





 +∑

∞

=
. Ответ: cходится. 

д) ∑
∞

= −
+

1
4 )100(ln

3ln
n nn

n . Ответ: cходится.  

e) ∑
∞

=

−

1n

n

n
e . Ответ: cходится. 
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ж) ∑
∞

= ++
+

1
2

2

2
1ln

n nn
n . Ответ: раcходится. 

10. Сколько нужно взять членов ряда ∑
∞

= +1
32 )1(

4
n n

n , чтобы вычислить его 

сумму с точностью до 0001,0 ? Ответ: 10=n . 
 

Занятие 3 
 

Знакопеременные ряды.  
Самостоятельная работа 

 
Пример 1. Исследовать сходимость знакопеременных рядов: 

а) ∑
∞

= +−
α

1
2 32
cos

n nn
n ; б) ∑

∞

=

π
1 3sin

n

n
. 

Δ а) Исследуем ряд на абсолютную сходимость: 

32
1

32
cos

22 +−
≤

+−
α

nnnn
n ~ ∞→n

n
 ,1

2 . 

Ряд сходится абсолютно. 

б) Положим 16 += kn . Находим 03sin32sinlim
16

≠π=




 π+π

+=
∞→

k
kn

n
. 

Общий член ряда не стремится к нулю. Ряд расходится. ▲ 
 

Пример 2. Исследовать на абсолютную и условную сходимость следую-
щие знакочередующиеся ряды: 

а) )10(ln
1)1(

1

1

+
−∑

∞

=

−

nn

n ; б) 12
1 2)32(

1)1( +

∞

= +
−∑ n

n

n

n
; 

в) ∑
∞

= −+
−

2 )1(
)1(

n
n

n

n
; г) )52(...1197

)23(...741)1(
1

1

+⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅−∑

∞

=

−

n
n

n

n ; 

д) nn

n

4
1tg)1(

1

1∑
∞

=

−− . 

Δ а) Ряд )10(ln
1)1(

1

1

+
−∑

∞

=

−

nn

n  удовлетворяет всем требованиям теоремы 

Лейбница. Следовательно, он сходится. 

Рассмотрим ряд ∑
∞

= +1 )10(ln
1

n n . С помощью правила Лопиталя легко  
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показать, что 0)10(lnlim =+
∞→ x

x
x

. Следовательно, для достаточно больших n  

nn
1

)10(ln
1 >
+ . Ряд ∑

∞

=1

1
n n

 расходится. Поэтому ряд )10(ln
1)1(

1

1

+
−∑

∞

=

−

nn

n  

сходится условно.  

б) Исследуем ряд на абсолютную сходимость:  1212 2
1

2)32(
1

++ <
+ nnn

. 

Бесконечно убывающая прогрессия является сходящимся рядом. 

Ряд 12
1 2)32(

1)1( +

∞

= +
−∑ n

n

n

n
 сходится абсолютно. 

в) Последовательность nn )1(
1
−+

 не является монотонно убывающей, 

поэтому признак Лейбница неприменим. 
Представляя общий член ряда в виде 

1
1

1)1(1
)1()1(

)1(
)1(

−
−

−
−=

−
−−−=

−+
−

nn
n

n
n

n
n

n
n

n

n
 

и замечая, что ряд ∑
∞

= −
−

2 1
)1(

n

n

n
n  сходится по признаку Лейбница, а ряд ∑

∞

= −2 1
1

n n  

расходится, заключаем, что данный ряд также расходится. 
г) Исследуем ряд на абсолютную сходимость: 

2
3

72
13limlim     ;72

13 1
1 =

+
+=

+
+⋅=

∞→
+

∞→+ n
n

a
a

n
naa

nn

n
nnn . 

Следовательно, ∞=
∞→ nn

alim . Ряд расходится. 

д) Замечая, что n4
1tg ~ ∞→nn   ,4

1 , заключаем, что ряд nn

n

4
1tg)1(

1

1∑
∞

=

−−  

сходится по признаку Лейбница, а ряд ∑
∞

=1 4
1tg

n n  расходится. Следовательно, ряд  

nn

n

4
1tg)1(

1

1∑
∞

=

−−  сходится условно. ▲ 

Пример 3. Сколько первых членов нужно взять в ряде n
n

n

n 2
1)1(

1

1

⋅
⋅−∑

∞

=

− , 

чтобы их сумма отличалась от суммы ряда на величину, не превосходящую 0,001? 
Δ Нужное число членов ряда можно найти путем подбора из неравенства 

001,0
2)1(

1
1 ≤⋅+ +nn

.  Это неравенство выполняется при 7=n . ▲ 

Пример 4. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд   
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α

∞

=

−−+−∑
n

nn
n

n 22)1(
2

. 

Δ Общий член ряда запишем в виде  

=
−++

−=−−+−= αα )22( 
4)1(22)1(

nnnn
nna nn

n  

. 
2121 

4)1(
2/1 






 −++

−=
+α

nnn

n  

Так как 






 −+++α

nnn 2121 

4
2/1

~ ∞→+α n
n

  ,2
2/1

, то при ,12
1 >+α  

2
1>α  ряд сходится абсолютно; при 

2
1

2
1  ,1

2
10 ≤α<−≤+α<  ряд сходится 

условно по признаку Лейбница; при 2
1−≤α  ряд не удовлетворяет необходи-

мому признаку сходимости, следовательно, является расходящимся. ▲ 
 

Дополнительные задачи 
 

1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд: 

а) ∑
∞

= +
⋅

1 13
cossin

n nn
nn . Ответ: сходится абсолютно. 

б) ∑
∞

=

−

−
1

2

2
)1(

)1(
n

nn

n
. Ответ: сходится абсолютно. 

в) ∑
∞

=

−
2 ln

)1(
n

n

nn . Ответ: сходится условно. 

г) ∑
∞

=

+ π−

1

1

4arctg)1(

n

n

n
n . Ответ: сходится абсолютно. 

д) ∑
∞

= +
++−

1

2

)25(
)13()1(

n

n

nn
nn . Ответ: расходится. 

е)  1sin)1(
1 +

⋅−∑
∞

= n
n

nn

n
. Ответ: сходится абсолютно. 

ж)  ∑
∞

=

−+−
1

)1(2)1(
n

n
n

n ; Ответ: расходится. 
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з)  ∑
∞

=

+−−++−
1

22 1313)1(
n

n

n
nnnn .  Ответ: сходится условно.  

2. Установить, сколько членов ряда следует взять, чтобы обеспечить тре-
буемую точность вычисления его суммы 0001,0=ε : 

а) ∑
∞

=

−

+
−

1
3

1

)12(
)1(

n

n

n
. Ответ: 10≥n . 

б) ∑
∞

= ⋅
−

1 !3
)1(

n
n

n

n
. Ответ: 4≥n . 

 
3. Вычислить сумму ряда с точностью до 01,0 : 

а) ∑
∞

=

−−
1

1

4
)1(

n
n

n
. Ответ: 20,0≈S . 

б) ∑
∞

= +
−

0 )1()!2(
)1(

n

n

nn . Ответ: 76,0≈S . 

4. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд  

∑
∞

= α 




 +−+

−
1 22 35

)1(
n

n

nnn
. 

Ответ:  при 2>α  ряд сходится абсолютно, при  21 ≤α<  – сходится 
условно, при 1≤α  – расходится. 

 

Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 
 

1. Исследовать на сходимость следующие ряды: 

а) ∑
∞

= +⋅

+⋅+
1 12 72

4 33 2

53
32

n nn
nn ; б) 

3
1arctg  

2
1

1 3 ++
∑
∞

= nnn
;  

в) ∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

1 )23(...741
)34(...951

n n
n ; г)  ∑

∞

= +1
2

3

)3(2n
n n

n ;  

д)  ∑
∞

=

⋅
1

2

)!2(
)!(3

n

n

n
n ;  е)  ∑

∞

=








+
+

1
2

2
;

1
12

2

n

n

n
n   

ж) ∑
∞

= −+1 )13(ln)32(
1

n nn
.  
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Ответ: а) сходится; б) расходится; в) расходится; г) сходится; д) сходится; 
е) расходится; ж) расходится. 

2. Найти сумму ряда ∑
∞

= −+1
2 344

4
n nn

.  

Ответ: 3
4 . 

3. Сколько нужно взять членов ряда ∑
∞

=1
3

1
n n

, чтобы вычислить его сумму с 

точностью до 0,005?   
Ответ: 10=n . 

 

Вариант 2 
 
1.  Исследовать на сходимость следующие ряды: 

а)  ∑
∞

= +⋅
+⋅+

1 15 82

5 43 2

52
13

n nn
nn ; б)  

4
2arcsin  3 3

1

3

+
++∑

∞

= n
nn

n
;  

в)  ∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

1 )14(...1173
)45(...1161

n n
n

; г)  ∑
∞

=

+
1

4
)2(3

n

n

n
n ;  

д)  ;
53
32

2

1
2

n

n n
n∑

∞

=








+
+   е)  ∑

∞

=

⋅
1

3

)!3(
)!(36

n

n

n
n ;  

ж) ∑
∞

= +−1 3 )12(ln)13(
1

n nn
.  

Ответ: а) сходится; б) сходится; в) расходится; г) расходится; д) сходится; 
е) расходится; ж) расходится. 

2. Найти сумму ряда ∑
∞

= ++1
2 5124

4
n nn

.  

Ответ: 
15
8 . 

3. Сколько нужно взять членов ряда ∑
∞

=1 4
1

n n
, чтобы вычислить его сумму с 

точностью до 3
001,0 ?   

Ответ: 10=n . 
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Занятие 4 
 

Функциональные ряды 
 

Пример 1. Найти область сходимости функционального ряда ∑
∞

=

−−
1

ln

1)1(
n

x

n

n
. 

Δ  Функции, из которых составлен ряд, определены на множестве 0>x . Ряд 
сходится абсолютно при 1ln >x , т. е. при ex > . Для каждого x  из промежутка 

ex ≤<1  ряд сходится условно по признаку Лейбница; при 10 ≤< x  ряд расхо-
дится, как неудовлетворяющий необходимому признаку сходимости. Таким обра-
зом, область сходимости данного ряда характеризуется неравенством 1>x .  ▲ 

Пример 2. Найти область сходимости ряда ∑
∞

= +1
21n

n

n

x
x .  

∆  При 1<x     

n
n

n
x

x
x ≤
+ 21

. 

Ряд ∑
∞

=1n

nx  сходится как бесконечно убывающая прогрессия. По признаку 

сравнения сходится ряд ∑
∞

= +1
21n

n

n

x
x .   

При 1>x    

nn

n

n

n

xx
x

x
x 1

1 22 =≤
+

. 

 Ряд ∑
∞

=1

1
n

nx
 сходится как бесконечно убывающая геометрическая прогрес-

сия. Ряд ∑
∞

= +1
21n

n

n

x
x  сходится по признаку сравнения.  

 При 1±=x  получаем ряды, не удовлетворяющие необходимому признаку 
сходимости.  

 Следовательно, ряд ∑
∞

= +1
21n

n

n

x
x  сходится, причем абсолютно, в области  

) (1;1) ;1()1;( ∞+∪−∪−−∞∈x . ▲ 
 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд nx
nx

n

n

−∑
∞

=

lnsin
1

. 

Δ  Функции, из которых составлен ряд, определены на множестве nx ≠ , 
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где N∈x . Как известно, 0lnlim =
∞→ n

n
n

. Применим признак Коши к ряду, состав-

ленному из модулей данного функционального ряда при фиксированном x : 

0ln sinlimlnsinlim =
−

=
− ∞→∞→ nx

nx
nx
nx

n
n n

n
. 

Ряд сходится, причем абсолютно, на всей числовой оси, за исключением 
точек nx = , где N∈x .  ▲  

Пример 4. Найти область сходимости функционального ряда ∑
∞

=1
3

arctg8

n
n

n

x
n
x

. 
Δ Очевидно, что 0≠x . Применим признак Даламбера к ряду, составлен-

ному из модулей данного ряда при фиксированном x : 

.8
8
18

lim
arctg8

1arctg8
lim

)(
)(

lim
333

31

33

31
1

x
n
xx

xn
x

n
xx

xn
x

xu
xu

nn

nn

nnn

nn

nn

n
n

=
⋅⋅

⋅
+

⋅
=

⋅

⋅
+=

+

+

∞→+

+

∞→

+

∞→
 

Данный функциональный ряд сходится абсолютно в области ⇒<18
3x

 

) ;2()2 ;( ∞+∪−−∞∈⇒ x . В области )0(  )2 ;2( ≠−∈ xx  ряд расходится. Точки 

2±=x  исследуем отдельно. При 2=x  ∞→= nnnxun ,2~2arctg)( . Ряд расхо-

дится. При 2−=x  ∞→−−= ++ nnnxu nn
n ,2)1(~2arctg)1()( 11 . Ряд сходится по 

признаку Лейбница. Таким образом, область сходимости ряда 
) ;2(]2 ;( ∞+∪−−∞∈x .  ▲ 

Пример 5. Найти область сходимости степенного ряда ∑
∞

= +
+−

0 3 23
)2()1(

n
n

n
n

n
x . 

Δ Найдем радиус сходимости данного ряда:  3
23
33lim

3

31
=

+
+⋅=

+

∞→ n
nR n

n

n
. 

Ряд сходится в области 323 <+<− x , т. е. в интервале 15 <<− x . При 

5−=x  получаем ряд ∑
∞

= +0 3 2
1

n n
. Так как ∞→

+
n

nn
 ,1~

2
1

3/13 , этот ряд рас-

ходится. При 1=x  получаем ряд ∑
∞

= +
−

0
3 2

1)1(
n

n

n
, который сходится по признаку 

Лейбница. Область сходимости ряда ]1 ;5(−∈x .  ▲ 

Пример 6. Найти область сходимости ряда ∑
∞

=

−
0 2

)3(!
n

n

nxn . 
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Δ 0
)!1(2

2!limlim
1

1
=

+⋅
⋅==

+

∞→+∞→ n
n

a
aR n

n

nn

n
n

. Ряд сходится в единственной точке 

3=x .  ▲ 

Пример 7. Найти область сходимости ряда ∑
∞

=

+⋅
0 )!2(

)4(!3
n

nn

n
xn . 

Δ  =
+⋅⋅

+⋅⋅== +∞→+∞→ )!1(3)!2(
)!22(!3limlim 1

1 nn
nn

a
aR n

n

nn

n
n

 

∞=
+⋅⋅

++⋅⋅= +∞→ )1(!3)!2(
)22)(12()!2(!3lim 1 nnn

nnnn
n

n

n
. 

Область сходимости ряда ) ;( ∞+−∞∈x . ▲ 

Пример 8. Найти область сходимости ряда ∑
∞

=
+

+

+0
1

23

8)32(n
n

n

n
x . 

Δ Ряд содержит бесконечное число нулевых членов. Применим общий 
подход нахождения области сходимости функциональных рядов: 

88)52(
8)32(lim)(

)(lim
3

232

153
1

x

xn
nx

xu
xu

nn

nn

nn

n
n

=
⋅⋅+
⋅+⋅= ++

++

∞→
+

∞→
. 

Данный ряд сходится (и притом абсолютно), если 18

3

<
x

, т. е. 22 <<− x . 

При 2−=x  получаем ряд ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
+

+

+
−=

⋅⋅+
⋅⋅−=

+
−

000
1

23

32
)1( 2

1
88)32(

84)1(
8)32(

)2(
n

n

n
n

nn

n
n

n

nnn
. 

Этот ряд сходится по признаку Лейбница. При 2=x  получаем расходящийся 

ряд ∑
∞

= +0 32
1

2
1

n n
. Область сходимости ряда )2 ;2[−∈x . ▲ 

Пример 9. Исследовать сходимость ряда ∑
∞

=

+−
1

)1()2(
n

n

nn

n
x . 

Δ Применим признак Коши: 







>−∞

≤−
=

−
=

+

∞→∞→ .12 

,12    02
lim)(lim

 при

при1

x

x
n

x
xu

n

n
n

nn
 

Таким образом, ряд сходится, если 12 ≤−x , т. е. в промежутке 31 ≤≤ x . ▲ 

Пример 10. Установить равномерную сходимость ряда ∑
∞

=1

sin
n nn

nx  на всей 

числовой оси. 
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Δ Для всех значений x  справедливо неравенство 2/3
1sin

nnn
nx ≤ . Это зна-

чит, что ряд с общим членом 2/3
1

n
 мажорирует данный функциональный ряд на 

) ;( ∞+−∞ . Так как ряд ∑
∞

=1 2/3
1

n n
 сходящийся, то данный функциональный ряд по 

признаку Вейерштрасса сходится равномерно на всей числовой оси. ▲ 

Пример 11. Доказать равномерную сходимость ряда ∑
∞

= +
−

1

)1(
n

n

nx  на проме-

жутке ∞<< x0 . 
Δ На этом промежутке ряд сходится лишь условно и поэтому признак Вей-

ерштрасса неприменим. Однако, пользуясь известной оценкой остатка знакоче-

редующегося ряда |))(||)((| 1 xuxR nn +≤ , получим 1
1

1
1|)(|

+
≤

++
≤ nnxxRn . 

Каково бы ни было 0>ε , для достаточно больших n    

ε<
+1
1

n .  

Это и свидетельствует о равномерной сходимости данного ряда в упомяну-
том промежутке. ▲  

Пример 12. Показать, что ряд ∑
∞

=1n

nx  сходится неравномерно на проме-

жутке 



− 2

1 ;1 .  

Δ В указанном промежутке ряд сходится как бесконечно убывающая про-
грессия. Оценим остаток ряда: 

x
xxxxR

n
nn

n −
=++=

+
++

1    ...|)(|
1

21 . 

Но 
2
1|)(|lim

01
=

+−→
xRnx

. Следовательно, приняв 2
1<ε , мы не сможем до-

биться неравенства ε<|)(| xRn  при любом значении x . Таким образом, ряд 

∑
∞

=1n

nx  сходится неравномерно. ▲ 

Пример 13. Найти сумму ряда ∑
∞

= ⋅1 2
1

n
nn

. 

Δ Составим вспомогательный степенной ряд ∑
∞

= ⋅1 2n
n

n

n
x  и обозначим его 

сумму через )(xS . Нужно найти )1(S . Радиус сходимости этого ряда 2=R . 
Внутри интервала сходимости степенной ряд можно почленно дифференцировать: 
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xx
xx

n
xxS

n

n

n
n

n

n
n

n

−
=

−
⋅=





==

′









⋅

=′ ∑∑∑
∞

=

−∞

=

−∞

= 2
1

21
1

2
1

22
1

22
)(

1

1

1

1

1
. 

Проинтегрируем теперь обе части равенства xxS
−

=′
2

1)(  на отрезке 

] ;0[ x :     

∫∫ −
=′

xx

t
dtdttS

00 2)( . 

2ln)2(ln)0()( +−−=− xSxS .  
Так как 0)0( =S , то 2ln2ln1ln)1( =+−=S . ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Найти область сходимости функционального ряда: 

а)  ∑
∞

=

+

⋅+
+−−

1

21

3)1(
)64()1(

n
n

nn

n
xx .  Ответ: ]3 ;1[∈x .   

б)  ∑
∞

=

−+

1 2n

nn xx
.   

Ответ: ряд расходится на всей числовой оси )0( ≠x . 

в) ∑
∞

= +−1
2 )1)((n

x nen
n .   

Ответ: областью допустимых значений x  является nx ln≠ , в этой обла-
сти ряд сходится. 

г)  ∑
∞

= +
+

1
2

22

)1(2
)45(

n
n

n

n
xn . Ответ:  Ø. 

д)  ∑
∞

= +1

2

)6(n
xnn

x . Ответ: R . 

е)  ∑
∞

= +1 21
1

n nx
. Ответ: );1()1;( ∞+−−∞  . 

2. Найти область сходимости степенного ряда: 

а) ∑
∞

= +
−

1 5
)1(

n

nn

n
x . Ответ: ( ]1;1− . 

б)  ∑
∞

= ⋅+0 3)41(
2

n n

nn

n
x . Ответ: 





−∈

2
3 ;

2
3x . 
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в)  ∑
∞

= +
+

0 )3(
)4(

2

n
n

n

n
x . Ответ: ]3 ;5[ −−∈x . 

г)  5
3ln)3(

6 −
+−

∑
∞

= n
n

n
x

n

n
. Ответ: ].4 ;2[∈x  

д) ∑
∞

= +
−

1 )!1(
)12(

n

nn

n
xn . Ответ: 





 +−

e
e

e
e

2
1;2

1 . 

e) ∑
∞

=

+

+
+−

1 2

21

9
)5()1(

n n

nn

n
x . Ответ: ( )2;8 −− . 

3. Доказать, пользуясь признаком Вейерштрасса, равномерную сходимость 
ряда на указанном промежутке: 

а) ]2;4[,
)1(ln)1(

)3()1(
1 2

21
−−

++
+−∑

∞

=

+

n

nn

nn
x . Ответ: мажоранта ∑

∞

= ++1 2 )1(ln)1(
1

n nn
. 

б) R,!
sin

1
∑
∞

=n n
nx . Ответ: мажоранта ∑

∞

=1 !
1

n n . 

в) ]5;3[,
2
5tg)1( 6

1

2 −⋅−∑
∞

=
n

n

nx . Ответ: мажоранта ∑
∞

=1 4
5

n n . 

4. Показать, что ряд ∑
∞

= +++0 )1)((
1

n nxnx
 сходится равномерно к 

x
1  в ин-

тервале ∞<< x0 . 

5. Доказать равномерную сходимость ряда ) ;(  ,)1(
1 22

1
∞+−∞∈

+

−∑
∞

=

+

x
nxn

n
. 

6. Найти сумму ряда, указать его область сходимости: 

а) ∑
∞

=
−⋅1 14n n

n

n
x . Ответ: )4;4[,41ln4)( −∈





 −−= xxxS . 

б) ∑
∞

=

+

+0

23

1n

n

n
x . Ответ: 

.0)0(

),1;0()0;1[),1(ln1)( 3

=

−∈−−=

S

xxxxS 

 

в) ∑
∞

=

+−
1

2

4
)12()1(

n
n

nn xn . Ответ: ]2;2[,
)4(

12)( 22

24
−∈

+
+−= x

x
xxxS . 

г) ...)1(...433221 12 ++++⋅+⋅+⋅ −nxnnxx . 

Ответ: )1 ;1(   ,
)1(

2)( 3 −∈
−

= x
x

xS . 
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Занятия 5–6 
 

Ряды Тейлора 
 

Пример 1. Методом непосредственного разложения найти два первых  
отличных от нуля члена ряда Маклорена для функции xy  tg= .  

Δ  Имеем 
0)0(  , tg)( == fxxf ; 

1)0(  , cos)( 2 =′=′ − fxxf ; 
0)0(  ,sin cos2)( 3 =′′⋅=′′ − fxxxf ; 

2)0(  ,cos2sin cos6)( 224 =′′′+⋅=′′′ −− fxxxxf ; 

...3
1... !3

2)( 33 ++=++= xxxxxf  .  ▲ 
 

Пример 2. Методом непосредственного разложения представить функцию 

xxf 1)( =  в виде ряда Тейлора в окрестности точки 20 −=x . 
 

Δ Вычислим значения данной функции и ее производные в точке 20 −=x : 

;2
1)2(     , )( 1 −=−= − fxxf  

;
2
!1)2(     ,1)( 2

2 −=−′⋅−=′ − fxxf  

;
2

!2)2(    ,21)( 3
3 −=−′′⋅⋅=′′ − fxxf  

4
4

2
!3)2(     321)( −=−′′′⋅⋅−=′′′ − fxxf ; 

1
)(1)(

2
!)2(     !)1( +

−− −=−−= n
nnnn nfxnf . 

 
Подставляя эти значения в ряд Тейлора, получим 

∑
∞

=
+

+−=−+−−+−
⋅
+−−=

013

2

2 2
)2(

2
1...

!2
)2(!...

!22
)2(!2

!12
)2(!1

2
11

n n

n

n

n x
n

xnxx
x

. 

Для нахождения области сходимости ряда к функции )(xf  выполним сле-
дующие преобразования: 

2
21

1
2
1

2)2(
11

+−
⋅−=

−+
= xxx

. 

Функция может быть представлена сходящимся степенным рядом по  
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степеням 2+x , если 1
2

2 <+x , т. е. )0 ;4(−∈x . ▲ 

Пример 3. Используя метод неопределенных коэффициентов, найти три 
первых отличных от нуля члена ряда Маклорена для функции xy  tg= . 

Δ Имеем  

...
...2421

...1206
cos
sin tg 5

5
4

4
3

3
2

2142

53

0 ++++++=
++−

++−
== xaxaxaxaxaa

xx

xxx
x
xx . 

Запишем тождество 

...)( ...24211206
5

5
4

4
3

3
2

21

4253

0 ++++++







++−=+− xaxaxaxaxaaxxxxx . 

Перемножая ряды и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях, получим систему линейных уравнений: 

00 =a , 
11 =a , 

02
0

2 =−
aa , 

6
1

2
1

3 −=− aa , 

0242
1 0

24 =+− aaa , 

120
1

242
13

5 =+− aaa , 

из которой находим 15
2 ,0 ,3

1 ,0 ,1 ,0 543210 ====== aaaaaa . 

Имеет место разложение ...15
2

3
1 tg 53 +++= xxxx . ▲ 

Пример 4. Разложить в ряд Маклорена функцию )32(ln)( xxf −= . 

Δ Из равенства 




 −+=− xx

2
31ln2ln)32(ln и формулы  

)11(    )1()1(ln
1

1
≤<−−=+ ∑

∞

=

−

xxnx n

n

n
  

следует, что 

∑
∞

=





−=−





−





−−=−

1

3
3

2
2

2
312ln...2

3
3
1

2
3

2
1

2
32ln)32(ln

n

n
n

xnxxxx . 

Ряд сходится к функции )(xf  в области 12
31 ≤−<− x , т. е. 





−∈ 3

2 ;3
2x . ▲ 
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Пример 5. Разложить в ряд Тейлора функцию 
43

1)(
+

=
x

xf  по степеням 

2+x . 

Δ Так как 
)2(2

31
1

2
1

263
1

43
1

+−
⋅−=

−+
=

+ xxx , то, заменив в разложении   

))1 ;1((    1
1

0
−∈=

− ∑
∞

=
xxx n

n   

x  на )2(
2
3 +x , получим ( )∑

∞

=
+





−=

0
22

3
2
1)(

n

n
n

xxf . Это справедливо, когда 

12
)2(3
<

+x
, т. е. 





 −−∈ 3

4 ;3
8x . ▲ 

Пример 6. Разложить в ряд Маклорена функцию 




 π+= 42sin)( xxf .  

Δ Найдем коэффициенты ряда Маклорена. Как известно, 






 π+= 2sin)(sin )( kxx k . Следовательно, 





 π+π+=













 π+ 242sin242sin

)(

kxx k
k

 

и ( )124sin2)0()( +π= kf kk . 

Отсюда получаем  ∑
∞

=
+π=





 π+

0
)12(4sin!

2
42sin

k

k
k

xkkx . 

Так как !
2)12(4sin!

2
k
xxkk

kk
k

k
≤+π , а ряд ∑

∞

=1 !
2

k

kk

k
x  сходится на всей 

числовой оси, то и ряд ∑
∞

=
+π

0
)12(4sin!

2
k

k
k

xkk  тоже сходится на всей числовой 

оси. Выясним, при каких ) ;( ∞+−∞∈x  построенный ряд Маклорена сходится к 
функции )(xf . Запишем остаточный член формулы Тейлора в  

форме Лагранжа:  1

1

 )!1(
2242sin2

)( +

+

+






 π+π+π+θ⋅

= n

n

n xn

nx
xR .  

Так как  )!1(
2)(

11

+
≤

++

n
xxR

nn

n , а ряд ∑
∞

=

++

+1

11
 )!1(

2
n

nn

n
x  является сходящимся на 

всей числовой оси, то отсюда следует, что 0)(lim =
∞→

xRn
n

. Таким образом,  

построенный ряд Маклорена сходится к )(xf  на промежутке ) ;( ∞+−∞∈x . ▲ 
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



26 
 

Пример 7. Разложить функцию 2)3(
1)(

x
xf

−
=  в ряд Тейлора по степеням 

1−x . 

Δ Разложим в ряд Тейлора функцию 
x−3

1 . Из равенства  

2
11

1
2
1

)1(2
1

)1)1((3
1

3
1

−−
=

−−
=

+−−
=

− xxxx
  

получаем 





 −++−+−+=

−
...

2
)1(...

2
)1(

2
11

2
1

3
1

2

2

n

nxxx
x . 

Имеем   

=









+−++−+−+=

′







−
=

−

−

...
2

)1(...
2

)1(3
2

)1(2
2
1

2
1

3
1

)3(
1 1

3

2

22 n

nxnxx
xx

 

∑∑
∞

=

∞

=
−

− −+=−=
01

1

1

2
)1()1(

4
1

2
)1(

4
1

n
n

n

n
n

n xnxn . 

Разложение справедливо в области 12
1
<

−x
, т. е. )3 ;1(−∈x .  ▲ 

Пример 8. Разложить в ряд Маклорена функцию x
xxf sin1)(

2

+
=  до 

члена, содержащего 6x . 
Δ Функцию xsin1

1
+

 необходимо разложить в ряд Маклорена до члена, со-

держащего 4x , и полученное выражение умножить на 2x : 
=−+−+−=

+
...sinsinsinsin1sin1

1 432 xxxxx  

=++







−−








−+








−−= ...6661 4

33233
xxxxxxx  

...3
2

6
51...3

1
61 4324342
3

++−+−=++−−++−= xxxxxxxxxx  . 

...
3
2

6
5

sin1
65432

2

++−+−=
+

xxxxx
x

x  . 

Разложение справедливо в области 1sin <x , т. е. π+π≠ kx
2

. ▲ 

Пример 9. Вычислить 4 17  с точностью до 0,01. 

Δ Преобразуем данный корень 
4
1

44
16
11 211617 




 +=+= . Полагая в 

биномиальном ряде 
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++−α−αα+−αα+α+=+ α ... !3
)2)(1( !2

)1(
11)1( 22 xxxx

... !
)1)...(1( ++−α−αα+ nxn

n  

при 
4
1  ,

16
1 =α=x , получим 







 −

⋅⋅⋅
⋅⋅+

⋅⋅
⋅−

⋅
+=





 += ...

161284
731

1684
31

164
11 216

11 217 32
4
1

4 . 

Вычислим несколько последовательных первых членов ряда: 
00037,0  ,1562,0  ,1 321 −≈≈= aaa . Согласно следствию из теоремы Лейбница, 

если ограничиться суммой первых двух слагаемых, то ошибка искомого прибли-
женного значения корня не будет превосходить 01,0)00037,0(2 <⋅ . 

Следовательно, ( ) 03,201562,01 2174 ≈+≈ . ▲ 

Пример 10. Вычислить 4 e  с точностью до 0,001. 

Δ  В разложении функции xe  полагаем 4
1=x :  

...
!44

1
!34

1
!24

1
4
11 432

4
1

+
⋅

+
⋅

+
⋅

++=e . 

Если взять четыре члена этого ряда (для n = 3), то ошибка вычислений не  
будет превышать 0,001. Действительно,  

.001,0

16
11

1
!44

1...
!44

1
!44

1
!44

1...
!64

1
!54

1
!44

1
4864654 <

−
⋅

⋅
=+

⋅
+

⋅
+

⋅
<+

⋅
+

⋅
+

⋅
 

Подсчитав сумму четырех выписанных членов ряда, получим 284,14 ≈e . ▲ 

Пример 11. Вычислить 
x

xx
x 4

2

0 tg
cos11lim ⋅+−

→
. 

Δ Так как 0  ,~tg 44 →xxx , то  

=









++−

















+





−⋅

++−

=⋅+−
→→ 4

42
42

04

2
1

2

0

...2421...2
2
1

2
1

2
111

lim
tg

cos)1(1lim
x

xxxx

x
xx

xx
 

=





 ++−




 +−+−

=
→ 4

4242

0

...24
1

2
11 ...8

1
2
111

lim
x

xxxx

x
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=
+





 +−−+













 +−+−

=
→ 4

42

0

... ...8
1

4
1

24
1  2

1
2
111

lim
x

xx

x
 

.3
1

24
361

8
1

4
1

24
1 =++−=−+−=  ▲ 

 

Пример 12. Вычислить с точностью до 0,001  dxx∫
4/1

0

2sin . 

Δ  Пользуясь рядом Маклорена для xsin  и заменяя в нем x  на 2x , имеем 

...)!12()1(  ...  !7!5!3sin
2414106

22 +
+

−+−+−=
+

n
xxxxxx

n
n  . 

Почленно интегрируя и подставляя пределы интегрирования, получим 

=







+

+
−++−+−= ∫∫

+
dxn

xxxxxdxx
n

n
4/1

0

2414106
2

4/1

0

2 ...)!12()1(  ... !7!5!3sin  

.  ...
11!54

1
47!3

1
34

1  ... 11!57!33 1173

4/1

0

1173
−

⋅⋅
+

⋅⋅
−

⋅
=








−

⋅
+

⋅
−= xxx  

Остаток этого ряда оценивается первым отбрасываемым членом. Так как 

001,0
47!3

1
7 <⋅⋅

, то ∫ ≈≈
4/1

0

2 005,0192
1sin dxx .  ▲ 

Пример 13. Вычислить с точностью до 0,001  ∫
+

2/1

0 41 x
dx . 

Δ Полагая в биномиальном ряде ,2
1 ,4 −=α= xt  получим 

.  ...642
531

42
31

2
11)1(

1
1 12842

1
4

4
+

⋅⋅
⋅⋅−

⋅
⋅+−=+=

+

−
xxxx

x
 

Этот ряд сходится в области 1<x . Интегрируя в пределах от 0  до 
2
1 , 

находим 
2/1

0

952/1

0 4
...942

31
52

1
1









−

⋅⋅
⋅⋅+−=

+
∫ xxx

x
dx . 

Этот ряд удовлетворяет всем условиям теоремы Лейбница. Его остаток 

оценивается первым отбрасываемым членом. Очевидно, 001,0
2942

31
9 <⋅⋅⋅

⋅ . 

Следовательно,  497,0
252

1
2
1

1
5

2/1

0 4
≈

⋅⋅
−≈

+
∫

x
dx . ▲ 

Пример 14. Найти пять первых членов разложения в ряд Маклорена  
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решения дифференциального уравнения 2)0(  ,4)0(  ,2 −=′=+′=′′ yyxyyy . 
Δ  Из данного уравнения находим 404)0( =+=′′y . Дважды дифференци-

руем исходное уравнение: 
;12416)0(  ,2 −=+−=′′′′++′′⋅′=′′′ yyxyyyy  

.76)0(  ,222 2 =′′+′+′′′′+′′= IVIV yyxyyyyy  
Подставляя полученные значения производных в ряд Маклорена, получаем 

...6
192224)( 432 ++−+−= xxxxxy  . ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Найти первых три отличных от нуля члена ряда Маклорена для функций: 

а)  xxf cos
1)( = . Ответ: 42

24
5

2
11 xx ++ .    

б) xexf sin)( = . Ответ: 2

2
11 xx ++ . 

2. Разложить функцию )(xf  в ряд по степеням x , найти область сходимо-
сти полученного ряда: 

а) 
2

)( xexf −= .  Ответ: R∈−= ∑
∞

=
xn

xxf
n

nn
  , !

)1()(
0

2
. 

б) 
65

23)( 2 +−
−=

xx
xxf .  Ответ: )2;2(  , 

2
1

3
1)(

0
1 −∈





 −= ∑

∞

=
+ xxxf

n

n
nn .  

в) xxf 4cos)( 2= . Ответ: R∈−+= ∑
∞

=
xn

xxf
n

nnn
  , )!2(

8)1(1)(
1

22
. 

3. Разложить в ряд Тейлора функцию )(xf  в окрестности точки 0x : 

а) .0  ,)5()( 0
2 =+= xexxf x     

Ответ:  Rxxnnxf n

n

n
∈+= ∑

∞

=

−
  , )10( !

2)(
0

1
.  

б) .2  ),32( ln)( 0
2 =+−= xxxxf  

Ответ: .31  ,)2( 1
3
)1( 3ln)(

1

1
<≤−









−−+=

−∞

=
∑ xn

xxf
n

n

n

n
 

4. Используя разложения в степенные ряды, вычислить с точностью до 
001,0  значение выражения: 
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а) 
e

1 .  Ответ: 609,0 . 

б) 8,0ln .  Ответ: 222,0− . 

в) 4 90 . Ответ: .079,3  

5. Используя разложения в степенные ряды, вычислить предел: 

а) 





 −+

→ 430
3

sin
cos2  lim

xxx
x

x
. Ответ: 60

1 . 

б) 
xe

x
xx 4cos

)21(lnlim 30 −
+

→
. Ответ: 3

2 . 

6. Используя разложения в степенные ряды, вычислить с точностью до 
001,0 : 

а) dxx∫ +
5,0

0

31 .  Ответ: 508,0 . 

б) dxx
x∫

3
1

0

sin . Ответ: 332,0 . 

в) dxx∫
1

0
cos . Ответ: 764,0 . 

г) dxx
x

∫
+4,0

0

2 )1(ln . Ответ: 077,0 . 

7. Методом последовательного дифференцирования найти первые k   
членов разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения: 

а) 4.  , 5,0)1(  ,2)1(  ,22 ==−′=−+=′′ kyyyxy  

Ответ: ...)1(16
15)1(2

5)1(2
12 42 +++++++= xxxy  . 

б) 5.  ,1)0(  ,11 2
==+−=′ kyy

xy      

Ответ: ...9
17

3
421 432 xxxxy −+−+=  . 
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Занятие 7 
 

Контрольная работа 
 

Вариант 1 
 

1. Найти область сходимости функционального ряда ∑
∞

= +++1 133 2 )1(
1

n xnn
. 

Ответ: 6
1>x . 

2. Найти область сходимости функционального ряда  

n
n xxn

n
)9103(

13
2

1

2

++
⋅+∑

∞

=
. 

Ответ: 




 ∞+−∪−−∞∈  ;3

4)2 ;(x . 

3. Найти область сходимости степенного ряда  ∑
∞

=

+

⋅+
+−

1 3

1

332
)4()1(

n
n

nn

n
x . 

Ответ: ]1 ;7( −−∈x . 

4. Разложить функцию 1532)( 23 ++−= xxxxf  в ряд Тейлора по степе-
ням 1+x . 

Ответ: 32 )1(2)1(9)1(179)( +++−++−= xxxxf . 

5. Найти методом непосредственного разложения первых три отличных от 
нуля члена ряда Маклорена для функции xexf x sin)( ⋅= . 

Ответ: ...3
1)( 32 +++= xxxxf . 

6. Функцию 
209
75)( 2

2

+−
+−=

xx
xxxf  разложить в ряд Тейлора по степеням 

)3( −x . Указать область сходимости ряда. 

Ответ: )4 ;2(  ,)3( 
2

7 32
1)(

1
1 ∈−





 −+= ∑

∞

=
+ xxxf n

n
n . 

7. Вычислить 3 36,8  с точностью до 01,0 . 
Ответ: 03,2 . 

8. Вычислить .
)1(ln

21cos1 lim
0 xx

xxx
x −+

+−+
→

  

Ответ: 1− . 
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9. Вычислить dxx∫ +
5,0

0

21   с точностью до 001,0 . 

Ответ: 521,0 .  

10. Методом последовательного дифференцирования найти первые четыре 
члена разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 

2
1)0(  ,32 =+=′ yxyy . 

Ответ: ...16
1

8
1

4
1

2
1 32 ++++= xxxy . 

 

Вариант 2 

1. Найти область сходимости функционального ряда 25

1

5 3 )2( +
∞

=
∑ ++ x

n
nn . 

Ответ: 15
11−<x . 

2. Найти область сходимости функционального ряда n
n xxn

n
)243(

1
2 2

1
2 ++

⋅
+

∑
∞

=
. 

Ответ: 




 ∞+−∪−−∞∈  ;3

1)1 ;(x . 

3. Найти область сходимости степенного ряда  ∑
∞

= +
+

1 3 23
)3(2

n

nn

n
x . 

Ответ: 5,25,3 −<≤− x . 

4. Разложить функцию 32 2531)( xxxxf −++=  в ряд Тейлора по степе-
ням 1+x .  

Ответ: 32 )1(2)1(11)1(135)( +−+++−= xxxxf . 

5. Найти методом непосредственного разложения первых два отличных от 
нуля члена ряда Маклорена для функции xexf cos)( = . 

Ответ: 







+−= ...21)(

2xexf . 

6. Функцию 
32
32)( 2

2

−+
−−=

xx
xxxf  разложить в ряд Тейлора по степеням 

)1( +x . Указать область сходимости ряда.  

Ответ: )1 ;3(  ,)1( 
2

))1(31()(
1

1 −∈+−−= ∑
∞

=
+ xxxf n

n
n

n
. 
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7. Вычислить 3 80  с точностью до 01,0 .  
Ответ: 31,4 . 

8. Вычислить .sin
1cos lim

2

0 xx
xx

x −
−−

→
  

Ответ: 0. 

9. Вычислить dxx∫ +
5,0

0

31  с точностью до 001,0 .  

Ответ: 508,0 . 

10. Методом последовательного дифференцирования найти первые четыре 
члена разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 

1)0(  ,2 =+=′ yyxy .  

Ответ: ...3
4

2
31 32 ++++= xxxy . 

 

Занятия 8–10 
 

Ряды Фурье. 
Самостоятельная работа 

 
Пример 1. Функцию xxf 4sin)( =  разложить в ряд Фурье. 
Δ Используем известные формулы тригонометрии, получим 

=




 ++−=+−=





 −= 2

4cos12cos21 4
1)2cos2cos21(4

1
2

2cos1sin 2
2

4 xxxxxx

.4cos8
12cos2

1
8
3 xx +−=  ▲ 

Пример 2. Доказать ортогональность системы функций ...,  ,3sin  ,sin xx  

... ,)12( sin xn +   на отрезке 



 π

2;0 .  

∆  Для ...,2,1,0 ...,,2,1,0  , ==≠ mnmn   

=++−−=++ ∫∫
ππ

dxxmnxmndxmn ))1(2cos)(2(cos2
1)12(sin)12(sin

2/

0

2/

0

.0)1(2
)1(2sin

2
1

)(2
)(2sin

2
1

2/

0

2/

0
=

++
++−

−
−=

ππ

mn
xmn

mn
xmn  ▲ 

Пример 3. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 

.2   
,0    ,2
,0       ,0

)( π=




π<<+
<<π−

= T
xx
x

xf  
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Δ Так как данная функция кусочно-монотонная и ограниченная, то она раз-
лагается в ряд Фурье. Находим коэффициенты ряда: 

===

=+=
=+

π
+

π
=

π
= ∫ ∫∫

π−

ππ

π nxnvdxdu
nxdxdvxu

nxdxxdxnxdxxfan sin1,
cos,2

cos)2(10 1cos)( 1 0

0-

=π−
π

−=
π

=







−+

π
=

πππ

∫ )cos1(1cos1sin1sin21
2

0
2

00
n

n
nx

n
nxdxnnxn

x  







≠−=
π−

−
=

=−−
π

−= ; 0  ,12  ,
)12(

2
,2  при   0

))1(1(1
2

2 nkn
k

kn

n
n  

;
2

42
2

1)2(1
0

2

0
0

+π=




 +

π
=+

π
=

ππ

∫ xxdxxa  

=−==

=+=
=+

π
= ∫

π

nxnvdxdu
nxdxdvxu

nxdxxbn cos1,
sin,2

sin)2( 1
0

 

=+




 −+π−

π
=








++−

π
=

πππ

∫
0

2
00

sin1)1(221cos1cos21 nx
nnnnxdxnnxn

x n  









=−

−=
−π

+π

=




 −π−⋅−−

π
=

 .2  при    2
1

,12  при   )12(
4

)1(2)1(1(1

knk

knk
nn

nn  

.2
2sin

12
)12(sin4

)12(
)12(cos2

4
4)(

111 2 ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−

−
−

π
+π+

−
−

π
−+π=

kkk k
kx

k
xk

k
xkxf  

 

График суммы ряда изображен на рис. 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

График функции )(xf  отличается от графика суммы ряда только тем, что 
в точках kx π=  функция )(xf  не определена.  ▲ 

–π –2π –3π π 2π 3π 4π 

π+2 

Рис. 1 
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Пример 4. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию )(xf , если 
2)( xxf =  при π≤≤π− x . Пользуясь полученным разложением, найти сумму 

ряда: 

а) ...;
4
1

3
1

2
11 222 +−+−  б) ...

4
1

3
1

2
11 222 ++++ . 

Δ Вычисляем коэффициенты ряда. Так как данная функция является  
четной, то 0=nb ,  

=
π

−
π

=
π

−=
π

= ∫∫∫
ππππ

0
2

00
2

0

2 cos4)cos(4sin4cos2 nxdx
n

nxx
n

nxdxxnnxdxxan  

0  ,4)1(cos4
22 ≠−=π= n

n
n

n
n . 

2

0

3

0

2
0 3

2
3
22 π=
π

=
π

=
ππ

∫ xdxxa .  

По найденным коэффициентам записываем искомое разложение:   

nx
n

xf
n

n
cos)1(43

1)(
1

2
2 ∑

∞

=

−+π= . 

Это разложение данной периодической и всюду непрерывной функции 
справедливо при любом значении x , т. е. полученный ряд Фурье сходится к дан-
ной функции на всей числовой оси. Графики данной функции и суммы ее ряда 
полностью совпадают (рис. 2). 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Полагая в полученном разложении ,0=x  найдем 

12...1)1(...
4
1

3
1

2
11

2

2
1

222
π=+−++−+− −

n
n  

и, полагая π=x , найдем 6
...1...

3
1

2
11

2

222
π=+++++

n .  ▲ 
 

–π –2π –3π π 

π2 

Y 

2π 3π X 0 

Рис. 2 Би
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Пример 5. Разложить в ряд Фурье функцию 2xy = , заданную на интер-
вале )2 ;0( π . Изобразить график функции и график суммы ряда. 

Δ Функция )(xf  не принадлежит к классу четных или нечетных функций. 
Находим коэффициенты ряда Фурье:  

,3
8 3

1 1 22

0

32

0

2
0

π=⋅
π

=
π

=
ππ

∫ xdxxa  

,4cos2)cos(2sin2cos 1 2

0
22

2

0

2

0
2

2

0

2
∫∫∫
ππππ

=
π

−⋅
π

=
π

−=
π

=
n

nxdx
n

nxx
n

nxdxxnnxdxxan  

∫∫
πππ

=
π

+
π

−=
π

=
2

0

2

0

2
2

0

2 cos2)cos(1sin 1 nxdxxnnxxnnxxbn

∫
π π−=

π
−π−=

2

0
2 .4sin24

nnxdx
nn  

Поэтому для π<< 20 x   

∑∑
∞

=

∞

=
π−+π=

11
2

2
2 .sin4cos43

4
nn n

nx
n

nxx  

Графики функции )(xfy =  и суммы ряда изображены на рис. 3 и 4  
соответственно. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Пример 6. Разложить в ряд Фурье функцию axxf sin)( =  в интервале 
);( ππ−  (а – не целое). 
Δ Осуществив периодическое продолжение функции )(xf  на всю число-

вую ось, получим новую функцию )(1 xf , удовлетворяющую всем условиям тео-
ремы Дирихле. Найдем коэффициенты ряда Фурье для функции )(1 xf . 

В силу нечетности функции )(1 xf  коэффициент 0=na ,  

4π2 

Y 

2π2 

2π X 0 4π 6π 

4π2 

Y 

–2π –4π 2π X 0 

Рис. 4 
▲ 
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=+−−
π

=
π

= ∫∫
ππ

dxxnaxnanxdxaxbn ))cos()(cos(1sinsin2
00

  

=




 +

+
−−

−π
=

π

0
)sin(1)sin(11 xnanaxnana  

.sin)1(2sin)1(sin)1(1
22 π

−
−

π
=










+

π−−
−

π−
π

= a
na
n

na
a

na
a nnn

 

На интервале );( ππ−  функции )(xf  и )(1 xf  совпадают. Таким образом, 

имеем: )( sin)1(sin2sin 221
π<

−
−⋅

π
π= ∑

∞

=
x

na
nxnaax

n

n . ▲ 

Пример 7. Разложить в ряд Фурье функцию xxf =)(  на интервале )5;1( . 

Δ Продолжим эту функцию периодически )24Τ( l==  на всю числовую 
ось. Полученная функция разложима в сходящийся ряд Фурье на промежутке 

);( ∞+−∞ . Имеем 

,64
1

4
25 4 2

1
5

1

25

1
0 =−=== ∫ xxdxa  

2sin4
2sin2 2sin2

2
1

2cos 2
1 5

1

5

1

5

1

π
π

=






 π
π

−π
π

⋅=π= ∫∫ n
ndxxn

n
xn

nxdxxnxan , 

2cos4
2cos2

2cos2
2
1

2sin 2
1 5

1

5

1

5

1

π
π

−=π
π

+




 π

π
⋅−=π= ∫∫ n

ndxxn
n

xn
nxdxxnxbn . 

Очевидно, что 02cos2sin
5

1

5

1
=π=π ∫∫ dxxndxxn . 

Таким образом, 

=ππ
π

−ππ
π

+= ∑∑
∞

=

∞

= 2sin2cos14
2cos2sin143

11

xnn
n

xnn
nx

nn
  

).5 ;1( , )1(2sin143
1

∈




 −π⋅

π
+= ∑

∞

=
xxn

nn
 

Графики функции и ряда Фурье изображены на рис. 5 и 6 соответственно. 
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Пример 8. Разложить в ряд Фурье функцию xy sin= . Используя полу-

ченное разложение, найти сумму ряда ∑
∞

= −1
2 14
1

n n
. 

Δ Очевидно, xsin  есть четная функция с периодом π . Так как π=l2 , то 
ряд Фурье имеет вид 

nxaax
n

n 2cos2sin
1

0 ∑
∞

=
+= , где π

=−
π

=
π

=
ππ

∫ 4)cos(4sin4
2/

0

2/

0
0 xxdxa ; 

−
−
−

π
=+

π
+−

π
−=

π
=

ππ ππ

∫ ∫∫
2/

0

2/

0

2/

0

2/

0
 12

)12(cos2)12sin(2)12(sin22cossin4
n

xndxnxdxnnxdxxan

.
14

14
12

1
12

12
12

)12(cos2
2

2/

0 −π
−=







+
+

−
−

π
=

+
+

π
−

π

nnnn
xn

 

Следовательно,  ∑
∞

= −π
−

π
=

1
2 14
2cos42sin

n n
nxx . 

Отсюда при 0=x  получаем ∑
∞

= −π
−

π
=

1 2 14
1420

n n
 или  

2
1...63

1
35
1

15
1

3
1

14
1

1
2 =++++=
−

∑
∞

=n n
.  

Отметим, что если положить π= 2T , то мы получим тот же результат. ▲ 
 

Пример 9. Функция )(xf  задана на полупериоде  





<<−
<<

=
.15,0  при  1
;5,00   при  1   

)(
x

x
xf  

Представить ее рядом Фурье. 

1 

 6 

Рис. 6 

Y 

X 0 

3,5 

 5 9 –3 

▲ 

1 

6 

Рис. 5 

Y 

X 0 5 

1   1 
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Δ Функция может быть разложена в ряд Фурье бесчисленным количеством 

способов. Рассмотрим два наиболее важных варианта разложения: 
 1) Доопределим функцию )(xf  на интервале )0  ;1(−  четным образом  
(рис. 7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Найдем коэффициенты ряда Фурье.  
Имеем  0=nb , 

∫ ∫∫ =π⋅−+π⋅==
5,0

0

1

5,0

1

0
cos)1(2cos12)(1

2 xdxnxdxndxxfan  

0  ,2sin4sin2sin2
1

5,0

5,0

0
≠π

π
=π

π
−π

π
= nn

nxnnxnn , 

( ) 02  2 1
5,0

5,0
0

5,0

0

1

5,0
0 =−=








−= ∫ ∫ xxdxdxa . 

Следовательно, искомое разложение данной функции в неполный ряд 
Фурье, содержащий только косинусы, таково: 

=




 −π+π−π

π
=π⋅π

π
= ∑

∞

=
...5

5cos
3
3cos

1
cos4cos2sin14)(

1

xxxxnn
nxf

n
 

.12
)12cos()1(4

1

1

−
π−−

π
= ∑

∞

=

−

k
xk

k

k  

2) Для разложения данной функции в ряд Фурье, содержащий только си-
нусы, доопределим ее на интервале )0;1(−  нечетным образом (рис. 8). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

–0,5 –1 0,5 1 

Рис. 8 

Y 

X 0 
–1 

1 

–0,5 –1 0,5 1 

Рис. 7 

Y 

X 0 
–1 

1 
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Найдем коэффициенты ряда Фурье.  
Имеем  an = 0, n = 0, 1, 2, … , 

=π
π

+π
π

−=π−π= ∫ ∫
1

5,0

5,0

0

5,0

0

1

5,0
cos2cos2sin2sin  2 xnnxnnxdxnxdxnbn  

. 12cos2cos2 




 +π−π

π
= nnn  

Искомое разложение данной функции в неполный ряд Фурье, содержащий 
только синусы, таково: 

=




 +π+π+π

π
=π





 +π−π

π
= ∑

∞

=
...5

10sin
3
6sin

1
2sin 4sin 12cos2cos  12)(

1

xxxxnnnnxf
n

 

.12
))12(2(sin4

1 −
π−⋅

π
= ∑

∞

= k
xk

k
 ▲ 

Пример 10. Записать разложение функции xxf =)(  в интервале );( ππ−  в 
ряд Фурье в комплексной форме. Преобразовать полученный ряд в действитель-
ный ряд Фурье. 

Δ Вычислим коэффициенты nc : 

=







+−

π
=

−==

==
=

π
= ∫∫

π

π−

−
π

π

−
−

−
π

π−

− dxeinein
x

einvdxdu

dxedvux
dxxec inxinx

inx

inx
inx

n
1

2
1

1 ,

  ,
2
1

-
 

( ) ( ) =π+π+π−π−=





 −+π−π−

π
= ππ−ππ− ninnininee

n
einein

inininin sincossincos2
11

2
1

2  

.0  ,)1(
2

2)1( ≠⋅−=⋅−−= nn
i

in

nn
  

При ∫
π

π−
=

π
== 02

1   0 0 xdxсn . 

Получим разложение  π<<π−≠−= ∑
∞

−∞=
xnen

ix inx

n

n
  ,0  , )1( . 

Чтобы записать действительный ряд Фурье, воспользуемся тем, что 

nnnn cbcaca 2Im  ,2Re  ,2 0
0 −=== . Следовательно, nbaa n

nn

1)1(2  ,0  ,02
0

+−=== .  

Действительный ряд Фурье имеет вид π<<π−−= ∑
∞

=

+

xnxnx
n

n
  ,sin  )1(2

1

1
. ▲ 

Пример 11. Разложить в комплексный ряд Фурье функцию xexf −=)( ,  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



41 
 

заданную в интервале );( ππ− . Записать действительный ряд Фурье. 

Δ Вычисляем коэффициент nc : 

=
+
−

π
=

π
=

π
=

π

π−

+−
π

π−

+−−
π

π−

−
∫∫

xinxininxx
n eindxedxeec )1( )1(

1
1

2
1

2
1

2
1  

( ) ( )=⋅−⋅
+π

=−
+π

−= π−π−ππ+π+π− inininin eeeeineein )1(2
1

)1(2
1 )1()1(  

.
)1(2

)1)(()1(
)1(2

)()1()1( 2n
inee

in
eee

nn
nni

+π
−−−=

+π
−−=−==

π−ππ−π
π±  

Получаем разложение π<<π−
+
−

π
−= ∑

∞

−∞=

π−π
− xein

eee inx

n

n
x   ,1

)1(
2 . 

Так как =−=
+π
−−==

π
−==

π−ππ−π

nn

n

nn cb
n

eecaeeca 2Im  ,
)1(

)()1(2Re  ,22 20
0  

)1(
)()1(

2n
neen

+π
−−=

π−π

,  

то  π<<π−








+
+−+

π
−= ∑

∞

=

π−π
− x

n
nxnnxeee

n

n
x   , 

1
)sin(cos)1(

2
1

1
2 .  ▲ 

 
Дополнительные задачи 

 
1. Разложить в ряд Фурье π2 -периодическую функцию )(xf , построить 

график функции и график ее ряда Фурье, если 









ππ−=
π<<
<<π−

=
.;0;,0

,0   ,3
,0   , 5

)(
x

x
x

xf   Ответ: xnnxf
n

)12(sin12
144)(

1
−

−π
−= ∑

∞

=
. 

2. Разложить в ряд Фурье периодическую (с периодом 2=T ) функцию, 
определенную на всей числовой оси и заданную на отрезке ]1 ;1[−  равенством 







≤<
=
<<−

=
  .10       ,
   ,0  при    5,0
,01       ,1

)(
xx
x
x

xf  

Ответ: ∑∑
∞

=

∞

=

π
π

−
−

π−
π

−=
1

2
1

2
sin1

)12(
)12cos( 2

4
3)(

nn n
xn

n
xnxf . 

3. Разложить в ряд Фурье функцию )(xf , заданную на отрезке ];[ ba , по-
строить график функции и график ее ряда Фурье при следующих условиях: 
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 а) 93,6)( ≤≤−= xxxf .     Ответ: 3sin)1(6)(
1

1 nx
nxf

n

n π−
π

= ∑
∞

=

+

. 

б) 




π<<π
π<<π

=
.54   ,3
,43   , 1)(

x
xxf    Ответ: ∑

∞

= −
−

π
+=

1 12
)12( sin42)(

n n
xnxf . 

 в) 




π<<
<<π−−

=
.0      0,      
,0   , 5)(

x
xxxf  

Ответ: +
−
−

π
+π−

−
−

π
−+π= ∑∑

∞

=

∞

= 11 2 12
)12(sin 10

)12(
)12cos( 2

4
10)(

kk k
xk

k
xkxf

.2
2sin

1
∑
∞

=
+

k k
kx

 

г) 








<<−

<<
=

.3
2
3   1,

,
2
30   , 1   

)(
x

x
xf  

Ответ: 12
3

)12(cos
)1( 4)(

0 +

π+

−
π

= ∑
∞

= n

xn
xf

n

n . 

4. Разложить по синусам на отрезке ] ;0[ π  функцию xxf 2cos)( = . 

Ответ: 





 +

−
+

−
+

−π
−= ...

52
5sin5

32
3sin3

12
sin 4)( 22222

xxxxf . 

5. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию )(xf , заданную на от-
резке ];0[ l : 

 10,)( 3 ≤≤= − xexf x . 

 Ответ: nx
n

eexf
n

n
π

+π
−−−−= ∑

∞

=

−−
cos

9
1)1(63

1)(
1

22

33
. 

 6. Используя разложение функции 2)( xxf =  в ряд Фурье на отрезке 

];[ ππ− , найти сумму числового ряда .)1(
1

2

1

∑
∞

=

+−
n

n

n
 

 Ответ: 12
2π=S . 

 7. Записать ряд Фурье в комплексной форме для                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
Т-периодической функции )(xf : 





−=
<<−−

=
.3;3   ,5

,33   , 4
)(

x
xx

xf    (T = 6) 
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Ответ: 3

0

1)1(34)(
nxi

n
n

n
en

ixf
π∞+

≠
−∞=

+

∑ −
π

+= . 

 
Самостоятельная работа 

 
Вариант 1 

 

1. Функцию 




π<<
<<

=
,1  при  0
,10  при  1

)(
x
x

xf   заданную в интервале );0( π , раз-

ложить по косинусам. Начертить график функции и график ряда Фурье. 

Ответ:  






 +
π ∑

∞

=1
cossin

2
1 2

n
nxn

n . 

 

2. Функцию )20(  )( <<= xxxf  разложить в неполные ряды Фурье:   
а) по синусам;  б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов 
Фурье. 

Ответ: а)  ;2sin
)1(4

1

1∑
∞

=

+
π

−
π n

n

n

xn
  б) ∑

∞

= −

−

π
−

1
22 )12(

2
)12(cos81

n n

nxn
. 

3. Разложить в ряд Фурье  )3(     
  .30      , 
,0           , 

2
3    

,03    ,3    
)( =








<<−
=
<<−

= l
xx
x
x

xf  

Ответ:  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

π

π
+

−

π−

π
−

−

π−

π
−=

111
22 2

3
2sin3

12
3

)12(sin9
)12(

3
)12(cos6

4
3)(

knn k

xk

n

xn

n

xn
xf . 

 
Вариант 2 

 

1. Функцию 




π<<
<<

=
,2  при  0
,20  при  1)(

x
xxf   заданную в интервале );0( π , раз-

ложить по синусам. Начертить график функции и график ряда Фурье. 

Ответ: ∑
∞

=

−
π 1

sin2cos1 2
n

nx
n

n . 

2. Функцию )30(  )( <<= xxxf  разложить в неполные ряды Фурье:  а) по 
синусам;  б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов Фурье. 
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Ответ: а)  ;3
sin

)1(6
1

1∑
∞

=

+

π
−

π n

n

n

xn
  б) ∑

∞

= −

π−

π
−

1
22 )12(

3
)12(cos12

2
3

n n

xn
. 

3. Разложить в ряд Фурье  













<<

==−

<<−−

=

.20   ,2

),4(2   ,0  , 2
1

,02    ,1

)(

xx
lx

x

xf  

Ответ: ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

π
π

−
−

−

π
+

−

−

π
−−

111
22 2

sin1
12

2
)12(sin3

)12(
2

)12(cos2
4
1

nnn n
xn

n

nxn

n

nxn
. 

 

Занятие 11 
 

Интеграл Фурье  
 

Пример 1. Представить интегралом Фурье функцию  





∞+∪−∞∈
∈

=
). ;1(0) ;(   ,0

],1;0[   ,1)(
x
xxf  

Δ Очевидно, что функция удовлетворяет условиям представимости  
интегралом Фурье. Запишем интеграл Фурье в виде 

ωωω+ωω= ∫
∞

dxBxdtAxf )sin)(cos)(()(
0

,  

где ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
ω

π
=ωω

π
=ω tdttfBttfA sin)( 1)(  ,cos)(1)( .  

Находим )(ωA  и )(ωВ : 

ωπ
ω=ω

ωπ
=ω

π
=ω

π
=ω ∫∫

∞

∞−

sinsin1cos 1 cos)(1)(
1

0

1

0
ttdttdttfA ; 

ωπ
ω−=ω

ωπ
−=ω

π
=ω

π
=ω ∫∫

∞

∞−

cos1cos1sin 1 sin)(1)(
1

0

1

0
ttdttdttfB . 

Интеграл Фурье для данной функции имеет вид 

ωωω−+ωω
ωπ

= ∫
∞

dxxxf )sin)cos1(cos(sin 11)(
0

. 

В точках разрыва 0=x  и 1=x  интеграл сходится к числу 
2
1 .  ▲ 
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Пример 2. Представить интегралом Фурье функцию 





π≥
π<<

=
.  при  0

,0  при  sin)(
x

xxxf  

Δ На промежутке )0;(−∞  функцию )(xf  можно доопределить различ-
ными способами. Ограничимся двумя частными случаями. Доопределим функ-
цию )(xf  четным образом (рис. 9). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Находим )(ωсF : 

=ω−+ω+
π

=ω
π

=ω ∫∫
ππ

dttttdttFс  ) )1(sin)1((sin
2
1cossin2)(

00
 



 −

ω+
πω+−

ω−π
=








ω−
ω−−

ω+
ω+−

π
=

π

1
 )1cos(

1
2

2
1

1
 )1cos(

1
 )1cos(

2
1

2
0

tt  

.
1

cos12
1

cos1
2
2

1
 )1(cos

22 ω−
ωπ+⋅

π
=

ω−
ωπ+⋅

π
=




ω−
πω−−  

Если функцию )(xf  доопределить нечетным образом (рис. 10), то  

.
1
sin2sinsin2)( 2

0 ω−
ωπ

⋅
π

=ω
π

=ω ∫
π

tdttFs  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Тогда )0(  cos
1

cos1 2cos)( 2)(
0

2
0

≥ωω
ω−
ωπ+

π
=ωωω

π
= ∫∫

∞∞
xxdxdFxf c  

или )0(  sin
1
sin 2sin)( 2)(

0
2

0
≥ωω

ω−
ωπ

π
=ωωω

π
= ∫∫

∞∞
xxdxdFxf s . ▲ 

 

Рис. 9 

Y 

X 0  

 

Рис. 10 

Y 

X 0 
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Пример 3. Представить интегралом Фурье функцию 







>

≤−
=

.1  при  0

,1  при  1
)(

x

xx
xf  

Δ Функция четная (рис. 11), поэтому 

=ω−
π

=ω
π

=ω

=ω

∫∫
∞ 1

00
cos )1( 2cos )(2)(

  ,0)(

dttttdttfA

B
 

=







ω

ω
+ω

ω
−

π
=

ω
ω

==ω

−==−
= ∫

1

0

1

0
sin 1sin1 2

sin1 ,cos

  ,1
tdttt

tvdvtdt

dtduut
 

.

2

2
sin12

sin4
)cos1(2cos12

2

2

2

2

1

0
2

















ω

ω

π
=

πω

ω
=ω−

πω
=ω

ω
⋅

π
−= t  

 
 
 
 
 

  
 
 

 

 
 

Тогда  ωω
















ω

ω

π
= ∫

∞
xdxf cos

2

2sin
 1)(

2

0
. Так как функция )(xf  непрерывна, 

то интеграл Фурье при всех x  совпадает с )(xf .  ▲ 

Пример 4. Функцию 






≥

<
=

1  при  0

,1  при   1
)(

x

x
xf   представить интегралом  

Фурье в комплексной форме. 

Δ  Имеем ωω
π

= ω
∞

∞−
∫ deiFxf xi )( 2

1)( ,  

где dtetfiF ti
∫
∞

∞−

ω−=ω  )()( . 

1 

Рис. 11 

Y 

X 0 –1 

1 
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Функция )( ωiF  называется прямым преобразованием Фурье, а функция 
)(xf  – обратным преобразованием Фурье. 

Найдем )( ωiF  и )(xf : 

( )
ω
ω=−

ω
=

ω
−==ω ωω−

−

ω−

−

ω−
∫ sin21 1)(

1

1

1

1

iititi eeieidteiF ; 

. sin1 sin2
2
1)( ω

ω
ω

π
=ω

ω
ω

π
= ω

∞

∞−

ω
∞

∞−
∫∫ dedexf xixi  

В полученном равенстве положим 0=x . Получим 1 sin1 =ω
ω
ω

π ∫
∞

∞−
d  или 

2 sin
0

π=∫
∞

x
xdx .  ▲ 

 

Пример 5. Найти косинус- и синус-преобразования Фурье для функции 
)0(  )( >= − xexf x . 

Δ Продолжим функцию )(xf  на отрицательную полуось четным образом. 

Найдем dttedtttfF t
c ω

π
=ω

π
=ω ∫∫

∞
−

∞
cos 2cos )(  2)(

00
.  

Как известно, c
ba

bxbbxaebxdxe axax +
+
+=∫ 22

sincoscos .  

Следовательно,  

2
0

2 1
12

1
sincos2)(

ω+
⋅

π
=

ω+
ωω+ω−

π
=ω

∞
− tteF t

c . 

Продолжим функцию )0(   )( >xxf  на отрицательную полуось нечетным 
образом. 

Найдем .sin2sin)(2)(
00

dttedtttfF t
s ω

π
=ω

π
=ω ∫∫

∞
−

∞
 

Так как c
ba

bxbbxaedxbxe axax +
+
−=∫ 22

cossinsin , то  

.
1

2
1

cossin2)( 2
0

2 ω+
ω

π
=

ω+
ωω−ω−

π
=ω

∞
− tteF t

s  

Применив обратные преобразования Фурье, получим  

),0(
1

 cos2
0

2 ≥=ω
ω+
ω

π
−

∞

∫ xedx x    ).0(
1
sin2

0
2 >=ω

ω+
ωω

π
−

∞

∫ xedx x  

Отсюда найдем интегралы Лапласа: 
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)0(21
sin   );0(21

cos
0

2
0

2 >π=ω
ω+
ωω≥π=ω

ω+
ω −

∞
−

∞

∫∫ xedxxedx xx .  ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Представить интегралом Фурье функцию  





><
≤≤

=
.6  и  2  при  0

,62  при   1)(
xx

xxf    

Ответ: ω−ω
ω
ω

π
= ∫

∞
dxxf )4(cos2sin 2)(

0
. 

2. Представить интегралом Фурье функцию  







π>π−<

ππ−∈
=

.  и    при  0

], ;[  при   2cos
)(

xx

xx
xf    

Ответ:  ωω
ω−
πω

π
= ∫

∞
dxxf cos

41
cos   4)(

0
2 . 

3. Представить интегралом Фурье функцию 






>

<
=

.1   ,0

,1   , sign
)(

x

xx
xf  

Ответ: 1,sincos12)(
0

<ωω
ω

ω−
π

= ∫
+∞

xdxxf , в точках разрыва 1±=x  

интеграл сходится к  
2
1±  соответственно.  

4. Представить комплексной формой интеграла Фурье функцию  
,)( xaexf −=  0>a . 

Ответ: ω
ω+π

= ω
+∞

∞−
∫ de

a
axf xi

22
1)( . 

5. Найти преобразование Фурье для функции  







−∞∈
∞+∈⋅=

−

).0 ;(  если  ,0
], [0;  если   ,)(

x
xexxf

x

 

Ответ:  2)1(
1)(
ω+

=ω
i

iF . 

6. Найти косинус- и синус-преобразования Фурье функции ,)( 5xexf −=  .0≥x  

Ответ: 
25

12)( 2 +ω
⋅

π
=ωcF ;  

25
2)( 2 +ω

ω
⋅

π
=ωsF . 
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Занятие 12  
 

Последовательности комплексных чисел. Кривые и области  
на комплексной плоскости  

 

Пример 1. Вычислить  
i
i

43
54

−
+ . 

Δ Находим  ii
ii
ii

i
i

25
31

25
8

25
318

)43)(43(
)43)(54(

43
54 +−=+−=

+−
++=

−
+ . ▲ 

Пример 2. Вычислить по формуле Муавра: 60)31( iw −= . 
Δ Применим формулу Муавра: 

)sin(cos ϕ+ϕ= ninzz nn ,  
где ϕ  – одно из значений arg z. 

Запишем число z  в тригонометрической форме: 














 π−+





 π−=−=

3
sin

3
cos231 iiz . 

Применяя формулу Муавра, получим  
606060 2)20(sin)20((cos2)31( =π−+π−=− ii .  ▲ 

Пример 3. Вычислить  4 1 i+− . 
Δ Корень n -й степени из комплексного числа z  имеет  n   значений, кото-

рые находятся по формуле  

.1  ...,,1,0  , 2sin2cos −=





 π+ϕ+π+ϕ= nk

n
ki

n
kzz nn  

Представим комплексное число iz +−= 1  в тригонометрической форме: 

. 
4

3sin
4

3cos2 




 π+π= iz  

Следовательно,  . 
4

2
4

3
sin

4

2
4

3
cos21 84















 π+π
+

π+π
=+−

k
i

k
i  

Полагая ,3,2,1,0=k  найдем четыре значения корня: 






 π+π==

16
3sin

16
3cos2  ,0 8

0 iwk , 






 π+π==

16
11sin

16
11cos2  ,1 8

1 iwk , 






 π+π==

16
19sin

16
19cos2  ,2 8

2 iwk , 
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 π+π==

16
27sin

16
27cos2  ,3 8

3 iwk .  ▲ 

Пример 4. Используя показательную форму комплексных чисел, вычис-
лить 23 )1()31( ii ++ . 

Δ   ==⋅=



















=++

ππ
π

ππ ii
i

ii

eeeeeii 2
3

23
2

4

3

323 162222)1()31(   

.16
2
3sin

2
3cos 16 ii −=





 π+π=  ▲ 

Пример 5. Исследовать на ограниченность последовательности ,n
n iz =  

n
n iw )1( += . 

Δ Так как 1== n
n iz , то для любого Nn∈  выполняется, например, 

2<nz . По определению последовательность nz – ограничена. Для последова-

тельности nw  находим nn
n iw )2()1( =+= . Очевидно, что для любого 0>µ  

найдется такой номер N , при котором для любого Nn >  выполняется 
Mn >)2( . 

Таким образом, последовательность n
n iw )1( +=  является не только не-

ограниченной, но и бесконечно большой. ▲ 
Пример 6. Пользуясь определением предела доказать, что последователь-

ность 2+
+= n

inzn  имеет пределом число .1=α  

∆ Пусть задано произвольное число .0>ε  Покажем, что существует такой 
номер N , при котором ,1 ε<−nz  как только .Nn >   

Так как ,
2

5
2
21

2
1

+
=

+
−=−

+
+=−

nn
i

n
inzn  то неравенство ε<−1nz  бу-

дет выполнено, если ,
2

5 ε<
+n  т. е. при .25 −

ε
>n  Значит в качестве N  можно 

взять 




 −
ε

=ε= 25)(NN . ▲ 

Пример 7. Доказать, что последовательность 2
)( nn

n
iiz −+=  ограничена, 

но расходится. 

∆ Имеем  .12
)(

2
)( =

−+
≤−+=

nnnn

n

iiiiz    
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Последовательность ограничена. Находим ,1
2

)( 44

4 =−+=
nn

n
iiz  

.0
22

)( 1414

14 =−=−+=
++

+
iiiiz

nn

n   

Последовательность nz  является расходящейся. ▲ 

Пример 8. Вычислить 
ni
ni

n 2
41lim

−
+

∞→
. 

Δ  Первый способ.  Обозначим 
ni
nizn 2

41
−
+=  и найдем Ren nx z= , Imn ny z= : 

14
81 

14
2

14
482

)2)(2(
)2)(41(

2
41

2

2

22

2

+
−−+

+
=

+
+−−−=

−−+−
−−+=

−
+

n
ni

n
n

n
ninin

inin
inni

ni
ni . 

Находим пределы последовательностей действительных чисел: 

.2
14

81lim   ,0
14

2lim 2

2

2 −=
+

−−=
+ ∞→∞→ n

n
n

n
nn

 

Следовательно, .2lim iznn
−=

∞→
 

Второй способ.  Найдем .2
2

41
lim

2
41lim i

n
i

i
n

ni
ni

nn
−=

−

+
=

−
+

∞→∞→
 ▲ 

Пример 9. Найти n

n
i)31(lim +

∞→
. 

∆ Запишем комплексное число iz 31+=  в тригонометрической форме:  
).3arctgsin3arctg(cos1031 iiz +=+=  Тогда  

).3arctgsin3arctg(cos10))3arctgsin3arctg(cos10( niniz n
n +=+=  

Так как +∞=
∞→

n

n
10lim , а 3arctgcoslim n

n ∞→
 и 3arctgsinlim n

n ∞→
 не суще-

ствуют, то и n

n
i)31(lim +

∞→
 не существует. 

Пример 10. Изобразить на комплексной плоскости множество точек,  
удовлетворяющих условиям: 

а)  1Im  ,)2(arg
4

3 ≤π≤−−≤π iziz ; 

б)  )2(ReRe  ,
2

)1(arg0 −≥π≤++≤ ziziz . 

Δ а) Комплексное число )2( iz +−  изображается вектором, началом кото-
рого является точка i+2 , а концом – точка z . Угол между этим вектором и осью 

OX должен меняться в пределах от 4
3π

 до π . 
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Так как xyixiz =−= )(ImIm , то множеству могут принадлежать 
лишь те точки, которые расположены внутри полосы 11 ≤≤− x . 

Искомое множество изображено на рис. 12. 
б) Угол между векторами, проходящими 

через точку i−−1 , и осью OX  должен меняться 
в пределах от 0  до 2/π . 

Так как  
2)2( Re  ,)( ReRe −=−−=−= xzyyixiz , 

то xy −≤ 2 . 
Сверху искомое множество ограничено 

прямой xy −= 2  (рис. 13). ▲ 

Пример 11. Какие линии на плоскости 
представлены уравнениями: 

а) ;36 itit eez −+=    
б) )54( 2 2 +−+−= ttitz . 
Δ а) Так как  

,sincos  ,sincos titetite itit −=+= −  
то titz sin3cos9 += . Отсюда следует, что па-

раметрическое уравнение линии 




=
=

ty
tx

sin3
,cos9  

является уравнением эллипса.  

Исключив параметр t , получим  1
39 2

2

2

2
=+ yx . 

б) Из данного уравнения следует, что  






+−=

−=

.54

,2
2 tty

tx
 

Исключив параметр t , получим 






+=++−+=

+=

.1  ,5)2( 4)2(

,2
22 xyxxy

xt
 

Данное уравнение на плоскости XOY  определяет параболу. ▲ 
Пример 12. Определить вид кривой, заданной соотношениями: 
а) ;24104 iziz −−=−+   б) .724 iziz −−=−+  
Δ а) Подставив iyxz += , запишем числа в алгебраической форме: 

)2()4()10()4( −+−=−++ yixyix . 
Запишем равенство квадратов модулей полученных комплексных чисел: 

,)2()4()10()4( 2222 −+−=−++ yxyx  

.6 ,4416810020168 2222 +=+−++−=+−+++ xyyyxxyyxx  

Рис. 13 

Y 

X O 

–1 

3 
–1 

Рис. 12 

Y 
 

X  

1 

1 –1 2 
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б) Решим задачу геометрически. На плоскости XOY  нанесем точки 
)1 ;4(−А  и )7 ;2(B . Очевидно, что геометрическое место точек есть прямая,  

которая перпендикулярна отрезку AB  и проходит через его середину. 

Находим угловой коэффициент прямой AB :  142
17 =

+
−=

∆
∆= x

yk . Угловой 

коэффициент искомой прямой 11 −=k . 
Середина отрезка AB  имеет координату )4 ;1( −C . 
Уравнение прямой имеет вид 3  ),1(4 +−=+−=− xyxy .  ▲ 

Пример 13. Определить вид кривой, заданной уравнением 11 Re =z . 

Δ Находим  

,0 ,1  ;)(Re1Re1 Re 22
222222 =−+=

++
=

+
+=

−
= xyx

yx
x

yx
x

yx
iyx

iyxz

4
1

2
1 2

2
=+





 − yx . 

В результате получено уравнение окружности радиусом 
2
1=R  с центром 

в точке 




 0 ;

2
1 C . ▲ 

 
Дополнительные задачи 

 
1. Вычислить значение функции zzzzzf 432)( 234 +−+=  при .1 iz −=  
Ответ: .32 i−  
2. Записать в тригонометрической форме число 75 )3()1( ii −+ . 

Ответ: 












 π+π+





 π+π⋅= kikz 2

12
sin2

12
 cos 229 . 

3. Вычислить 3
4

31 i− . 

Ответ: 












 π−+





 π−=

9
sin

9
 cos 2/13

0 iw ; 












 π+





 π=

9
5sin

9
5 cos 2/13

1 iw ;   














 π−+





 π−=

9
7sin

9
7 cos 2/13

2 iw . 

4. Пользуясь определением предела доказать, что  .31
1

3lim i
n

nin
n

+=
+
+

∞→
 

5. Вычислить пределы последовательностей:  

а) 
n
inzn sin⋅= ;  б) 

n
inzn

sh = ; в) .
2

sin
2

cos π+π= ninnzn   
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Ответ: а) i ;  б)  0 ;  в) не существует. 
6. Определить вид множества точек z , удовлетворяющих неравенству  

1
4
2 <

+
+

z
z . 

Ответ: правая полуплоскость, 3Re −>z . 
7. Какие из следующих уравнений являются уравнениями оси OX : 

а) 0Im =z ; б) 
22

arg π=π−z ; в) 0=− zz ;      г) iziz +=− . 

Ответ: все уравнения определяют ось .OX  
8. Какие из следующих уравнений являются уравнением оси OY : 

а) 0Re =z ; б) 2
arg π=z ;       в) 0=+ zz ;      г) 11 +=− zz . 

Ответ: все уравнения определяют ось OY . 

9. Определить вид кривой, заданной уравнением 
2
11Im =

z
. 

Ответ: 1)1( 22 =++ yx . 

10. Записать в комплексной форме уравнение окружности единичного ра-
диуса с центром на биссектрисе угла третьей четверти и касающейся осей коор-
динат. 

Ответ: .11 =++ iz  
 

Занятие 13 
 

Элементарные функции комплексной переменной 
 

Пример 1. Найти действительные и мнимые части функций:  

а)  2zizw −= ;  б) 2+
−=

z
izw . 

Δ а) Полагая iyxz −=  и iyxz += , получим  

)()2(2)( )( 22222 xyyixyxxyyxiiyxiyxiiyxw −−++=+−−−=+−−= , 
22);()(Im  ,2);()(Re xyyyxvzfxyxyxuzf −−==+== . 

б)  =
−+++
−+−+=

++
−+=

++
−+=

+
−=

))2)(()2((
))2))((1( (

)2(
)1( 

22 iyxiyx
iyxyix

iyx
yix

iyx
iiyx

z
izw  

22)2(
))2)(1(( )1( )2( 

yx
xyxyiyyxx

++
−+−+−++= , т. е.  
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2222

22

)2(
22);( )(Im  ,

)2(
2);( )(Re

yx
xyyxvzf

yx
yxyxyxuzf

++
−−==

++
−++== . ▲ 

Пример 2. Найти образ отрезка AB , где )4(   ),1( iBiA ++  при отобра-
жении iizw 3 2 −= . 

Δ При линейном отображении образом прямой является прямая. Поэтому 
достаточно найти образы концов отрезка. Точке A  соответствует точка ,A′  для 
которой iiiiw −−=−+= 23)1(  2 , а точке B  – точка B′ , для которой 

iiiiw 523)4( 2 +−=−+= . 
Используя геометрический смысл составляющих линейного отображения, 

можно проиллюстрировать этапы решения геометрически. Запишем составляю-
щие: iwwiwwzw 3  ,  , 2 2121 −=== . Отображение zw 21 =  представляет  
собой гомотетию с центром в начале координат и коэффициентом 2=k .  
Отображение 12 iww =  представляет собой поворот относительно начала коор-

динат на угол 
2arg π==α i . 

Наконец, отображение iww 32 −=  является смещением на три единицы  
вниз. ▲ 

 

Пример 3. Найти образ окружности 1=z при отображении iizw 32 −= . 
Δ Из уравнения iizw 32 −=  выразим z :    

i
iwz

2
3+= .  

Подставим полученное выражение z  в уравнение :1=z  

1 
2

3 =+ iw  или 2 3 =+ iw . 

Следовательно, искомый образ – окружность радиусом 2  с центром в 
точке )3;0( iС − . ▲ 

Пример 4. Найти образ оси OY  при отображении iizw 32 −= . 
Δ Уравнение оси OY  в комплексной форме запишем как 

∞<<∞−=+= yiyiyxz   ,0 . Подставив в уравнение iyziizw =−=   32 , по-
лучим ∞<<∞−−−= yiyw   ,32  или 3  ,2 −=−= vyu . Это есть уравнение 
прямой в плоскости w , параллельной действительной оси. ▲ 

 

Пример 5. Найти образ первого координатного угла комплексной плоско-
сти z  при отображении 2zw = . 

Δ Найдем предварительно образ луча Oz  при отображении 2zw =   
(рис. 14). 
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Представим число z  в показательной форме ϕ= iezz , тогда 

ϕ⋅= iezw 22 , arg 2w = ϕ . Мы видим, что если луч Oz  образует с осью OX угол 

ϕ , то его образ wO1  на плоскости w  образует с осью UO1  угол, равный ϕ2 . 

Отсюда следует, что когда угол ϕ  изменяется от 0  до 2
π , тогда луч Oz  описы-

вает первый координатный угол на плоскости z , а его образ-луч wO1  описывает 
верхнюю полуплоскость плоскости w . ▲ 

Пример 6. Для числа iez +−−= 2  найти zRe , zzz arg  ,  ,Im . 
Δ Запишем число z  в показательной форме: 

)1(2221 +π−+−π+− ⋅=⋅=⋅−= iiii eeeeez . 
Имеем 1 , 2 +π=ϕ= −ez , или 1arg +π−=z , так как arg z−π< ≤ π . Так 

как )1sin1cos())1(sin)1(((cos 22)1(2 ieieee i −−=+π++π=⋅ −−+π− , то 

1sinIm  ,1cosRe 22 −− −=−= ezez . ▲ 

Пример 7. Найти )(Im  ),(Re zfzf , если 
2

)( zezf = . 
Δ  Находим  

).2sin2(cos
22222 2)(2

xyixyeeeee yxixyyxiyxz +=⋅== −−+  
Следовательно,  

xyezfxyezf yxyx 2sin)(Im  ,2cos)(Re
2222
⋅=⋅= −− . ▲ 

Пример 8. Показать, что функция ize является периодической и ее  
период – действительное число. 

Δ Для любого z  должно выполняться условие izTzi ee =+ )( , 
,iziTzi eee =⋅  поэтому число T  должно быть таким, чтобы 

1sincos =+= TiTe Ti , а это верно при π= 2T .  ▲ 

Пример 9. Доказать, что .sincoscossin)(sin 212121 zzzzzz +=+  

Рис. 14 

Y 

X  
 

V 

U  

 

 

w 
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∆ Используя формулы Эйлера, находим: 

=−⋅+++⋅−=+
−−−−

i
eeeeee

i
eezzzz

iziziziziziziziz

2222
sincoscossin

22112211

2121  

=−+++−−+=
+−−−++−−−+

i
eeee

i
eeee zzizzizzizzizzizzizzizzi

44
)()()()()()()()( 2121212121212121

 

).(sin2 21

)()( 2121
zzi

ee zzizzi
+=−=

+−+
 ▲ 

Пример 10. Найти )(Im  ),(Re zfzf  при следующих условиях:  
а) zzf sin)( = ; б) zzf ch)( = . 
Δ  а) +⋅=+=+== yxxiyiyxiyxzzf ch sincossincossin)(sinsin)(  

xyi cossh ⋅+ , поэтому xyzfyxzf cossh)(Im  ,chsin)(Re ⋅== ; 
б) =⋅+⋅=−=== yixyixyxizizzf sinsincoscos)(coscosch )(  

yxixy sinsh  ch cos ⋅+⋅= , поэтому yxzfxyzf sinsh )(Im ,chcos)(Re ⋅== . ▲ 
 

Пример 11. Найти модуль и аргумент числа )(if , если zzf tg)( = .  

Δ ,01ch 
1sh 1th )(Im  ,0)(Re  ;1 th 1ch 

1sh  
cos
sin)( 11

11
>

+
−======= −

−

ee
eeififii

i
iif  

поэтому 
2

)( arg  ,
1
11th )( 2

2 π=
+
−== if

e
eif . ▲ 

Пример 12. Найти zLn  и zln  для числа iz −= 2 .  
Δ Найдем модуль и аргумент числа z :  






−==+= 2

1 arctgarg  ,514 zz . 

Получаем ответ: 

.2
1 arctg( 5ln)2(ln  ;22

1 arctg( 5ln)2(Ln 




−+=−π+





−+=− iiikii  ▲ 

Пример 13. Найти модуль, аргумент, действительную и мнимую части 
числа i2ln .  

Δ Находим модуль и аргумент числа i2 :   2arg  ,2 π== zz . Получаем 

2 2ln2ln π+= ii . Поэтому  

22lnIm  ,2ln2lnRe π== ii ;   22
2

2 4ln2
1

42ln2ln π+=π+=i ,  

2ln2arctg)2(ln arg π=i . ▲ 
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Пример 14. Найти 
i

i
2

2
1 






 + . 

Δ Находим 42
1arg  ,1

2
1 π=+=+ ii . Так как azz ea Ln= , то  

π




 +−













 π+π+






 +

===





 + 2

14241ln2
2

1Ln 22

2
1 kkiiiii

eeei .  ▲ 

Пример 15. Решить уравнение 2sin =z . 
Δ Множество решений уравнения определяется выражением z = arc sin2. 

Как известно, )1(Ln 1sinarc 2ziziz −+= .  

Следовательно, )412(Ln  2sinarc −+−= ii . 
Выражение в скобках в силу двузначности корня записывается в виде 

iia  32 +=  и iib  32 −= . Для числа ( )ia  32 +=  имеем 32 +=a , 

2arg π=a , поэтому ( ) 




 π+π++=+ kii 22 )3(2 ln 32Ln ; для числа 

( )ib  32 −=  имеем 32 −=b , 2 arg π=b , поэтому  

( ) 




 π+π+−=− kii 2

2
 )3(2 ln 32Ln . 

Получаем два множества решений уравнения:  

)3(2 ln  2
2

 +−




 π+π= ikzk   и  )3(2 ln  2

2
 −−





 π+π= ikzk .  ▲ 

Пример 16. Найти z  из уравнения iz 2ch −= . 

Δ Уравнение iee zz
22 −=+ −

 сведем к решению квадратного уравнения 

относительно функции ze :  0142 =++ zz iee , корнями которого являются 
числа i)52( +−  и i)52( −− . Нужно найти логарифмы этих чисел: 






 π+π+−=+−= kiizk 2

2
 )25( ln )52(Ln . 






 π+π−++=+−= kiiz k 2

2
 )25( ln )52(Ln * .  ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Найти действительные и мнимые части функций: а) 3ziw −= ;   

б) iz
w

2
1
−

= . 
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Ответ: а) 3232 31  ,3 yyxvxxyu +−=−= ;   

б) 2222 )2(
2  ,

)2( −+
−=

−+
=

yx
yv

yx
xu . 

2. Найти образ оси OY при отображении iz
zw
+
+= 2 .     

Ответ: 22 =− vu . 
 

3. При отображении iizw 21−+=  найти образы прямых: а) 1Re =z ;  
б) 1Im =z .  

Ответ:  а) 1Im −=w ; б) 0Re =w . 
 

4. Записать в показательной форме число )(if , если zzzf ch)( ⋅= . 

Ответ: 
i

eif 21cos)(
π

⋅= . 
 

5. Найти zz Im ,Re , если )ch1(cos iez i += .  

Ответ: 2sinIm ,1cos2Re 2 == zz . 
 

6. Доказать формулы: а) 212121 shshchch)(ch zzzzzz ⋅+⋅=+ ;  
б) zzz cossin22sin ⋅= . 

 7. Найти z  и ,arg z  если i
iz 1sin 2= . 

 Ответ: .
2

arg,1sin 2 π−== zz  

8. Найти 
i

i
+








 +
1

22
3 .   

Ответ: 
π





 +− 6

12)1( ki
e . 

 

9. Решить уравнения: 

а) iez π=+1 ; б) 3
tg iz = .  

Ответ: а) 




 π+π+π= ki

e
z 2

2
 ln ;   

б) )12( ln 
2
12   ),12( ln 

2
12 * −−π





 −=+−π





 += ikzikz kk . 
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Занятие 14 
 

Аналитические функции 
 

Пример 1. Доказать, что функция 2)( zzf =  является непрерывной при 
любом значении z . 

∆ Зафиксируем значение 0z  и рассмотрим разность ).)(( 00
2
0

2 zzzzzz +−=−  
Когда 0zz → , существует такое положительное значение М, при котором выпол-
няются неравенства Mz <  и Mz <0 , поэтому  

00000
2
0

2 2 zzMzzzzzzzzzz −=+−≤+−=− . 

В качестве δ  положим число 
M2
ε=δ , где .0>ε  Из неравенства 

δ<− 0zz  следует, что ε<−ε=δ<− 2
0

22
0

2 ,2 zzMzz . Точка 0z  была зафик-

сирована произвольно, следовательно функция 2)( zzf =  непрерывна в любой 
точке. ▲ 

Пример 2. Исследовать на непрерывность функцию 22 )( ReIm zizzw +=
. 

Δ Представим функцию )(zf  в виде ) ;(  ) ;( yxviyxuw += : 

+⋅+−=++++= yixyyxiyxiiyxyixw )2()( Re )( Im)( 2222  

).2( )2( Re 2223222 yxxyiyyxixyyxi −++−=+−+  

Отсюда следует, что 22232 2) ;(   ,) ;( yxxyyxvyyxyxu −+=−= , 
функции ) ;( yxu  и ) ;( yxv  непрерывны на плоскости XOY , следовательно, 
данная функция w  также непрерывна на всей комплексной плоскости z .  ▲ 

Пример 3. Исследовать на непрерывность функции 
12
42

−
+

z
z  и 

42
12

2 +
−

z
z .  

Δ Элементарные функции непрерывны в их области определения,  

поэтому функция 
12
42

−
+

z
z  непрерывна на всей комплексной плоскости ,z   

за исключением точки 2
1 , а функция 

42
12

2 +
−

z
z  – за исключением точек i2± .  ▲ 

Пример 4. Найти пределы: 

а)  
23
1lim

2

+
+

→ z
z

iz
;  б)  

1
23lim 2 +

+
→ z

z
iz

; в) 
iz

zz
iz 21

52lim
2

21 −+
++

+−→
. 
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Δ а) Ввиду непрерывности функции 
23
12

+
+

z
z  в точке i  получаем 

0
23
11

23
1lim

2
=

+
+−=

+
+

→ iz
z

iz
.  Отметим, что функция 

23
12

+
+

z
z  является бесконечно 

малой в точке i . 

б) Так как функция 
23
12

+
+

z
z  является бесконечно малой в точке, то обратная 

ей дробь 
1
23

)(
1

2 +
+=

z
z

zf
 является бесконечно большой в этой точке.  

Поэтому ∞=
+
+

→ 1
23lim 2z

z
iz

. 

в) =
−+

++−+=




=

−+
++

+−→+−→ iz
iziz

iz
zz

iziz 21
)21)(21(lim

0
0

21
52lim

21

2

21
  

iiz
iz

4)21(lim
21

=++=
+−→

. ▲ 

Пример 5. Доказать дифференцируемость на всей плоскости функции 
2zw = . Найти ее производную. 
Δ Для любой точки 0z  и любого приращения zΔ  рассмотрим предел 

=
∆

−∆+∆+=
∆

−∆+=
∆
∆

→∆→∆→∆ z
zzzzz

z
zzz

z
w

zzz

2
0

2
00

0

2
0

2
0

00

)(2lim)(limlim  

.2)2( lim 0
0

0
z

z
zzz

z
=

∆
∆+∆

=
→∆

 

Предел существует, следовательно, функция дифференцируема в точке  

0z . Так как 0z – произвольная точка, то zz 2)( 2 =′ . ▲ 
 

Пример 6. Исследовать на дифференцируемость функции: а) zzf =)( ;  
б) )1(Re)()( −−= zizzf . Найти их производные, если они существуют. 

Δ а) Находим yyxvzxyxuz −==== );( Im ;);( Re . Так как ,1=
∂
∂

x
u

,1−=
∂
∂
y
v  то условия Коши – Римана не выполняются ни в одной точке. Функция 

не дифференцируема на всей комплексной плоскости.  
б) =−−+=+−−+=−−= )1)(()1( Re)()1Re()( xiiyxiyxiiyxzizw   

)1( )( 2 +−−+−= xyyxixx . 

Находим частные производные: ,1  ,0  ,12 −=
∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂ y

x
v

y
ux

x
u  1−=

∂
∂ x
y
v . 

Решаем систему уравнений: 




−=
−=−

.10
,112

y
xx  
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Система имеет единственное решение: 1 ,0 == yx . Следовательно, функ-
ция дифференцируема в единственной точке iz = . Находим  

1)1( )12( )(
1
0

1
0

1
0

1
0

−=−+−=
∂
∂+

∂
∂=′

=
=

=
=

=
=

=
== y

x
y
x

y
x

y
xiz

yixx
vix

uzf .  ▲ 

Пример 7. Проверить условия Коши – Римана в произвольной точке, и в 
случае их выполнения найти )(zf ′  для функций: 

а) zezzf 23)( ⋅= ; б) )2( cos)( izzf += .  

Δ а) Определим действительную и мнимую части функции zezzf 23)( ⋅= : 

=++=+= + )2sin2(cos )( 3 )( 3 222 yiyeiyxeiyxw xiyx

).2sin2cos(3)2sin2cos(3 22 yxyyieyyyxe xx ++−=  

Найдем частные производные функций  )2sin2cos( 3 );( 2 yyyxeyxu x −=  

и )2sin2cos( 3 );( 2 yxyyeyxv x += : 

yeyyyxe
x
u xx 2cos3)2sin2cos(6 22 +−=
∂
∂ , 

)2cos22sin2sin2(3 2 yyyyxe
y
u x −−−=
∂
∂ , 

yeyxyye
x
v xx 2sin3)2sin2cos(6 22 ++=
∂
∂ , 

)2cos22sin22(cos3 2 yxyyye
y
v x +−=
∂
∂ . 

На всей комплексной плоскости z  частные производные непрерывны и 

удовлетворяют условиям x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂    , . 

Функция zezzf 23)( ⋅=  является дифференцируемой и аналитической на 
всей комплексной плоскости z , а значит,  

)21(363)3()( 2222 zezeeezzf zzzz +=+=′⋅=′ . 
б) =+⋅−+⋅=++=+= )2(sinsin)2(coscos))2(( cos)2( cos yixyixyixizw  

)2(sh  sin)2(ch cos +⋅−+⋅= yxiyx . 
Находим частные производные: 

)2(ch sin +⋅−=
∂
∂ yx

x
u , )2(sh cos +⋅=

∂
∂ yx

y
u ,   )2(sh cos +⋅−=

∂
∂ yx
x
v , 

)2(ch sin +⋅−=
∂
∂ yx
y
v . 

Функция )2( cos)( izzf +=  является дифференцируемой и аналитической 
на всей комплексной плоскости z , поэтому )2sin())2( (cos)( izizzf +−=′+=′ . ▲ 
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Пример 8. Найти коэффициент растяжения и угол поворота любой глад-

кой кривой, проходящей через точку iz −=10  при отображении 
iz
izzf 2

4 )(
+
−= .  

Δ Находим  

22 )2(
6

)2(
)4(2)(

iz
i

iz
izizzf

+
=

+
−−+=′ ,  ,

)2(
6)( 2

0
0 iz

izf
+

=′  

.3
2
6

)1(
6)1( 2 ==
+

=−′
i
i

i
iif  

Так как 0)(arg ,3( 0)0 =′=′ zfzf , то коэффициент растяжения равен 3, 

а угол поворота кривой 0=ϕ .  ▲ 

Пример 9. Определить, при каком условии трехчлен += 2);( axyxu  
22 cybxy ++  является гармонической функцией. 

Δ Находим частные производные первого и второго порядка: 
.2,22,2,22 cUcybxUaUbyaxU yyyxxx =′′+=′=′′+=′  

Вторые частные производные должны удовлетворять уравнению 
022 =+ ca , т. е. ac −= . 

При этом условии данный трехчлен будет гармонической функцией, кото-
рая имеет вид 22 2);( aybxyaxyxu −+= . ▲ 

Пример 10. Восстановить, если это возможно, аналитическую функцию 
)(zf  по заданной действительной или мнимой части: 

а) ifyyxyxu 33)1(  ,1322);( 22 +=+−−= ; 
б) ifxxyyxv 21)1(  ,26);( +=+−= . 
Δ а) Задачу можно решить лишь в том случае, если функция 

1322 22 +−−= yyxu  гармоническая на всей плоскости. Проверим это: 

4   ,34   ,4   ,4 2

2

2

2
−=

∂
∂−−=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂  

y
uy 

y
u 

x
ux 

x
u . 

Функция );( yxu  гармоническая, так как 0    2

2

2

2
 

y
v

x
u =

∂
∂+

∂
∂ . 

Так как 34   ,4 −−=
∂
∂=

∂
∂ y 

y
ux 

x
u , то из условий Коши – Римана находим 

34   ,4 +=
∂
∂=

∂
∂ y 

x
vx 

y
v . Воспользовавшись первым из этих уравнений, находим 

)(4)(4);( xcxyxcxdyyxv +=+= ∫ . 

Так как 34)(4 +=′+=
∂
∂ yxcy
x
v , то ∫ +=+==′ cxcdxxcxc 33)(  ,3)( . 
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Следовательно, cxxyyxv ++= 34);( . Получим  

)34( 1322 22 cxxyiyyxw ++++−−=  
или 

132)( 3)( 2 22 +++=++++= icizziciyxiiyxw . 
Так как if 33)1( += , то 0=c , и окончательно будем иметь 

132)( 2 ++== izzzfw .  

б) Очевидно, что 0 2

2

2

2
=

∂
∂+

∂
∂

y
u

x
u . Так как 26 +−=

∂
∂ y
x
v , x

y
v 6−=
∂
∂ , то 

26  ,6 −=
∂
∂−=

∂
∂ y

y
ux

x
u . 

Воспользовавшись первым из уравнений, находим 
)( 3)(6);( 2 ycxycxdxyxu +−=+−= ∫ . 

Так как 26)( −=′=
∂
∂ yyc

y
u , то cyycdyyyc +−=+−⋅= ∫ 23 )26()( 2 .  

Следовательно, cyyxyxu +−+−= 233);( 22 . Получим  

.23)( 2)( 3)26( 233 2222 cizzciyxiiyxxxyicyyxw ++−=++++−=+−++−+−=
 Так как if 21)1( += , то 4=c , и окончательно получим 

423)( 2 ++−== izzzfw . ▲ 
 

Дополнительные задачи 
 

1. Вычислить пределы:  а) 
iz

izz
iz +

−+
−→

23lim
2

;  б) 
iziiz

z
z shch

2coslim
4

+π→
. 

Ответ: а) i ;  б) 2 .  
2. Используя формулу бинома Ньютона, найти по определению производ-

ную функции nzzf =)( . 

Ответ: 1)( −⋅=′ nznzf . 

3. Исследовать на дифференцируемость функцию )2(Im)1()( izzzf +−= , 
найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности 
функции. 

Ответ: функция не является аналитической, 2)1( =′f . 

4. Проверить условия Коши – Римана в произвольной точке и в случае их 
выполнения найти )(zf ′  для функций: 
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а)  
2

)( izezf = ;  б)  2  ,2
1)( ≠
−

= zzzf . 

Ответ: а) 
2

2)( izizezf =′ ;  б) 2)2(
1)(
−

−=′
z

zf . 

5. Найти коэффициент растяжения и угол поворота в точке iz 2=  при 

отображении iz
zw
+
+= 1.   

Ответ: 4  ,29
1 π−=ϕ=k . 

6. Восстановить, если это возможно, аналитическую функцию )(zf  по за-

данной ее действительной части yxyyxu 23 3);( −= .     

Ответ: )( )( 3 czizf += . 
 
 

Занятие 15 
 

Интегрирование функций комплексной переменной 
 

Пример 1. Вычислить ∫
C

zdz Re , где  С  – ломаная OBA; O(0;0), B(1;0), 

)1 ;1(  A . 
Δ Так как путь интегрирования состоит из двух отрезков, запишем инте-

грал в виде суммы двух интегралов: 
∫∫ ∫ ∫ ∫ +++=+=

BAС OB BA OB
idydxxidydxxzdzzdzzdz )( )( ReReRe . 

Для отрезка OB  имеем 




≤≤
=

,10
,0

x
y

 а для отрезка BA    




≤≤
=

.10
,1

y
x

 

Производим вычисления: 

iiyxdyixdxzdz
С

+=+=⋅+=∫ ∫ ∫ 2
1  

2
1Re 1

0

1

0

1

0

1

0

2
.  ▲ 

Пример 2. Вычислить dzzz
AB

 )2(∫ + , где AB  – отрезок прямой: ,31 izA +=

izB 52+= .  
Δ Запишем уравнение прямой, проходящей через точки )3 ;1(  и )5 ;2( : 

12  ,
35
3

12
1 +=

−
−=

−
− xyyx . 

Уравнение линии AB  есть 12 += xy , где 21 ≤≤ x . 
Имеем dxidxdzxixzxixz 2  ),12(   ),12( +=+−=++= . 
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Находим  

∫∫ =+−−+++=+
2

1
)2( )2422( )2( idxdxiixxiixxdzzz

AB

∫ ∫∫ =−−+++=+−−=
2

1

2

1

2

1
 )126(  )243() 2( )23( dxxxidxxxdxidxiixx  

=+−−+




 −−+=−+





 += )1228( 2

2
7414 )2( 2

2
7 2

1

2
2

1

2 ixxixx  

.5
2
25 i+=  ▲ 

Пример 3. Вычислить dzzz
С

 ⋅∫ , где C  – верхняя полуокружность 1=z , 

обход кривой С  против часовой стрелки. 

Δ Здесь удобно использовать формулу ∫∫
β

α

′⋅= dttztzfdzzf
C

 )())(( )( .  

Кривая C имеет параметрическое уравнение π≤≤= tez it 0  , . Для itez =  нахо-

дим dtiedzzez itit === −   ,1  , . Вычисляем интеграл  

∫∫∫
ππ

− π==⋅⋅=
00

 1  idtidteiedzzz itit

C
.  ▲ 

Пример 4. Вычислить ∫
−С

naz
dz

)(
,  где C  – окружность Raz =− . 

∆ Запишем уравнение окружности в параметрической форме: 
π≤≤+= 20, teRaz it . Находим .tdeiRzd it=  Подставляем z  и zd  в подын-

тегральное выражение и вычисляем полученный интеграл: 

=
−

⋅===
−

π
−

−

π
−

−

π

∫∫∫
0

2
)1(

1

2

0

)1(
1

2

0 )1(
1

)(
nit

n
nit

nntin

it

С
n e

niR
idte

R
idt

eR
Rie

az
dz  

 

.1,0)1(
)1(

1 )1(2
1 ≠=−

−
= −π

− ne
nR

ni
n  

При 1=n  получим ∫∫
π

π==
−

2

0
.2 idti

az
dz

С
 ▲ 

Пример 5. Вычислить ∫
С

dzzz  cos , где С  – произвольная линия, соединя-

ющая точки 01 =z  и iz =2 . 
Δ Подынтегральная функция zzzf cos)( ⋅=  является аналитической на 

всей комплексной плоскости z , поэтому интеграл можно вычислить по  
формуле Ньютона – Лейбница: 
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∫∫∫ =−=
==

==
==

iii

С
dzzzz

zvdvdzz
dzduuz

dzzzdzzz
0

0
0

 sinsin 
sin  , cos

,  ,
 cos  cos  

.11
22

)( 1cossin 1
1111

−=−++−=−+= −
−−

eee
i

eeiiii  ▲ 

Пример 6. Вычислить dz
z
e

С

z
 

14 2

2

∫
+

, где С  – контур, образованный кри-

выми 1  ,2 == xyx . 

Δ Функция 
14

)( 2

2

+
=

z
ezf

z
 является аналитической на всей комплексной 

плоскости z , за исключением точек i
2
1± . Эти точки расположены вне контура С . 

По теореме Коши 0 
14 2

2
=

+
∫ dz

z
e

C

z
. ▲ 

Пример 7. Вычислить dz
zz

z
C

 
16

sin
3∫ +

, где контур C :  22 =−− iz . 

Δ  Находим нули знаменателя – особые точки подынтегральной функции. 
Это точки izizz 4  ,4  ,0 321 −=== . Контур интегрирования представляет со-
бой окружность радиусом 2 с центром в точке iz += 20 . Найдем расстояния от 
точек 21   , zz  и 3z  до точки 0z : 

2520 01 >=−−=− izz ; 

2133224 02 >=+−=−−=− iiizz ; 

2295224 03 >=−−=−−−=− iiizz . 
Все особые точки расположены вне контура интегрирования. Следова-

тельно, согласно теореме Коши интеграл равен нулю. ▲ 

Пример 8. Вычислить dz
zz

z
C

 
16

sin
3∫ +

, где контур C :  24 =+ iz . 

Δ Внутрь круга 24 =+ iz  попадает одна особая точка подынтегральной 

функции iz 4−= . Функцию 
zz

z
16

sin
3 +

 запишем в виде iz
izz

z

4
)4(

sin

+
− , где числитель 

)4(
sin

izz
z

−
 является аналитической функцией в круге 24 ≤+ iz . 

Применяя интегральную формулу Коши, получим ответ: 

.4sh 164sh1632
4sin2)4( 

sin 2 
16

sin
4

3
π−=⋅⋅π=

−
−π=

−
π=

+ −=
∫ iiiiizz

zidz
zz

z
zzC

 ▲ 
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Пример 9. Вычислить dz
ziz

e
C

z
  

)2()( 2∫
+⋅−

 для следующих контуров:  

а) 1C :  22 =++ iz ;   
б) 2C :  ;2=− iz    
в) 32:3 =−+ izC . 
Δ Находим особые точки подынтегральной функции – нули знаменателя 

2  , 21 −== ziz . Определяем принадлежность точек соответствующим областям. 
В случае «а» внутри контура интегрирования находится точка 2−=z . Запишем 

дробь в виде 
2
)( 2

+
−

z
iz

ez

, где 2)(
)(

iz
ezf

z

−
=  – 

аналитическая функция в круге 
22 ≤++ iz .  

Вычисляем интеграл:  

2

22

)(2
 2  2

)(

1 i
eidzz

iz
e

C

z

+
π=

+
− −

∫ .  

В случае «б» внутрь контура интегрирова-
ния попадает точка iz = . Записываем 

функцию 2)(
2
iz

z
ez

−
+  и вычисляем интеграл: 

i

iz

zz

iz

z

C

z

e
i

ii
z

ezeiz
eidz

iz
z
e

 
)2(

)1( 2 
)2(
)2( 22 2  

)(
2

222
2 +

+π=
+

−+π=
′









+

π=
−
+

==

∫ . 

В круг 32 <−+ iz  входят обе точки izz =−= 21   ,2 . 
Построим контур 3C  и две окружности  1γ  и 2γ  с центрами в точках 
21 −=z  и iz =2  достаточно малыми радиусами, такими, чтобы все три окруж-

ности не пересекались между собой (рис. 15). 
По теореме Коши для многосвязной области 

dz
ziz

edz
ziz

edz
ziz

e zz

C

z
  

)2()(
  

)2()(
  

)2()( 213
222 ∫∫∫

γγ +−
+

+−
=

+−
. 

Но 

dz
ziz

edz
ziz

e
C

zz
  

)2()(
  

)2()( 11
22 ∫∫

+−
=

+−γ
, 

 

y 

x 

 
 

О  
 

Рис. 15 
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dz
ziz

edz
ziz

e
C

zz
 

)2()(
  

)2()( 22
22 ∫∫

+−
=

+−γ
. 

Следовательно,  

=
+
+π=

+
+π+

+
π=

+−

−

∫
ii

C

z
e

i
iie

i
ii

i
eidz

ziz
e  

)2(
1 2

)2(
12

)2(
2  

)2()( 222

2

2
3

 

))1(( 
)2(

 2 2
2 iee

i
i i ++

+
π= − . ▲ 

Пример 10. Вычислить . 
)1()1(1|1|

33∫
=+ +−z zz

dz  

Δ Внутри контура интегрирования находится одна особая точка 1−=z . 

Представим подынтегральную функцию в виде  3

3

33 )1(
)1(

1

)1()1(
1

+
−=

+− z
z

zz
. Так 

как функция 3)1(
1
−z

 является аналитической внутри контура интегрирования, 

то  8
 3 

)1(
12 

)1(
1 !2

2  
)1()1( 1

5

1

3
1|1|

33
i

z
i

z
i

zz
dz

z
z

z

π−=
−

⋅π=
″










−
π=

+− −=
−=

=+
∫ .  ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 
 

1. Вычислить ∫
C

dzzz  Re , где −С  отрезок прямой, содержащей точки 

iz −−= 21  и iz 212 += . 

Ответ: i 
2
3

2
9 + . 

2. Вычислить ∫ −+
AB

dzzi  )21( , где AB– часть параболы 2xy =  от точки 

0=A  до точки iB +=1 .  

Ответ: i 
3
42+− . 

3. Вычислить 1||  :  ,  =⋅∫ zCdzzz
С

. Обход против часовой стрелки.      

Ответ: 0. 

4. Вычислить dzeiz
i

z
∫

−−
0

 )( .  
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Ответ: ).11(sin 1cos1 −+− i  

5. Вычислить tytxC
zz

dz
C

sin  ,cos2  :  ,
122 ==

−−∫ .  

Ответ: 0. 
 

6. Вычислить dz
zz
iz

z
 

34
sin

2||
2∫

= +−
.  

Ответ: 1sh ⋅π . 
 

7. Вычислить dz
zz

e
z

z
 

)5)(1(10||

3

∫
=

−

−−
.  

Ответ: 2sh ⋅πi . 
 

8. Вычислить dz
iz
z

z
 

)(
cos

2||
3∫

= −
.  

Ответ: 1ch ⋅π− i . 
 

Занятие 16 
 

Контрольная работа 
 

Вариант 1 
 

 1. Найти образы линий 2=y  и 1+= xy  при отображении 
iziw −++= 1 )1( . Проверить, изменился ли угол между заданными прямыми 

при указанном отображении.   
Ответ: 2  ,0 −== vuu . Не изменился. 
2. Определить вид кривой, заданной соотношением  |5|  |93| iziz −−=−+ . 
Ответ: 4+= xy . 

3. Вычислить i+12 .  
Ответ: )2lnsin2ln(cos22ln ie k +π− . 
4. Исследовать на дифференцируемость функцию )2Re()3()( −−= zizzf , 

найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности функции. 
Ответ: 2 )(

3
−=′

= iz
zf . Функция не является аналитической. 

5. Восстановить аналитическую функцию )(zf  по известной мнимой  

части 62);( 22 −+−= yxyyxv  и значению if 72)1( −= .  

Ответ: izzizf 62)( 2 −+−= . 
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6. Вычислить −−∫ ABdzzz
AB

  , )3( отрезок прямой iziz BA +−=+−= 1  ,32 . 

Ответ: i1413+ . 

7. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить dz
zz

z
z

 
3

cos
2|1|

2∫
=− +

. 

Ответ: iπ 
3
2 . 

8. Пользуясь интегральной формулой Коши для многосвязной области, вы-

числить dzzz
z

z
 )2)(3(

)3( cos
10||
∫
= +−

− .  

Ответ: )5cos 1( 
5

2 −πi . 

9. Вычислить dzzzz

 2 cos 1

2
1||

2 +
π∫

=

.  

Ответ: i2 
2
1 π . 

 

Вариант 2 
 

 1. Найти образы линий 1=x  и 1−= xy  при отображении 
iziw ++−= 1 )1( . Проверить, изменился ли угол между заданными прямыми 

при указанном отображении.   
Ответ:  не изменился. 
2. Определить вид кривой, заданной соотношением  |32|  |6| iziz −+=++ . 
Ответ: 3−−= xy . 

3. Вычислить ii2 .  
Ответ: π+π− ke 4 . 
4. Исследовать на дифференцируемость функцию )5( Re)2()( ++= zizzf , 

найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности 
функции.  

Ответ: 5 )(
2
=′

−= iz
zf . Функция не является аналитической. 

5. Восстановить аналитическую функцию )(zf  по известной ее действи-
тельной части xxyyxu += 4);(  и значению 1)1( +−= if . 

Ответ: izizzf ++−= 22)( . 
6. Вычислить , )2( ∫ +

AB
dzzz  где −AB  отрезок прямой ,32 izA −−=  .1  izB −−=  
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Ответ: i11
2
1 −− . 

7. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить dz
zz

zi
z

 
3

ch
1|3|

2∫
=+ +

. 

Ответ: 3cos 
3
2 iπ− . 

8. Пользуясь интегральной формулой Коши для многосвязной области, вы-

числить dz
zz

zs
z

 
)5)(1(

)2(h 
10||
∫
= +−

+ .  

Ответ: 3sh   3
2 iπ . 

9. Вычислить dz
z

e
z

iz
  

)1(5,0|1|
22∫

=− −
.  Ответ: )1( 

2
iei +π− . 

 
Занятие 17 

 
Ряды в комплексной области 

  
Пример 1. Исследовать на сходимость ряды: 

а) ∑
∞

= ++
+−

1
2

2

15 3
32

n nni
nin ;  б) ∑

∞

= ++
++

1
24

2

3 3
52

n inni
nin . 

Δ а) Здесь 0
3
1

153

321
lim

153
32limlim

2

2

2

2
≠=

++

+−
=

++
+−=

∞→∞→∞→ i
nn

i
n

i
n

nni
ninz

nnnn
. 

Ряд расходится. 

б) Пусть 
inni

ninan 3  3
52

24

2

++
++= , 2

1
n

bn = . 

Так как 0
3
1lim ≠=

∞→ n

n
n b

a , то в смысле сходимости оба ряда ведут себя  

одинаково. Так как ряд ∑
∞

=1n
nb сходится абсолютно, то и ряд ∑

∞

=1n
na тоже сходится 

абсолютно. ▲  

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= −0 )32(
1

n
ni

. В случае сходи-

мости найти его сумму. 
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Δ  Ряд сходится как ряд вида 1 ,
1

<∑
∞

=n

n qq  (в нашем случае 
13
1=q ). 

Его сумма равна 
10

311
10

)31)(32(
31
32

32
11

1
1

1 iii
i
i

i
q

aS +=+−=
−
−=

−
−

=
−

= . ▲ 

Пример 3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряды:  

а) ∑
∞

= +1

1
n inn

; б) ∑
∞

= −1  )(
1

n nin
; в) ∑

∞

=

+−
1

2
)1(

n

n

n
in . 

Δ а) Так как 
n

i
nn
n

nn
inn

inn
zn +

−+
+

=
+
−=

+
=

1
1  1

22 , а ряд ∑
∞

= +
−

1 1
1

n n   

является расходящимся, то расходится и искомый ряд ∑
∞

= +1

1
n inn

. 

б) Имеем 
nnnin

zn
⋅+

=
−

=
1

1
)(

1
2

~ ∞→n
n

  ,1
2/3 . 

Ряд сходится абсолютно. 

в) Имеем 22
)1()1(

n
i

nn
inz

nn

n +−=+⋅−= .  Ряды ∑
∞

=

−
1

)1(
n n  и ∑

∞

=1
2

1
n n

 сходятся. 

Следовательно, ряд ∑
∞

=

+⋅−
1

2
)1(

n

n

n
in  тоже сходится. 

Исследуем на сходимость ряд ∑ ∑
∞

=

∞

=

+=
1 1

2

2 1
n n

n n
nz . Так как 2

2 1
n

n + ~

∞→n
n

  ,1~ , то ряд ∑
∞

=

+
1

2

2 1
n n

n  расходится. 

Ряд ∑
∞

=

+⋅−
1

2
)1(

n

n

n
in  сходится условно. ▲ 

 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряды: 

а) ∑
∞

= ⋅
+

1 2
)2(

n
n

n

n
i

; б) 
2

1 3
2

n

n

i∑
∞

=





 − . 

Δ  а) Используя признак Даламбера, находим  

1
2
5

2
2

)2(2 )1(
2)2( lim lim 1

1
1 >=+=

+⋅+
⋅⋅+= +

+

∞→
+

∞→

i
in

ni
z

z
nn

nn

nn

n
n

. 

Так как 1lim 1 >+
∞→ n

n
n z

z , то ∞=
∞→ nn

zlim . Ряд расходится. 
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б) Используя признак Коши, находим  

0
3
5lim

3
2limlim =






=−=

∞→∞→∞→

n

n

n

n
n

nn
iz . 

Ряд сходится абсолютно.  ▲ 
Пример 5. Исследовать сходимость ряда  

....143)43()43(... 3

3

2

2

2

2

3

3
+++++++++++

i
z

i
z

i
z

z
i

z
i

z
i

 

  

∆ Рссмотрим два ряда:   

;...)43()43(43
3

3

2

2
++++++

z
i

z
i

z
i        ....1 3

3

2

2
++++

i
z

i
z

i
z  

Эти ряды – геометрические прогрессии со знаменателями 
z

i43+  и 
i
z . 

Ряды сходятся в области 








<

<+

1

,143

i
z

z
i

  или  






<

>

.1

,5

z

z
    Эта система несов-

местна, следовательно искомый ряд не сходится ни в одной точке плоскости.  ▲ 
Пример 6. Исследовать сходимость функциональных рядов: 

 а) n
n zn!

1
1
∑
∞

=
; б) 

n

n iz
iz 






+
−∑

∞

= 21
; в) znin

n
e +

∞

=
⋅∑ 2

1
. 

 Δ  а) Точка 0=z , очевидно, не входит в область сходимости этого ряда. 
Сходимость в других точках исследуем с помощью признака Даламбера: 

 0
1

1lim 1
 )!1(

 !lim
)(
)(lim 1

1 =
+

=
+

=
∞→+∞→

+
∞→ nzzn

zn
zu
zu

nn

n

nn

n
n

. 

Ряд сходится на всей комплексной плоскости, за исключением точки .0=z  
б) Применим признак Коши: 

iz
iz

iz
izzu n

n

n
n

nn +
−

=
+
−=

∞→∞→ 22
lim)(lim . 

Ряд сходится в области  

,)12(4)1(  |,2|  || ,1
2

2222 ++<−++<−<
+
−

yxyxiziz
iz

iz
 

,0633  ,144412 222222 >+++++<+−+ yyxyyxyyx  

.1||  ,1)1(  ,1)1( 2222 >+>++>++ izyxyx  
На границе круга iziz +=− 2 , т. е. 1=+ iz  ряд расходится, так как не 

выполняется необходимый признак сходимости. 
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Ряд сходится в области 1>+ iz . 
в) Применим признак Даламбера:  

xiyxz
nzin

znin

nn

n
n

eee
e

e
zu
zu 222

2
2lim)(

)(lim
)1(1

1 ==== +
+

+++

∞→
+

∞→
. 

Ряд сходится в области 2ln  ,2
1  ,12 −<<< xee xx . 

На границе области ряд расходится, так как не выполняется необходимый 
признак сходимости. Ряд сходится в области 2lnRe −<z . ▲ 

Пример 7. Найти области сходимости степенных рядов: 

 а) n

n

n

izn
2

)2( !
1

+−∑
∞

=
; б) n

n

n n
iz
3)2(
)21(

1 ⋅+
++∑

∞

=
;  в) n

n

n

iz
4

)( 2

1

−∑
∞

=
. 

 Δ а) Находим 0
)!1(2

2!limlim
1

1
=

+⋅
⋅==

+

∞→+∞→ n
n

c
cR n

n

nn

n
n

. Ряд сходится в един-

ственной точке iz −= 2 . 

 б) 3
3)2(

3)3(limlim
1

1
=

⋅+
⋅+==

+

∞→+∞→ n

n

nn

n
n n

n
c
cR . Область сходимости определяется 

неравенством 321 <++ iz . Мы не исследуем сходимость ряда на границе обла-
сти. Отметим только, что в данном случае на границе существуют как точки сходи-
мости ряда, например iz 24 −−= , так и точки расходимости, например iz 22 −= . 
 в) Так как ряд содержит бесконечное число нулевых членов, следует при-
менить непосредственно признак Даламбера или Коши. 

 Воспользуемся признаком Коши: 
44

lim )( lim
22 iziz

zu n
n

n

n
n

nn

−
=

−
=

∞→∞→
. 

Из равенства 1
4

2

<
− iz

 находим 2<− iz . Очевидно, что граничные точки не 

входят в область сходимости ряда. Ряд сходится в области 2<− iz .  ▲ 

 Пример 8. Доказать, что ряд n

n

n n
z

3)13( 2

13

1 ⋅−

+∞

=
∑  сходится равномерно  

в области 3 3≤z . 

 Δ Для точек z , удовлетворяющих неравенству 3 3≤z , выполняются не-

равенства 3 3≤z  и 2

3

2

13

)13(
3

3)13( −
≤

⋅−

+

nn
z

n

n
, т. е. искомый степенной ряд  
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мажорируется числовым знакоположительным рядом 2

3

1 )13(
3
−

∑
∞

= nn
. 

Так как ряд 2

3

1 )13(
3
−

∑
∞

= nn
 сходится, то по признаку Вейерштрасса ряд 

n

n

n n
z

3)13( 2

13

1 ⋅−

+∞

=
∑  в круге 3 3≤z  сходится равномерно.  ▲ 

 Пример 9. Найти сумму ряда n

n
zn 2

1
⋅∑

∞

=
. 

Δ  Ряд сходится в области 1<z . Как известно, внутри круга сходимости 

степенной ряд можно почленно интегрировать. Пусть n

n
znzS 2

1
)( ⋅= ∑

∞

=
; 

12

1
1 2)( −

∞

=
⋅= ∑ n

n
znzS , тогда )(

2
1)( 1 zSzzS ⋅= . 

2

2
2

10

12

10
1 1

 2 )(
z

zztdtndttS n

n

z
n

n

z

−
==⋅= ∑∫ ∑∫

∞

=

−
∞

=
;

2222

22

2

2

1 )1(
2

)1(
2)1( 2

1
)( 

z
z

z
zzzz

z
zzS

−
=

−
⋅+−=

′









−

= ; 

22

2

22 )1()1(
2

2
1)( 

z
z

z
zzzS

−
=

−
⋅= .  ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Исследовать на сходимость ряды: 

а) n
n

ni
2

cos
1
∑
∞

=
; б) 2

3

sin 2

1 nn

ni∑
∞

=
; в) 








+⋅π∑

∞

= !
2 1sincos

1 ninn
n

n
. 

Ответ: а) расходится;  б) сходится абсолютно;  в) сходится условно. 
2. Найти области сходимости рядов: 

а) n

n

n n
z

)1(
)1(

1 +
+∑

∞

=
; б) nn

n
zn∑

∞

=1
;  в) n

n

nn

n
iz

n
i )1( 

8)23(
)1(6

1
+−

⋅−
−∑

∞

=
; 

г) n

n

n n
z

3)13(

13

0 ⋅−

+∞

=
∑ ; д) 

)1(sin0 in
z

n

n

n +
∑
∞

=
. 

Ответ: а) ∞<z ;  б) 0=z ;  в) 3
11 <+− iz ;   г) 3 3<z ; д) ∞<z . 
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3. Найти области сходимости ряда .3
3

1

n

n iz
z 







−
+∑

∞

=
 

Ответ: полуплоскость 0<+ yx . 

4. Найти сумму ряда n

n

n

zn
31
⋅∑

∞

=
.  

Ответ: 2)3(
3

z
z

−
. 

5. Показать, что область сходимости ряда n
n

n

n

n

n
z


















+−+








−− +∞

=
∑ 1

2
)1(1

3
)1( 1

0
 

больше, чем общая область сходимости рядов  

n
n

n

n
z








−− +∞

=
∑ 1

3
)1( 1

0
  и n

n

n

n
z








+−∑

∞

=
1

2
)1(

0
. 

 
Занятие 18 

 
Ряды Тейлора и Лорана 

 
Пример 1. Разложить функцию 23)( −= zezf  по степеням 1−z  и указать 

область сходимости полученного ряда. 
Δ Первый способ. Функция 23)( −= zezf  является аналитической в обла-

сти ∞<−1z , т. е. на всей комплексной плоскости. Следовательно, функцию 
)(zf  можно представить рядом Тейлора по степеням 1−z , который сходится 

на всей комплексной плоскости. Находим производные данной функции и вы-
числяем их в точке 1=z : 

23)( −= zezf ,      ef =)1( ; 
233)( −=′ zezf ,   ef 3)1( =′ ; 

2323)( −=′′ zezf , ef 23)1( =′′ ; 
--------------------------------------- 

23)( 3)( −= znn ezf ,  ef nn 3)1()( =  
--------------------------------------- 
Таким образом, для данной функции имеем 

∞<−−=







+−++−+−+= ∑

∞

=

− 1  ,)1( 
!

3 ...)1(
!

3...)1( 
!2

3)1(
!1
31 

0

2
2

23 zz
n

ez
n

zzee n

n

n
n

n
z . 

Второй способ. Так как данную функцию можно представить в виде 
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)1(323 −− ⋅= zz eee , то, используя представление ∑
∞

=
=

0 !n

n
t

n
te , ∞<t , получаем 

∞<−−= ∑
∞

=

− 1  ,)1( 
!

3
0

23 zz
n

ee n

n

n
z .  ▲ 

 

Пример 2. Разложить в ряд Маклорена функцию )12(sin)( −= zzf . 
Δ Представим функцию )(zf  в виде .2cos1sin2sin1cos)12(sin zzz ⋅−⋅=−  

Так как ∞<
+

−= +
∞

=
∑ zz

n
z n

n

n
  , 

)!12(
)1(sin 12

0
 и ∞<−= ∑

∞

=
zz

n
z n

n

n
  , 

)!2(
)1(cos 2

0
, 

то ∞<
+
⋅−= +

∞

=

+

∑ zz
n

z n

n

nn
  , 

)!12(
2)1(2sin 12

0

12
 и ∞<⋅−= ∑

∞

=
zz

n
z n

n

nn
  , 

)!2(
2)1(2cos 2

0

2
. 

Окончательно получаем 

∞<⋅−⋅−
+
⋅−⋅=− ∑∑

∞

=

+
∞

=

+

zz
n

z
n

z n

n

nn
n

n

nn
 , 

)!2(
2)1(1sin 

)!12(
2)1(1cos)12( sin 2

0

2
12

0

12
.  ▲ 

Пример 3. Разложим по степеням )1( −z  функцию 
32

2
2 −−

+
zz

z . 

Δ Разложить дробь на элементарные: 
.2)3( )1(    ;

13)1)(3(
2

32
2

2 +≡−++
+

+
−

=
+−

+=
−−

+ zzBzA
z

B
z

A
zz

z
zz

z  

Полагая 3=z , получим 
4
5=A . Полагая 1−=z , получим 

4
1−=B .  

Таким образом, 
1

1
4
1

3
1

4
5

32
2

2 +
⋅−

−
⋅=

−−
+

zzzz
z ; 

∑
∞

=

−−=
−−

⋅−=
−−

=
− 0 2

)1( 
2
1

2
11

1
2
1

2)1(
1

3
1

n n

nz
zzz

; 

∑
∞

=

−−=
−+

⋅=
+−

=
+ 0 2

)1()1( 
2
1

2
11

1
2
1

2)1(
1

1
1

n
n

n
n z

zzz
; 

nn

n
n

n
n

n
n

n
n

n
zzz

zz
z )1( )5)1(( 

2
1

2
)1()1( 

8
1

2
)1( 

8
5

32
2 1

0
3

00
2 −−−=−−−−−=

−−
+ +

∞

=
+

∞

=

∞

=
∑∑∑ . 

Расстояние от точки 10 =z  до ближайшей особой точки равно 2. Следова-
тельно, разложение справедливо в области 21 <−z .  ▲ 

Пример 4. Разложить в ряд Маклорена функцию 
iz

zzf
−

= 2)( . 

Δ  Используя основные разложения, получим  
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∑∑
∞

=
+

+∞

=
−=

−
=

−
−

=
− 0

1

12

0

2

22  
1

1
n

n

n

n
n

n

i
z

i
z

i
z

i
zi

z
iz

z . 

Разложение справедливо в области  1  ,1
2

<< z
i

z .  ▲ 

Пример 5. Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки 2=z  
функцию )32(ln)( 2 +−= zzzf . 

∆ Так как )1)(3(32 2 +−=+− zzzz , то полагая tz =− 2 , получаем  






 +−=+−=+−

3
1)1(3)3)(1(32 2 ttttzz . 

Отсюда следует, что +−−−=




 ++−+= ...23ln31ln)1(ln3ln)(

2tttttg  

.1
3
)1(3ln...

33323 1

1

2

3

2

2

n
tttt n

n n

n

∑
∞

=

−









−−+=−

⋅
+

⋅
−+  

 Следовательно, .)2(1
3
)1(3ln)(

1

1

n
zzf

n

n n

n −








−−+= ∑

∞

=

−

 Так как расстоя-

ние между точкой 2=z  и ближайшей особой точкой 3=z  равно 1, то ряд схо-
дится в области 12 <−z .  ▲ 

Пример 6. Разложить функцию zezf sin)( =  по степеням z  до члена, со-

держащего 5z .   
Δ  Применим метод подстановки ряд в ряд, используя основные разложе-

ния для функций ze  и zsin . 

Имеем  +







−+−+








−+−+=

25353
sin ...

!5!3
 

!2
1...

!5!3
1 zzzzzze z  

=+







−+−+








−+−+








−+−+ ......

!5!3
 

!5
1...

!5!3
 

!4
1...

!5!3
 

!3
1

553453353 zzzzzzzzz  

...,)(
!5

1)(
!4

1)(
!3

1)(
!2

1
!5!3

1 5432
53

azazazazzzz +++++++++−+=  

где 







−+−= ...

!5!3
53 zza . 

При возведении в степень будем использовать формулу бинома Ньютона: 
nnnnn aaznnaznzaz ++−++=+ −− ... 

2
)1( )( 221 . 

Оставляя члены ряда степени не выше пяти, получим 
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+















−++
















−+++−+=

!3
 3 

!3
1

!3
 2 

!2
1

!5!3
1

3
23

3
2

53
sin zzzzzzzzze z  

. ...
15
1

8
1

2
11...

!5
1

!4
1 54254 zzzzzz −−++=+++  

Функция zezf sin)( =  является аналитической на всей комплексной плос-
кости, следовательно, ряд сходится в области ∞<z .  ▲ 

Пример 7. Функцию 
)3)(2(

1)(
−−

=
zz

zf  разложить в ряд Лорана в ука-

занных кольцах:  а) 32 << z ;   б) ∞<< z3 . 
Δ  а) Представим функцию )(zf  в виде суммы элементарных дробей: 

2
1

3
1

)3)(2(
1

−
−

−
=

−− zzzz ; 

∑∑
∞

=
+

∞

=
−=−=

−
⋅−=

− 0 10 3
 

3
  

3
1

3
1

1
3
1

3
1

n n

n

n n

n zz
zz

; 

∑∑
∞

=
+

∞

=
==

−
⋅−=

− 0
10

2 2  
2
1

21
11

2
1

n
n

n

n
n

n

zz
z

zz
. 

Таким образом, 

32  ,2
3)2)(3(

1)(
0 10 1 <<−−=

−−
= ∑∑

∞

=
+

∞

=
+ z

z
z

zz
zf

n n

n

n n

n
. 

б) ∑∑
∞

=
+

∞

=
==

−
⋅=

− 0 10

3 3  1
31

11
3

1
n n

n

n n

n

zzz
z

zz
; ∑

∞

=
+=

− 0 1
2 

2
1

n n

n

zz ; 

∞<<−=
−− ∑

∞

=
+ z

zzz n n

nn
3  ,23  

)3)(2(
1

0 1 .  ▲ 

Пример 8. Функцию 
32

2)( 2 −−
+=

zz
zzf  разложить в ряд Лорана: 

а) в окрестности точки 10 −=z ;  б) в окрестности точки 30 =z . 

Δ  а) В разложении 3
4
5

1
4
1

32
2

2 −
+

+

−
=

−−
+

zzzz
z  первое слагаемое уже за-

писано по степеням )1( +z . Это разложение содержит только главную часть 
ряда Лорана. Второе слагаемое в окрестности точки 10 −=z  раскладывается в 
ряд Тейлора в круге 41 <+z . Для исходной дроби это будет правильная часть 
ряда Лорана: 
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1
4

1  ,
4

)1(

4
11 4

1
4)1(

1
3

1
0

1 <++−=





 +−

−=
−+

=
− ∑

∞

=
+

zz
zzz n

n

n
. 

Получаем ответ: 410  ,
4

)1( 5
1

4
1

32
2

0
22 <+<+−

+
−=

−−
+ ∑

∞

=
+ zz

zzz
z

n
n

n

. 

б) Для точки 30 =z  задача решается аналогично:  

∑
∞

=
+
−−−

−
=

+−
⋅−

−
=

−−
+

0
22 4

)3()1( 
4
1

3
4
5

 
4)3(

1
4
1

3
4
5

32
2

n
n

nn z
zzzzz

z . 

Получаем ответ: n

n
n

n
z

zzz
z )3( 

4
)1( 

3
4
5

32
2

0
2

1

2 −−+
−

=
−−

+ ∑
∞

=
+

+

, 430 <−< z . ▲ 

Пример 9. Разложить функцию 
1

1)( 2 +
=

z
zf  в ряд Лорана в кольце 

20 <−< iz .  
∆ Запишем заданную функцию следующим образом: 

i
iziiziizizizizz

zf

2
1

1
2
11

2)(
11

))((
1

1
1)( 2 −+

⋅⋅
−

=
+−

⋅
−

=
+−

=
+

= . 

Используя разложение функции ,1,1
1 <
−

qq  получаем  

.20,
)2(

)()1(
)2(

)()1(1
2
1)(

0 1

1

0
<−<−−=−−⋅

−
⋅= ∑∑

∞

=
+

−∞

=
iz

i
iz

i
iz

izizf
n n

nn

n n

nn
 ▲ 

Пример 10. Функцию 2

4

)2(
)(

−
=

z
zzf  разложить в ряд Лорана по степе-

ням 2−z . 
∆ Введем новую переменную t  по формуле 2−= zt , тогда 

,82432161632248)2(
)2(

)( 2
22

234

2

4

2

4
tt

ttt
tttt

t
t

z
zzf ++++=++++=+=
−

=  

т. е. .2,)2()2(824
2

32
)2(

16
)2(

2
22

4
≠−+−++

−
+

−
=

−
zzz

ztz
z   ▲ 

Пример 11. Функцию 2 )1()( −+= z
z

ezzf  разложить в ряд Лорана в 
окрестности точки 20 =z . 

Δ  Представив функцию )(zf  в виде  
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2
2

2
21

2
22

 )3)2(()3)2(( )3)2(()( −−
+

−
+−

+−⋅=⋅+−=⋅+−= zzz
z

ezeezezzf , 
получим  

∑∑∑
∞

=

∞

=
−

∞

= ⋅−
+

−
=

−
+−⋅=

00
1

0 !)2( 
2 3

)2( !
2 

)2( !
2  )3)2(()(

n
n

n

n
n

n

n
n

n

nz
e

zn
e

zn
zezf ,

∞<−< 20 z . ▲ 

Пример 12. Разложить функцию 
658

4)( 2 +−
−=
zz

zzf  в ряд Лорана в 

окрестности бесконечно удаленной точки ∞=z  и указать область сходимости 
ряда. 

Δ  Разложим функцию )(zf  на простейшие дроби:  

+
−−

=
+−−−

−=
+−

−= )74(
1

2
1

))74())(74((
4

658
4)( 2 iziziz

z
zz

zzf

.)74(
1

2
1

iz +−
+   

Так как 6574 =± i , функция будет аналитической в области 
∞<< z65 . В этом кольце разложим каждое слагаемое по степеням z : 

+




 −⋅⋅=

+−
⋅⋅+

−−
⋅⋅= ∑

∞

=

n

n z
i

z
z

iz
z

iz
zf

0

741
2
1

741
11

2
1

741
11

2
1)(  

,)74()74(
2
1741

2
1

0
1

0
∑∑
∞

=
+

∞

=

++−=




 +⋅+

n
n

nn

n

n

z
ii

z
i

z
  ∞<< z65 .  ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 
 

1. Функцию 
32
32)( 2

2

−+
−−=

zz
zzzf  разложить в ряд Тейлора в окрестности 

точки 30 =z . 

Ответ: 23  ,)3( 
6

13)1()( 11

1 <−−+−= +

∞

=

+∑ zzzf n
n

n

n

n . 

2. Разложить функцию )1(ln)( zezf z +⋅=  по степеням z  до члена, со-

держащего 4z . 

Ответ: .1...,0
3
1

2
1)( 432 <++++= zzzzzzf  

3. Вычислить 30

ch22sinlim
z

iziziz
z

−
→

.  
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Ответ: i
3
7 . 

4. Функцию 
2
1sin)(

−
−=

z
zzf  разложить в ряд Лорана в окрестности точки 

20 =z . 
Ответ: 

,
)!12()2(

1)1(1cos
)!2()2(

1)1(1sin)( 12020 +⋅−
⋅−+

⋅−
⋅−= +

∞

=

∞

=
∑∑

nznz
zf nn

n
nn

n  

02 >−z . 
5. Разложить в ряд Лорана в окрестностях бесконечно удаленных точек 

функции: а) 
32

1)(
+

=
z

zf ;  б) 5

2 2cos)(
z

zzf = . 

Ответ: а) ;2
3,2

3
)1(2

1)( 10
>








−= +

∞

=
∑ z

z
zf n

n

n

n      

б) .0,
)!2(

4)1(
2
1

2
1)(

522

05 >−+=
−∞

=
∑ z

n
z

z
zf

nn

n

n  

6. Функцию 
)3()1(

32)( 2

2

+−
−−=

zz
zzzf  разложить в ряд Лорана: 

а) в невырожденном кольце по степеням ;z  
б) в окрестности точки 10 =z . 

Ответ:  а) 31  , 1
4
1 

34
)1(

20
<<+⋅+

⋅
−

∑∑
∞

=

∞

=
z

z
n

z
z

n
n

n

n
n

n
;   

б) 410  ,
)1(

1
1

1
4
1)1( 

4
)1(3

2
0 3 <−<

−
−

−
⋅+−−⋅

∑
∞

=
+ z

zz
z n

n n

n
. 

 

Занятие 19 
 

Нули и изолированные особые точки аналитических функций 
 

Пример 1. Найти все нули функции 3456 22)( zzzzzf −+−=  и опреде-
лить их порядок. 
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Δ  Раскладываем многочлен на множители: 
). 2)( 2)(1()2)(1()1(2)1()( 32335 izizzzzzzzzzzzf −+−=+−=−+−=  

Точка 01 =z  является нулем третьего порядка, точки , 2  ,1 32 izz −==   
iz  24 =  являются нулями первого порядка (простыми нулями). ▲ 

Пример 2. Определить порядок нуля 00 =z  для функции  

3sin62cos3)( 2 −+= zzzf . 

Δ  Здесь удобно разложить функцию )(zf  в ряд Маклорена. Получаем  

...23...
!3

 6...
!4

16
!2

41 33sin62cos3 4
6

2
42

2 +=−







+−+








−+−=−+ zzzzzzz . 

Точка 0=z  является нулем четвертого порядка для функции )(zf .  ▲ 

Пример 3. Для функции zzzf cossin1)( 3 −−−=  определить порядок  
нуля в точке π=0z . 

Δ Находим значения функции и ее производных в точке π=0z : 

0)( ,cossin1)( 3 =π−−−= fzzzf ; 
0)( ,sincossin3)( 2 =π′+⋅−=′ fzzzzf ; 

0)( ,cossin3cossin6)( 32 ≠π′′++⋅−=′′ fzzzzzf . 
Точка π=0z  является нулем второго порядка для функции )(zf . ▲ 

Пример 4. Для функции 32 )1(sin)(
2
−⋅= zezzf  определить порядок 

нуля в точке 00 =z . 

Δ Пусть 1)(  ,sin)(
2

21 −=ϕ=ϕ zezzz . Так как ...
!3

sin
3
+−= zzz  и 

...
!2

1
4

22
++=− zzez , то точка 00 =z  является нулем первого порядка для функ-

ции )(1 zϕ  и нулем второго порядка для функции )( 2 zϕ , а также точка 00 =z  
является нулем второго порядка для функции )(2

1 zϕ и нулем шестого порядка 
для функции )(3

2 zϕ . 
Как известно, порядок нуля в точке 0z  функции, полученной в результате 

перемножения аналитических функций, равен сумме порядков нуля в этой точке 
для функций сомножителей. Таким образом, точка 00 =z  является нулем вось-

мого порядка для функции 32 )1(sin)(
2
−⋅= zezzf . ▲ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



85 
 

Пример 5. Для функции 
)1)(14(

cos)( 22

4

+−
π=
zz
zzf  определить порядок  

нуля в точке 
2
1

0 =z . 

Δ Запишем функцию )(zf в виде 
)1)(12( 2

12

)(cos)(
2

4

++




 −

π=
zzz

zzf . 

Так как 0)cos(  ,0cos
2
1

2
1 ≠′π=π

== zz zz , то точка 
2
1

0 =z  является ну-

лем первого порядка для функции zπcos  и нулем четвертого порядка для функ-

ции zπ4cos . Очевидно, что точка 
2
1

0 =z  является нулем первого порядка для 

функции ).1)(12( 
2
12 2

0 ++




 − zzz  Следовательно, порядок нуля для функции 

)(zf  в точке 
2
1

0 =z  равен 314 =− .  ▲ 

Пример 6. Пусть точка 0z  является нулем порядка k  для функции )(1 zϕ
и нулем порядка m  для функции )(2 zϕ , причем mk > . Найти порядок нуля для 
функции ,0 ),()( )( 21 ≠ϕ+ϕ= abzbzazf  в точке 0z .  

Δ Так как =ϕ−+ϕ−= )()( )()( )( 3030 zzzbzzzazf mk  

,0)(  ,0)(  )),()()( ()( 04034300 ≠ϕ≠ϕϕ+ϕ−−= − zzzbzzzazz mkm  

то )()()( 50 zzzzf m ϕ⋅−= , где 0)(5 ≠ϕ z . Отсюда следует, что точка 

0zz =  является нулем порядка m  для функции )(zf . ▲ 

Пример 7. Для функции zezf z 125 sin2)1( 3)(
3

−−=  определить поря-
док нуля в точке 00 =z . 

Δ Так как ...21
6

33
++=− zzez , то для функции 5)1(

3
−ze  точка 00 =z  

является нулем пятнадцатого порядка. 
Для функции 12

2 ( ) sinz zϕ =  точка 00 =z  является нулем двенадцатого по-
рядка. Таким образом, для функции )(zf  точка 00 =z  является нулем двенадца-
того порядка. ▲ 

Пример 8. Для функции 

2
1cos

1)(

−

=

z

zf  определить тип особой точки 

2=z . 
Δ Точка 2=z  является особой. Рассмотрим последовательность точек 
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k
zk π+π

+=
2
22 . Эти точки являются полюсами. Но 2lim =

∞→ kk
z . Таким обра-

зом, в любой окрестности точки 20 =z  имеются другие особые точки. Точка 
20 =z  является неизолированной особой точкой. ▲ 
Пример 9. Определить тип особой точки 0=z  для функции 

6
sin

13ch)( 3zzz

zzf
+−

−= . 

Δ  Пусть ;0)0(   ,13ch)( =ϕ−=ϕ zz  

.09)0(  ,3ch9)(
;0)0(   ,3sh3)(
≠=ϕ′′=ϕ′′

=ϕ′=ϕ′

zz
zz

 

Точка 00 =z  является нулем второго порядка для числителя дроби. 
 Знаменатель функции разложим в ряд Маклорена: 

...
!56

...
!566

sin
53533
+=+−−+−=+− zzzzzzzzz . 

Точка 00 =z  является нулем пятого порядка для знаменателя дроби. Таким 
образом, точка 00 =z  является полюсом третьего порядка для функции )(zf . ▲ 
 Пример 10. Для заданных функций найти конечные изолированные осо-
бые точки и определить их тип: 

 а) 
)3)(14(

cos)( 22 +−
π=
zz
zzf ;  б)  

ze
zf z

1
1

1)( −
−

= ; 

 в)  2

1

)1)(1(
)(

ze
ezf z

z

−−
= . 

 Δ а) Особыми точками функции )(zf  являются точки izz  3 ,
2
1 ±=±= . 

Для исследования точки 2
1=z  функцию )(zf  запишем в виде  

)( 
12

cos
)3)(12(

1
12

cos
2 z

z
z

zzz
z ϕ⋅

−
π=

++
⋅

−
π , 

где 
)3)(12(

1)( 2 ++
=ϕ

zz
z  – аналитическая функция в окрестности точки 

2
1

0 =z  

и 0)( 0 ≠ϕ z . 
 Находим  

22
 sinlim12

coslim
2
1

2
1

π−=ππ−=
−
π

→→

z
z

z
zz

. 
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Точка 
2
1

0 =z  является устранимой особой точкой. Аналогично точка 

2
1

1 −=z  тоже является устранимой особой точкой. 

 Если функцию )(zf  записать в виде  

) 3)(14(
cos

) 3(
1

)3)(14(
cos

222 izz
z

izzz
z

+−
π⋅

−
=

+−
π , 

то очевидно, что точка iz  33 =  является полюсом первого порядка. Анало-
гично точка iz  3−=  тоже является полюсом первого порядка. 
 б) Функцию )(zf  запишем в виде  

...

...!2

1...!21 

1...!21

)1( 
11

1
1

2

2

2

2

+

−−
=









−+++

+







+++−

=
−
+−=−

− z

z

zzz

zzz

ez
ez

ze z

z

z . 

Отсюда следует, что точка 0=z  является устранимой особой точкой. 

Типы других особых точек для функций 
ze

zf z
1

1
1)( −
−

=  и 
1

1)(1
−

= ze
zf  

совпадают. Особыми точками функции )(1 zf  будут точки, в которых знамена-

тель дроби обращается в нуль: 0  ,2 ,1 ≠π== kikzez . Так как 

0)1(
2

==
π= ikz

ze  и 0)1( 2

2
≠=′= π

π=

ik

ikz

z ee , то точки )0( 2 ≠π= kikz   

являются полюсами первого порядка. 
Таким образом, ,0,2 ≠π= kikz  – простые полюсы, 0=z – устранимая 

особая точка. 

в) Запишем функцию )(zf  в виде 2

1

2

1

)1(1
1

)1)(1( −
⋅

−
=

−− z
e

eze
e z

zz

z
. 

Согласно предыдущему примеру, точки ,0 ,2 ≠π= kikz  являются полю-
сами первого порядка. 

 Запишем функцию )(zf  в виде  
1)1(

1)(
1

2 −
⋅

−
= z

z

e
e

z
zf . 

 Очевидно, что точка 1=z  является полюсом второго порядка. Чтобы ис-
следовать точку 0=z , выполним следующие преобразования: 

=








+++

⋅
−

=
−− ...

!3!2
)1(

1
)1)(1( 32

1

22

1

zzz

e
zze

e z

z

z
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),( 11

...
!3!2

1)1(

1 11

2
2

ze
z

e
zzzz

zz ϕ=⋅








+++−

=  

где  1)0(   ,
...

!2
1)1(
1)( 

2
=ϕ






 ++−

=ϕ
izz

z .  Так как 0)0( ≠ϕ  и  

...
!2
111...

!3
1

!2
111 11)( 3232

1

1 +++=





 ++++=⋅=

zzzzzzz
e

z
zf z , 

то точка 0=z  является существенно особой точкой.  ▲ 

 Пример 11. Исследовать особую точку ∞=z  для функции 
1

)(
3

−
=

z
zzf . 

 Δ  Первый способ. Обозначим 
ξ

= 1z  и исследуем функцию 






ξ
1f  в точке 

0=ξ :  
)1(

1

11
11

23 ξ−ξ
=







 −
ξ

ξ
=







ξ

f . Точка 0=ξ  является полюсом второго 

порядка для функции 
)1(

1
2 ξ−ξ

. Следовательно, точка ∞=z  является полюсом 

второго порядка для функции 
1

)(
3

−
=

z
zzf .   

Второй способ. Точка ∞=z  является полюсом третьего порядка для чис-
лителя и полюсом первого порядка для знаменателя. Следовательно, точка 

∞=z  является полюсом второго порядка для функции 
1

)(
3

−
=

z
zzf .  ▲ 

Пример 12. Исследовать особую точку ∞=z  для функции  









+
+

+
+
++−=

12
23cos

3
35)( 4

811
7

zi
zi

z
zzzzzf . 

∆ Запишем функцию )(zf  в виде, где )()()( 21 zfzfzf += ,  

где ,
3

335
3

35)( 4

78

4

811

1
+

−+−=
+
++−=

z
zzz

z
zzzzzf z   

















+

+
=







+
+=

z
i

z
i

iz
izzf 12

23
cos

12
23cos)(2 . 

Для функции )(1 zf  точка ∞=z  является полюсом четвертого порядка, 
для функции )(2 zf  бесконечно удаленная точка является устранимой особой 
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точкой, следовательно особая точка ∞=z для функции )(zf  является полюсом 
четвертого порядка. ▲ 

 
Дополнительные задачи 

 
1. Найти все нули функции )22)(12()( 224 +−++= zzzzzf  и опреде-

лить их порядок. 
Ответ: i±  – нули второго порядка; iz ±=1 – простые нули. 

2. Для функции zzezf z 322 sin)1()(
2

⋅−−=  определить порядок нуля 
в точке 00 =z .  

Ответ:  11. 

3. Для функции 

6
sh 

sin)( 3

44

zzz

zzzf
−−

−=  определить порядок нуля в точке .00 =z  

Ответ: .7  
4. Для следующих функций определить порядок нулей в указанных точках: 

а) ;,
)(

sin)(
2

π−=
π+

= z
zz

zzf   б) ;,11)( 8

2

6 ∞=++−= z
z

zz
z

zf  

в) .0,sin)1()( 22 =−−= zzezf z  
Ответ: а) нуль первого порядка;  б) нуль седьмого порядка;  в) нуль треть-

его порядка. 
5. Для функции 

ze
zzf
−−
−=

1
15ch )( 2

  определить тип особой точки 0=z . 

Ответ:  устранимая особая точка. 
6. Для функции 

)cos1(
3sin)(

zz
zzf

−
=  найти конечные особые точки и опре-

делить их тип. 
Ответ: −= 0z полюс второго порядка; 2 , 0,z k k= π ≠  – полюс первого по-

рядка. 

7. Для функции ze
z

zzf
1

4  
1

2sin)(
−
π=  найти конечные особые точки и опре-

делить их тип. 
Ответ: 0=z  – существенно особая точка; 1±=z  – устранимые особые 

точки; iz  ±=  – простые полюсы. 

8. Для функции 42
3

4

711
7

5
25)( −

+

+
+
−+−= z

iz

e
z

zzzzzf  определить характер 

бесконечно удаленной точки. 
Ответ: устранимая особая точка. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



90 
 

Занятия 20–21 
 

Вычеты. Приложения вычетов 
  

Пример 1. Найти вычеты функции  
32

2)( 2 −−
+=

zz
zzf в ее конечных 

особых точках. 
Δ  Особыми точками этой функции являются точки 11 −=z  и 32 =z . 
Ранее нами были получены разложения функции )(zf  в ряд Лорана в 

окрестностях точек 11 −=z  и 32 =z : 

410  ,
4

)1( 5 
1
4/1)(

0
2 <+<+−

+
−= ∑

∞

=
+ zz

z
zf

n
n

n
; 

430  ,)3( 
4

)1( 
3
4/5)(

0
2

1
<−<−−+

−
= ∑

∞

=
+

+

zz
z

zf
n

n
n

n
. 

Из этих разложений находим 

4
5)(Res  ;

4
1)(Res 1311

==−== −−−
CzfCzf .  ▲ 

Пример 2. Найти вычет функции 
)cos1( 

3sin)(
3

zz
zzf

−
=  в точке 01 =z .  

Δ  Находим 54

4
2

27 lim

2
sin 2

3sin lim
)cos1( 

3sin lim 2

3

02

3

0

3

0
=

⋅⋅
=

⋅
=

− →→→ zz

z
zz

z
zz

z
zzz

. 

Точка 00 =z  является устранимой особой точкой. В разложении функции 
в ряд Лорана в окрестности этой точки будет отсутствовать главная часть. Сле-
довательно, 01 =−C  и 0)(Res

0
=zf . ▲ 

Пример 3. Определить тип особой точки iz =  и найти вычеты в этой 
точке следующих функций:  

а) 






−
⋅=

iz
zzf 1 cos)(1 ; б) iz

ezf
iz

z

−
=

−
)(2 . 

Δ  а) Разложим функцию )(1 zf  в ряд Лорана в окрестности точки iz = .  









+

−
+

−
−+−=







−
⋅= ...

)( !4
1

)( !2
11 ))((1 cos)( 421 iziz

iiz
iz

zzf . 

Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов. Следова-
тельно, точка iz =  является существенно особой точкой. 

Из полученного разложения находим 
2
1)(Res 11 −== −Czf

i
. 
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б) Разложение функции )(2 zf  в ряд Лорана в окрестности точки iz =  
имеет вид 











+

−
+

−
+

−
=

−
=⋅

−
= −

+−
− ...

)( !2
1  11)( 2

2

2 iz
i

iz
i

iz
eeizeizzf iz

iiz
iz

z
. 

Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов. Точка 
iz =  является существенно особой точкой. 

Из полученного разложения находим  eCzf
i

== −12 )(Res .  ▲ 

Пример 4. Найти вычет функции )3()1(
2)( 2 −+

+=
zz

zzf  в точке 30 =z . 

Δ  Точка 30 =z  является полюсом первого порядка. Используя формулу 
)),)(((lim)(Res 0

00

zzzfzf
zzz

−=
→

получим  

16
5

)3()1(
)3)(2( lim)(Res 233
=

−+
−+=

→ zz
zzzf

z
.  ▲ 

Пример 5. Найти вычет функции 
iz
izzf

8
2)( 3 +

+=  в особых точках. 

Δ  Особыми точками функции являются нули знаменателя 083 =+ iz  
или 0)2( 33 =− iz . Раскладывая на множители левую часть 

0)42)(2( 2 =−+− ziziz , находим iziziz −−=−== 3  ,3 ,2 321 . Все 
эти три точки являются простыми полюсами. Здесь удобно использовать фор-

мулу  
)( 
)( 

)( 
)( Res

0

0

0 z
z

z
z

z ψ′
ϕ

=
ψ
ϕ

. 

Найдем вычеты в указанных точках:  

3 
3

2
8
2Res

2
232

i
z

iz
iz
iz

iz
i

−=+=
+
+

=

; 

6 
3

2
8
2Res

 3
233

i
z

iz
iz
iz

izi
=+=

+
+

−=−
; 

6 
3

2
8
2Res

 3
233

i
z

iz
iz
iz

izi
=+=

+
+

−−=−−
.  ▲ 

Пример 6. Найти вычет функции 
)3()1(

2)( 2 −+
+=

zz
zzf  в точке 10 −=z . 

Δ  Точка 0z  является полюсом второго порядка.  
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Находим  

=
−

+−−=
′












−+
++=

−+
+

−→−→− 212

2

121 )3(
)2(3 lim

)3()1(
)1)(2( lim

)3()1(
2 Res

z
zz

zz
zz

zz
z

zz
 

16
5

)3(
5 lim 21

−=
−
−=

−→ zz
.  ▲ 

Пример 7. Найти вычет функции 
)2()1(

)( 3 −+
=

zz
ezf

z
 в точке 1−=z . 

Δ  Точка 1−=z  является полюсом третьего порядка. 
Находим 

=
′












−
−=

″









−

=
−+ −→−→− 21131 )2(

)3( lim2
1

)2( lim2
1

)2()1(
Res

z
ze

z
e

zz
e z

z

z

z

z

=
−

−−−−⋅−=
−→ 4

2

1 )2(
)3( )2(2)2()2( lim2

1
z

zezzze zz

z

ez
zzez

z 54
17

)2(
))3(2)2(( lim2

1
3

2

1
−=

−
−−−=

−→
. ▲ 

Пример 8. Вычислить dz
zz

zJ
z

 
4
3

3|2|
3

2

∫
=− −

+= . 

Δ  Внутри контура интегрирования находятся две особые точки 21 =z  и 
02 =z . Они являются полюсами первого порядка. Находим  

8
7 

43
3

4
3Res

2
2

2

3

2

2
=

−
+=

−
+

=zz
z

zz
z ; 

4
3 

43
3

4
3Res

0
2

2

3

2

0
−=

−
+=

−
+

=zz
z

zz
z ; 

44
3

8
7 2 iiJ π=





 −π= .  ▲ 

Пример 9. Вычислить dzzz
zJ

z
 cos

sin
2|1|

2

∫
=− ⋅

= . 

∆ Внутри контура интегрирования находятся две особые точки: −= 01z

устранимая особая точка и −
π

=
22z полюс первого порядка. Находим  
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0)(sRe
1

=zf
z

;   
π

−=′=
⋅ π=

2
)(cos

2
sin

cos
sinsRe

2

2
2

2
zn z

z

zz
z ; 

iiJ 422 −=






π
−⋅π= .  ▲ 

Пример 10. Вычислить dz
zzz

zJ
z

 
)2)(1(

1
2|1|

2

2

∫
=− +−

+= . 

Δ  Внутри контура интегрирования находятся две особые точки: 11 =z  – 
полюс первого порядка и 02 =z  – полюс второго порядка. Находим  

3
2

)2(
1lim

)2)(1(
1Res 2

2

12

2

1
=

+
+=

⋅+−
+

→ zz
z

zzz
z

z
; 

=
′









−+

+=
⋅+−

+
→ 2

1 lim
)2)(1(

1Res 2

2

02

2

0 zz
z

zzz
z

z

;4
1

)2(
)1)(12()2( 2 lim 22

22

0
−=

−+
++−−+=

→ zz
zzzzz

z
 

6
5

4
1

3
2 2 iiJ π=





 −π= .  ▲ 

Пример 11. Вычислить dzzzzJ
z

 1
3sin)65(

1|1|

2
∫
=− −

−+= . 

Δ Разложим функцию )(zf  в окрестности особой точки 1=z  в ряд  
Лорана: 

=










−
+

−
−

−
+−= ...

)1(!5
3

)1(!3
3

1
3)6)(1()( 5

5

3

3

zzzzzzf  

( ) 










−
+

−
−+−= ...

)1(!5
3

)1(!2
937)1( 4

5

2 zz
z . 

 Очевидно, что 
2
9

1 −=−c . 

 Следовательно, iiJ π−=




−⋅π= 92

92 . 

Пример 12. Вычислить dzezzJ
z

z   )34(
2||

1
2

2
∫
=

+++= . 

Δ Разложим функцию )(zf  в ряд Лорана в окрестности особой точки 
1−=z :    
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+

+
+

+
+

+
+⋅+++=⋅++ + ...

)1( !3
2

)1( !2
2

1
21))1( 2)1(()34( 3

3

2

2
21

2
2

zzzzzezz z . 

Точка 1−=z  является существенной особой точкой. 

 Легко видеть, что 3
16

!2
22!3

2 23

1 =⋅+=−C ;  3
32

3
162 iiJ π=⋅π= .  ▲ 

Пример 13. Используя вычет относительно бесконечно удаленной точки, 

вычислить  dz
z

zJ
z

 
210||

7

20

∫
= +

= . 

Δ  Вне контура интегрирования находится единственная особая точка – 
бесконечно удаленная точка. Разложим подынтегральную функцию в ряд Лорана 
в окрестности этой точки: 









+−+−=

+
=

+
...222121

1 
2 21

3

14

2

7
13

7

7

20

7

20

zzz
z

z
z
z

z
z ; 

4
2

Res 110

20
−=−=

+
−∞

C
z

z . 

Так как для всех особых точек, лежащих внутри контура интегрирования, 

выполняется соотношение )(Res)(Res
7

1
zfzf

k zk ∞=
∑ −= , то  

iidz
z

zJ
z

π=⋅π=
+

= ∫
=

842 
210||

7

20
.  ▲ 

Пример 14. Вычислить с помощью вычетов  ∫
π

+

2

0 sin23 t
dt . 

Δ Положим zeit = .  Тогда iz
dzdti

zz
t =

−
=   ,2

1
sin .   

Получим  

∫∫∫
==

π

−+
=






 −+

=
+ 1||

2
1||

2

0 13/13 sin23 zz izz
dz

i
zziz

dz
t

dt . 

Решая уравнение 0132 =−+ izz , найдем два полюса первого порядка  

подынтегральной функции:  2
)53( 

1
+−= iz  и 2

)53( 
2

−−= iz . Из них только 

1z  находится внутри контура интегрирования. Следовательно,  

iiiiizizz izz  5
1

353
1 32

1
13

1Res
2

)53( 2
1

=
++−

=
+

=
−+ +−

=
; 
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5
2

 5
12sin23

2

0

π=⋅π=
+∫

π

i
it

dt .  ▲ 

 

Пример 15. Вычислить с помощью вычетов  dt
t

t  
)cos45(

cos2

0
2∫

π

−
. 

Δ  Положим zeit = , получим 

dz
zz

z
idz

zziz

zz
dt

t
t

zz
 

)252(
1 2

1 
1 25 

1 2
1

 
)cos45(

cos
1||

22

2

1||
2

2

0
2 ∫∫∫

==

π

+−
+=














 +−






 +

=
−

. 

Решая уравнение 0252 2 =+− zz , найдем два полюса второго порядка 
подынтегральной функции 5,01 =z  и 22 =z . Из них только 1z  находится внутри 
окружности 1|| =z . Следовательно, 

=
′










−
+=

′










−−
+−=

+−
+

→→ 2

2

5,022

22

5,022

2

5,0 )2(
1 lim 4

1
)2()5,0( 4
)1()5,0( lim

)152(
1Res

z
z

zz
zz

zz
z

zz
 

;27
8

)2(
)2)(1( 2)2( 2 lim4

1
4

22

5,0
=

−
−+−−=

→ z
zzzz

z
 

Таким образом, 27
8

27
8

2
12 

)cos45(
cos2

0
2

π=⋅⋅π=
−

∫
π

iidt
t

t .  ▲ 

 

Пример 16. Вычислить: 

а)   
)9)(1( 22∫

∞

∞− ++ xx
dx ; б)  

)172(
 )3(

22

2

∫
∞

∞− ++
+
xx

dxx . 

Δ а) Введем функцию  
)9)(1(

1)( 22 ++
=

zz
zf . 

Функция )(zf  представляет собой рациональную дробь, знаменатель ко-
торой не имеет действительных корней. Так как степень знаменателя на 4 больше 
степени числителя, то несобственный интеграл может быть вычислен с помощью 
вычетов. Найдем все особые точки функции )(zf :  0)9)(1( 22 =++ zz , 

iziziziz 3  ,3  ,  , 4321 −==−== . В верхней полуплоскости лежат точки 1z  и 3z . 
Они являются полюсами первого порядка. Найдем вычеты в этих точках: 

izzzzzz iziz
i 16

1 
204

1 
)910(

1
)9)(1(

1Res 32422 =
+

=
′++

=
++ ==

; 
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izzzz izi 48
1 

204
1

)9)(1(
1Res

3
3223 −

=
+

=
++ =

. 

Тогда 1248
13248

1
16
1 2 

)9)(1( 22
π=−⋅π=





 −π=

++
∫
∞

∞− iiiii
xx

dx . 

 

б) Так как в числителе многочлен степени 2=n , а в знаменателе 4=m , то 
условие 2≥− nm  выполняется;  уравнение 01722 =++ xx  не имеет действи-
тельных корней. Интеграл может быть вычислен с помощью вычетов. Особыми 

точками функции 22

2

)172(
3)(
++
+=
zz

zzf  являются полюсы второго порядка 

iz 411 +−=  и iz 412 −−= . 
В верхней полуплоскости лежит только точка 1z . Находим  

=
′












−
+=

′












−−
−+=

−−
+

→→ 2
2

2

2
2

2
1

2
1

2

2
2

2
1

2

)(
)3( lim

)()(
))(3( lim

)()(
3Res

111 zz
z

zzzz
zzz

zzzz
z

zzzzz
 

=
−

−−−=
−

−+−−==
→→ 3

2

2
2

2

4
2

2
22

2

)(
6222 lim

)(
))(3(2)(2 lim

11 zz
zzzz

zz
zzzzzz

zzzz
 

.
8
5

)8(
6172 

)(
62

233
2

21

1
iizz

zz
zz

=−⋅−=
−

−−=
=

 

Записываем ответ:  32
5

8
52

)172(
3

222

2 π=⋅π=
++
+∫

∞

∞− i
idx

xx
x .  ▲ 

Пример 17. Вычислить с помощью вычетов  dx
xx

xx  
22

cos)1(
2∫

∞

∞− +−
+ . 

Δ Рассмотрим интеграл dx
xx

ex ix
 

22
 )1(

2∫
∞

∞− +−
+ . Функция 

22
 )1()( 2 +−

+=
zz

ezzf
iz

 

удовлетворяет всем условиям леммы Жордана. Особые точки функции iz +=11  
и iz −=12 . В верхней полуплоскости лежит лишь точка iz +=11 . 

Так как точка 1z  является полюсом первого порядка, то  

.2
 )2( 

)22(
 )1( 

22
1Res

1

1
221 i

ei
zz

eze
zz

z i

iz

iz
iz

i

+−

+=
+

+=
′+−

+=
+−

+  

 Получаем ).1sin1)(cos2( 2
22 

22
 )1( 11

2 iieei
iidx

xx
ex i

ix
++π=+π=

+−
+ −+−

∞

∞−
∫  

Записываем ответ:   
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=++π=
+−

+=
+−

+ −
∞

∞−

∞

∞−
∫∫ )1sin1)(cos2(( Re 

22
 )1(Re

22
cos)1( 1

22 iiedx
xx

exdx
xx

xx ix
  

)1sin1cos2(1 −π= −e . ▲ 
 

Дополнительные задачи 
 
1. Найти вычеты функций в конечных особых точках: 

а) 
33

 )( 23

2

+++
=

zzz
zzf .  

Ответ: 
20

31)(Res izf
i

+
= ;  

20
31)(Res izf

i
−

=
−

;  10
9)(Res

3
=

−
zf . 

б) 
)1(

)( 3 −
=

zz
ezf

z
.  Ответ: 2

5)(Res
0

−=zf ;  ezf =)(Res
1

. 

в) 
1

3cos )12()( 2

−
−+= zzzzf .  Ответ: 18)(Res

1
−=zf . 

2. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы: 

а) ∫
=−

2
1|3|

sin
z

z

z
dze . Ответ: ππ− ie2 .   

б) dz
zz

z
z

 
)5()2(

8
4||

3∫
= ++

+ . Ответ: iπ9
2 . 

в) dzzz
z

1sin
1||

2
∫
=

.  Ответ: i3
π− . 

3. Вычислить: 

а)  ∫
π

+

2

0 cos2 x
dx . Ответ: 

3
2π .  

б) ∫
π

+

2

0
2)cos45( x

dx .  Ответ: 27
10π .  

в) ∫
∞

∞− ++ )4)(1( 22

2

xx
dxx .  Ответ: 3

π . 

г) ∫
∞

∞− ++ 22 )22( xx
dx .  Ответ: 2

π .  
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д) dx
x

xx∫
∞

∞− +16
3sin

2 .  Ответ: 12−πe .  

е) dx
xx

x∫
∞

∞− ++ 22 )22(
5cos .  Ответ: 5cos3 5−πe . 

 
Занятие 22 

 
Контрольная работа 

 
Вариант 1 

  

1. Функцию 
32
32)( 2

2

−+
−−=

zz
zzzf  разложить в ряд Лорана в окрестности 

точки 10 =z . 

Ответ: 410  ,1
1

4
1)1( 

4
)1( 3)(

1
1

1
<−<

−
−+−−= ∑

∞

=
+

+

zzzzf n

n
n

n
. 

2. Функцию 3
1cos)(
+

⋅= zzzf  разложить в ряд Лорана в окрестности  

точки 30 −=z . 

Ответ: ∞<+<
+
−−

+
−= ∑∑

∞

=

∞

=
−

0
2

0
12 30 ,

)!2()3(
)1( 3 

)!2()3(
)1()(

n
n

n

n
n

n
z

nznz
zf . 

3. Для функции zz

zzz
zf 66sin

6sh 
)(

3

−

−−
=  определить порядок нуля в точке 

00 =z . 
Ответ: нуль второго порядка. 

4. Для функции 
)cos1( 

sin)( 3 zz
zzf

−
=  найти конечные изолированные осо-

бые точки и определить их тип. 
Ответ: 0=z  – полюс четвертого порядка; 0 ,2 ≠π= kkz  – полюс первого 

порядка. 
5. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы: 

а) dz
zzz

z
z

 
23

1
5,1||

23

2

∫
= +−

+ ;   б) dz
zz

z
z

 
)3()1(

4 
2||

3∫
= ++

+ ; 

в)  dzzzz
z

 1
2cos )55( 

3||

2
∫
= +

++ . 
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Ответ: а) iπ− 3 ;  б) 4
iπ ;  в) iπ−  12 . 

6. Вычислить интегралы: 

а) ∫
π

+

2

0 4sin7 t
dt ;  б)  ∫

∞

∞− ++ )25)(1( 22 xx
dx ;  в)  dx

xx
xx  

22
2sin)1( 2∫

∞

∞− ++
+ . 

Ответ: а) 3
2π ;  б) 30

π ;  в) 2cos 2−π e .  

 
Вариант 2  

 

1. Функцию 
32
32)( 2

2

−+
−−=

zz
zzzf  разложить в ряд Лорана в окрестности 

точки 30 −=z . 

Ответ: 430  ,3
3

4
5 

4
)3()(

1
1 <+<

+
−++= ∑

∞

=
+ zz

zzf
n

n

n
. 

2. Функцию 1
2sin )2()(
−

+= zzzf  разложить в ряд Лорана в окрестности 

точки 10 =z . 

Ответ: ∞<−<
+−

−+
+−

−= ∑∑
∞

=
+

+∞

=

+

0
12

12

0
2

1
10 ,

)!12()1(
2 )1( 3 

)!12()1(
2 )1()(

n
n

nn

n
n

nn
z

nznz
zf . 

3. Для функции 
1

21ch 
)( 5

2

−

−−
= ze

zz
zf  определить порядок нуля в точке 00 =z .

 Ответ: нуль третьего порядка. 

4. Для функции 2

3

)cos1( 
sin)(

zz
zzf

−
=  найти конечные изолированные  

особые точки и определить их тип. 
Ответ: 0=z  – полюс второго порядка; 0 ,2 ≠π= kkz  – полюс первого  

порядка. 
5. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы: 

а) dz
zzz

z
z

 
34

2
2||

23

2

∫
= +−

+ ;  б) dz
zz

z
z

 
)3()2(

4 
5,2||

3∫
= −−

− ; 

в)  dzzszz
z

 1
3in )65( 

3||

2
∫
= −

+− . 

Ответ: а) 3
5 iπ− ;  б) iπ2 ;  в) iπ 3 . 

6. Вычислить интегралы: 
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а) ∫
π

+

2

0 53sin5 t
dt ;  б)  ∫

∞

∞− ++ )9)(4( 22 xx
dx ;  в)  dx

xx
xx  
22

cos)1( 2∫
∞

∞− +−
−

. 

Ответ:  а) 
5
π ;  б) 30

π ;  в) 1sin 1−π− e . 

 
Занятия 23–25 

 
Операционное исчисление. 

Самостоятельна работа 
 

Пример 1. Установить, являются ли оригиналами следующие функции:  

а) 






<
≥⋅=

 ;0         ,0       
,0  ,2cos)(

3

t
ttetf

t

 б) 




<
≥

=
 .0    ,0  

,0  , tg
)(

t
tt

tf  

Δ  а) Функция )(tf  локально интегрируема, т. е. для любых 1t  и 2t  суще-

ствует ∫
2

1

 )(
t

t
dtzf . Так как tt ete 33 2cos ≤ , то в качестве M  можно взять любое 

число 1≥  и 30 =S . Следовательно, функция )(tf  является оригиналом. 

б) Функция )(tf  в точках π+π= kt
2

 имеет разрывы второго рода.  

Функция ttf  tg)( =  не является оригиналом.  ▲ 
Пример 2. Пользуясь определением, найти изображение функции-ориги-

нала tettf ⋅= )( . 

Δ  =
−

==

==
=== −

∞
−−

∞

∫∫ t-ptp
tpptt

epvdvdte

dtduut
dtetdteetpF  )1( )1(

0

 )1(

0  1
1  ,

  ,
   )(  

1Re  ,
)1(

1 
)1(

1  1
1 1 2

0

 )1(
2

0

 )1(

0

 )1( >
−

=
−

−=
−

−
−

=
∞

−
∞

−
∞

−
∫ p

p
e

p
dtepep

t tptptp .  ▲ 

Пример 3. Пользуясь соотношением t cos ≓
12 +p

p  и теоремой подобия, 

найти изображение функции ttf   cos )( ω= . 

Δ  По теореме подобия 222

1

1)(
ω+

=

+






ω

ω⋅
ω

=
p

p
p

p
pF .  ▲ 
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Пример 4. Пользуясь соотношением t ≓ 2
1
p

, свойством линейности и тео-

ремой смещения, найти изображение функции tttf 2sin )( ⋅= . 

Δ  Так как itit
itit

etietii
eettf 22

22
  2

1  2
1

2 )( −
−

−=−⋅= , то  

=
+−
−−+=









+
−

−
⋅= 22

22

22 )2()2(
)2()2( 2

1
)2(

1
)2(

1
2
1)(

ipip
ipip

iipipipF

2222 )4(
4

)4(
8 2

1
+

=
+

=
p

p
p

pi
i . ▲ 

Пример 5. Пользуясь соотношением t2sin ≓
4

2
2 +p

 и теоремой о диффе-

ренцировании изображения, найти изображение функции tttf 2sin )( ⋅= . 

Δ 
22

22
2

)4(

42)4()1(2
4

2 )(
+

=⋅+⋅−⋅−
′










+
−= −=

p

ppp
p

pF .  ▲ 

Пример 6. Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти 
изображение функции ttf 2cos )( = . 

Δ  Пусть )(tf ≓ )( pF . Тогда )(tf ′ ≓ )0()( fpFp − .  

Но 1)0( =f , а ttttf 2sinsin  cos2)( −=−=′ ≓
4

2
2 +

−
p

. Следовательно, 

1)(
4

2
2 −⋅=
+

− pFp
p

, откуда 
pp

p

pppF
⋅+

+=













+
−=

)4(

2

4
21 1)(

2

2

2
.  ▲ 

Пример 7. Используя теорему запаздывания, найти изображения следую-
щих функций (рис. 16). 

а)   б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 16 

3 

 

0 1 

1 

 

 

0 
–1 

1 
 2 
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Δ а) Запишем изображенную функцию в виде  
)1( 11)1(1)1( )1( 1 )( −⋅−−⋅−−=−⋅−= ttttttf . 

По теореме запаздывания pp epe
p

pF −− −−= 11 )( 2 . 

б) Запишем изображенную функцию в виде  
=−⋅−−−⋅−+−⋅−−−⋅−= )3( 1)3()2( 1)3()2( 1)1()1( 1)1( )( tttttttttf  

)3( 1)3()2( 1)2( 2)1( 1)1( −⋅−+−⋅−−−⋅−= tttttt . 

По теореме запаздывания ppp e
p

e
p

e
p

pF 3
2

2
22

1211 )( −−− ⋅+⋅−= . ▲ 

Пример 8. Найти изображение функций: 

а) tettf t 3sin  )( 2 ⋅= ; б) 






≤
>−=

−

.2  ,0
;2 ),2( 4cos)(

3

t
ttetf

t

 

Δ а)  t3sin ≓
9

3
2 +p

;    te t 3sin2 ≓
9)2(

3
2 +−p

;   

ttet 3sin ≓ 222 )9)2((
)2( 6

9)2(
3

+−
−=

′










+−
−

p
p

p
; 

б) t4 cos ≓
162 +p

p ;  )2( 1)2( 4 cos −⋅− tt ≓
162

2

+
⋅−

p
pe p ; 

)2( 1)2( 4cos3 −⋅−− tte t  ≓ 
16)3(

3
2

)3( 2

++
+⋅+−

p
pe p .  ▲ 

Пример 9. Пользуясь теоремами об интегрировании изображения и об ин-

тегрировании оригинала, найти изображение функции τ
τ

τ−∫
τ

det
 2cos

0

3
. 

Δ С помощью правила Лопиталя легко показать, что функция t
te t 2cos3 −  

в точке 0=t  имеет разрыв первого рода. Следовательно, функция t
te t 2cos3 −  

является оригиналом.  

Находим te t 2cos3 − ≓
43

1
2 +

−
− p

p
p . По теореме об интегрировании изоб-

ражения находим  

t
te t 2cos3 − ≓ .

3
4 ln

4
3ln)4( ln

2
1)3( ln 

43
1 2

0
2

2
2 −

+
=

+

−
=






 +−−=








+

−
−

∞∞∞

∫ p
p

p
pppdp

p
p

p pp
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По теореме об интегрировании оригинала находим 

τ
τ

τ−∫
τ

det
 2cos 

0

3
≓ 3

4
 ln1

2

−
+

⋅ p
p

p . ▲ 

Пример 10. Найти свертку оригиналов t2cos  и tsin  и изображение для 
свертки. 

Δ Находим  

=ττ−+τ+=ττ−⋅τ=∗ ∫∫ dttdttt
tt

00
 ))3( sin)( (sin 

2
1 )( sin2cossin2 cos  

)2coscos( 3
1)3( cos 3

1)( cos 2
1

0
tttt

t

−=




 τ−+τ+−= ; 

)4)(1(41
 3

1)( 2222 ++
=









+
−

+
=

pp
p

p
p

p
ppF . 

Изображение свертки можно получить, используя теорему Бореля. 

Так как t2 cos ≓ t
p

p sin  ,
42 +

≓
1

1
2 +p

, то tt sin2 cos ⋅ ≓ =
+

⋅
+ 1

1
4 22 pp

p  

)1)(4( 22 ++
=

pp
p .  ▲ 

Пример 11. С помощью интеграла Дюамеля найти оригинал для изобра-

жения )2)(1()(
−−

= pp
ppF . 

Δ Представим изображение в виде 2
1

1
1)(

−
⋅

−
⋅= ppppF . Здесь 

.)(  ,2
1)(  ,)(  ,1

1)( 2
2211

tt etfppFetfppF =
−

==
−

=  

Так как )()( 21 pFpPF ⋅ ≓ 2121 )()0( fftff ∗′+⋅ , то  

)2)(1( −− pp
p ≓ =⋅−=τ+=τ⋅+⋅ τ−τ−τ−τ

∫∫
t

tt
t

ttt
t

t eeedeeedeee
0

22

0

22)(2

0

2  1  

tt ee 22+−= . ▲ 
Пример 12. Найти оригиналы для функций: 

а) 
682

23)( 2 +−
+=

pp
ppF ; б)  

)134( 
1333)( 2

2

++
−+=

ppp
pppF ; 

в) 2

2

)1)(1(
1)(

+−
++=

pp
pppF . 

⋅   
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Δ а) Используем представление  

+
−−
+−=

−−
+=

+−
+=

1)2(
3)2( 5,1

1)2(
15,1

)34( 2
23)( 222 p

p
p

p
pp

ppF

.
1)2(

1 4
1)2(

25,1
1)2(

1
222 −−

+
−−

−=
−−

+
pp

p
p

 

Используя таблицу изображений, свойство линейности и теорему смеще-
ния, получим 

tttt eetetetf  4
5 4

11sh 4ch  5,1)( 322 −=+= . 

б) Представим )( pF  в виде 
134)134( 

1333)( 22

2

++
++=

++
−+=

pp
CBp

p
A

ppp
pppF . 

Отсюда следует равенство CpBpAApAppp ++++=−+ 222 1341333 , 

или система  






−=
=+

=+

.1313
,34

,3

A
CA

BA
 

Решая ее, получаем 7 ,4 ,1 ==−= CBA  и  

222 3)2(
1)2( 41

134
741)(

++
−++−=

++
++=

p
p

ppp
p

ppF . 

Отсюда tetetf tt 3sin 3
13cos41)( 22 −− −+−= . 

в) Функция )( pF  имеет два полюса: простой полюс 11 =p  и полюс второго 
порядка 12 −=p . Находим 

2

2

12

2

1 )1)(1(
 )1(Res

)1)(1(
 )1(Res)(

21 +−
+++

+−
++=

−== pp
epp

pp
epptf

ptpt

pp
. 

Находим вычеты 
t

pt

p

pt
e

pp
eppp

pp
epp

p
 4

3
)1)(1(

 )1  ( )1(lim
)1)(1(

 )1(Res 2

2

2

2

1 11

=
+−
−++=

+−
++

→=
,  

=
′












+−
+++=

+−
++

−→−=
2

22

2

2

1 )1)(1(
1)(p )1( lim

)1)(1(
 )1(Res

12 pp
epp

pp
epp pt

p

pt

p
 

=
−

++−−++++=
′









−
++=

−→−→
2

222

)1(
 )1()1)(1(  1)((2p lim1

 )1( lim
11 p

eppppptee
p

epp ptptpt

p

pt

p
 

,  2
1 4

1 tt ete −− −=  

получаем ttt eteetf −− −+=   2
1 4

1 4
3)( .  ▲ 
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Пример 13. Решить задачу Коши:  
3)0( ,1)0(   ,223 3 =′==+′−′′ xxexxx t . 

Δ  Перейдем от оригиналов к изображениям:  

)( tx ≓ )( ),( txpX ′ ≓ )( ,1)(  txpXp ′′− ≓ teppXp 32 2 ,3)( −− ≓
3

2
−p

. 

Запишем уравнение для изображений:  

3
223332

−
=++−−− pXpXpXp . 

Решим уравнение для изображений: 

3
1

)3)(23(
32  ,3

2)23( 2

2
2

−
=

−+−
−+=+

−
=+− pppp

ppXppppX . 

Найдем оригинал для функции )( pX :  tetx 3)( = . ▲ 

Пример 14. Решить задачу Коши: 1)0(  ,1)0(   ,2cos4 −=′==+′′ xxtxx . 
Δ Перейдем от оригиналов к изображениям:  

)( tx ≓ )(  ),( txpX ′ ≓ )(  ,1 txpX ′′− ≓ ,12 +− pXp   t2cos ≓
42 +p

p . 

Запишем и решим уравнение для изображений:  

4
41 2

2

+
=++−

p
pXpXp , 

4
1

4)4( 2222 +
−

+
+

+
=

pp
p

p
pX . 

Таким образом, tttttx 2sin2
12cos2sin4

1)( −+= . ▲ 

Пример 15. Решить задачу Коши: 





+=′
+−=′

,1
,2

12

21

xx
xx

 0)0(  ,1)0( 21 =−= xx . 

Δ Переходим от оригиналов к изображениям: 

)( 1 tx ≓ )(  ),( 11 txpX ′ ≓ )(  ,1)( 21 txppX + ≓ ),(2 pX  

)( 2 tx′ ≓ 1  ),(2 ppX ≓ 2  ,1
p ≓ p

2 . 

Запишем систему уравнений для изображений: 










+=′

+−=+

.1

,21

12

21

pXXp

pXpX
 

Умножим первое уравнение на p  и подставим во второе: 

21
11

2 +−−=+ pXpXp . 
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Отсюда получим  

pp
p

pp
pXpp

X 2
1

2211
1

2  ,1
1

2
22221 +
+

−=+−+
+

−=−
+

= . 

Находим оригиналы для функций: 
2cos2)(  ,1sin2)( 21 +−=−= ttxttx . ▲ 

Пример 16. С помощью интеграла Дюамеля решить уравнения: 
а) ;0)0(  ,232 =+−=+′ xtxx  

б) .0)0(  , ==+′ xexx t  
Δ  а) Составим уравнение  ,0)0(  ,12 ==+′ zzz  и решим его: 

)(tz ≓ )(  ),( tzpZ ′ ≓ 1  ),(  pZp ≓
p
1 ; 









+
−=

+
−+=

+
==+ 2

11 2
1

)2( 
2 2

1
)2( 

1  ,12 pppp
pp

ppZpZpZ ; 

( ) tt etzetz 22 )(  ,1 2
1)( −− =′−= . 

Находим  

=ττ−−=ττ−⋅τ′= ∫ ∫
τ− dtedtfztx

t t
 ))( 32( )( )()( 

0 0

2  

+τ−+−=ττ+τ−= τ−τ−τ−τ−
∫∫

tttt
eetdedet

0

2

0

2

0

2

0

2

2
3 2

32 3 )32(  

. 75,1 5,175,14
3 4

3
2
3

2
31 2

31 2
3 2222

0

2 tttt
t

etetetetde −−−−τ− −−=+−−−+




 +−=τ+ ∫  

 

б) Составим уравнение ,0)0(  ,1 ==+′ zzz  и решим его: 

)(tz ≓ )(  ),( tzpZ ′ ≓ 1  ),(  pZp ≓
p
1 ; 

1
11

)1( 
1 )1( 

1)( 
+

−=
+
−+=

+
= pppp

pp
pppZ ;   

tt etzetz −− =′−= )(  ,1)( . 
Находим  

)( 2
1 2

1  )( )()( 
0

2

0

2

0 0

tt
t

t
t

tt
t t

eeeedeedeedtfztx −τ−τ−τ−τ− −=−=τ=τ⋅=ττ−⋅τ′= ∫∫ ∫ .  ▲ 
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Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 
 

1. Найти изображение функции tttf 2ch)( ⋅= . 

Ответ: 22

2

)4(
4)(

−
+=

p
ppF . 

2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 17). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: 







++= −

pp
eppF p 11 1)( 2

2 . 

3. Найти изображение функции  τ
τ

τ−−= ∫
τ

detf
t

 31 )(
0

2
. 

Ответ: 





 −

−
= pp

p
ppF 3

2ln 1)( . 

4. Найти оригинал для функции 
52

)( 2 +−
=

pp
ppF . 

Ответ: 




 += ttetf t 2sin2

1cos2)( . 

5. Решить задачу Коши:  2)0( ,1)0( ,23 5 =′==+′−′′ xxexxx t . 

Ответ: ttt eeetx 25  3
2 4

1 12
1)( ++= . 

6. Решить задачу Коши: 





−=′
+=′

,34
,43

yxy
yxx

 1)0()0( == yx . 

Ответ: tttt eetyeetx 5555  5
2 5

3)(  , 5
1 5

6)( −− +=−= . 

 

f (t) 

t 0 

1 

1 2 

3 

2 

3 

Рис. 17 
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Вариант 2 
 
1. Найти изображение функции tttf 3sh)( ⋅= . 

Ответ: 22 )9(
6)(
−

=
p

ppF . 

2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 18). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: pe
ppppF −+−= 22
111)( . 

3. Найти изображение функции  τ
τ

−τ−= ∫
τ−

detf
t

 1 )(
0

2
. 

Ответ: 





 −

+
= pp

p
ppF 1

2ln 1)( . 

4. Найти оригинал для функции 
52

3)( 2 ++
−=

pp
ppF . 

Ответ: ( )tetf t 2sin2cos2t)( −= − . 

5. Решить задачу Коши: 

1)0( ,0)0( ,32 =′==−′+′′ − xxexxx t . 

Ответ: )23(8
1)( 3 ttt eeetx −− −−= . 

6. Решить задачу Коши: 





+=′
−−=′

,43
,2

yxy
yxx

 2)0( ,1)0( −== yx .    

Ответ: tttt eetyeetx 22  3)(  , 2 )( −=+−= . 

t 0 

f (t) 

1 

1 

Рис. 18 
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Дополнительные задачи 
 

1. Найти изображения для функций:  

а) ttf 4sin)( = ; б) tttf 2cosch )( ⋅= ; в) ∫ τ⋅
τ

τ−= τ−
t

detf
0

32cos1)( . 

г) τ⋅τ⋅τ= ∫
τ− detf

t
t

0
sin)( . 

Ответ: а) 









+

+
−

+
= pp

p
p

ppF 3
4

 4
16

 8
1)( 22 ; б) 

4)1(
1

2
1

4)1(
1)( 22 ++

+⋅+
+−

−=
p

p
p

ppF ; 

в) p
p

ppF
4

 ln1)(
2 +

= ;  г) 1
1

)1(
2)( 22 −

⋅
+

= pp
ppF . 

2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 19). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ: ppp e
p

e
p

e
pp

pF 3
2

2
222  1 1 11)( −−− +−−= . 

 
3. Дважды применив теорему об интегрировании оригинала, найти ориги-

нал изображения 
)4(

1)( 22 +
=

pp
pF .  

Ответ: 




 −= ttf 2sin

2
11 

4
1)( . 

4. Найти оригиналы для следующих изображений: 

а) 2

3

)1(
)(

+
=

−

p
epF

p
;   б) 

8
1)( 3 −

=
p

pF ;   в) 
)65)(1(

4021)( 2

2

+−+
−+=

ppp
pppF . 

f (t) 

t 0 2 1 3 

1 

Рис. 19 
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Ответ: а) )3( 1 )3()( )3( −⋅−= −− tettf t ;   

б) )3sin33(cos 12
1 12

1)( 2 tteetf tt +−= − ;  в) ttt eeetf 23 2 5 8)( −−= − . 

5. Решить задачи Коши: 
а) 1)0( ,0)0( ,3 −=′==′+′′ xxexx t ;  б) 0)0()0( ,3sin4 =′==+′′ xxtxx ; 

в) 




+−=′
−=′

,44
,

yxy
yxx

    2)0(   ,3)0( −== yx ;  г) 






−−=′
−−=′
−−=′

,
,
,

yxz
zxy
zyx

  
.1)0(
,0)0(
,1)0(

=
=
−=

z
y
x

 

Ответ:  а) 3
2 12

5 4
1 3 −+= − tt eex ;   б) ttx 3sin

5
12sin

10
3 −= ; 

в) tt eyex 55 42  ,2 −=+= ;    г) 







=
=
=

.)(
,0)(
,)(

t

t

etz
ty

etx
 

6. Используя формулу Дюамеля, найти оригинал )(tf  по его изображению 

)1)(1()(
+−

= pp
ppF . 

Ответ: ttf ch)( = . 
7. С помощью интеграла Дюамеля решить дифференциальные уравнения: 
а) ;0)0()0(, =′==′+′′ xxtxx  

б) 0)0()0(),(sin4 2 =′==+′′ xxtxx . 

Ответ:  а) 12)(
2

+−−= −tetttx ;   б) )2sin2cos1(8
1)( ttxtx −−= . 
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