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В работе рассмотрены алгоритмы решения задачи распределения точек с рациональными координатами в некоторой окрестности 
параболы. Приведены подходы, лежащие в основе выбранной методики подсчета точек, и асимптотические оценки трудоемкости 
получения результата. 

Задачи о количестве целых точек в областях евклидова пространства возникли в классической 
теории чисел. Важное место среди них занимает подсчет на плоскости точек с целочисленными 
координатами, которые лежат внутри замкнутой кривой [1]. Как обобщение возникла задача о 
распределении рациональных точек вблизи кривых, эффективное решение которой играет важную 
роль в получении оценок размерности Хаусфорда множеств, определяемых диофантовыми 
неравенствами при совместных приближениях [2]. 

Поскольку множество рациональных чисел бесконечно, в рамках поставленной задачи 
рассматриваются координаты, представимые несократимой дробью с целым числителем и 
натуральным знаменателем, не превышающим некоторого значения. 

Выбранный способ подсчёта точек сводится к нахождению на открытом вещественном 

интервале ( , )a b  рациональных точек со знаменателем, не превышающим Q . Его можно 

рассматривать как обобщение подсчёта целочисленных координат на отрезке: число точек, 
представимых в виде рациональных дробей с натуральным знаменателем, равно числу целых чисел 
на этом отрезке, умноженном на вышеназванный знаменатель. Однако, ввиду основного свойства 
дроби, одно и то же рациональное число может быть задано дробями с разными знаменателями. 
Таким образом, возникает проблема нахождения именно несократимых дробей на интервале. 

В ходе решения поставленной задачи был изучен ряд Фарея [3] – последовательность 
положительных несократимых правильных дробей со знаменателем, не превышающим порядок 
последовательности. Таким образом, если рассматриваемый интервал включает промежуток 
единичной длины с целочисленной точной нижней гранью, то задача поиска рациональных точек 
представляет собой построение ряда Фарея требуемого порядка с последующим смещением его 
элементов. Для промежутков, которые не могут быть покрыты единичными интервалами, необходимо 
применение наивного алгоритма перебора всех дробей с проверкой их на несократимость 
посредством нахождения НОД алгоритмом Евклида. 

Таким образом, каждой рациональной координате на оси абсцисс можно поставить в 
соответствие некоторое число точек с рациональными ординатами. Следовательно, решение задачи 
нахождения рациональных точек на интервале оси абсцисс позволяет определить отрезки на 
окрестности рассматриваемой гладкой кривой (в случае данной работы -- параболы), параллельные 
оси ординат, на которых будут располагаться искомые рациональные точки. Проецирование этих 
отрезков на ось ординат и решение задачи нахождения рациональных точек на интервале для 
полученных промежутков в итоге предоставит решение рассматриваемой проблемы. Отдельной 
задачей является оценка быстродействия разработанных алгоритмов, что одновременно позволяет 
найти приближение числа искомых точек.  

Таким образом, можно выделить два алгоритма: подсчёт рациональных точек на интервале и 
непосредственное определение их координат. Оба алгоритма подразумевают фрагментацию 
рассматриваемого интервала, построение ряда Фарея заданного порядка, перебор значений на 
концевых промежутках заданного интервала, не покрываемых единичными отрезками. Учитывая 

рекурсивность алгоритма построения ряда Фарея nF  и приближение числа элементов 

последовательности n -го порядка вида 
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а также логарифмическое время работы алгоритма Евклида, асимптотически сложность алгоритма 

подсчёта рациональных точек на интервале ( , )a b  со знаменателем, не превышающим Q , 

можно описать как 
3 2( ( ) log( )),O Q b a Q Q   

в то время как быстродействие алгоритма нахождения рациональных точек с теми же входными 
данными может быть описано как 
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3 2( ( ) (log( ) 1)),O Q b a Q Q    

поскольку требуется проведение операций смещения ряда Фарея. 
В рамках описываемого алгоритма нахождение числа рациональных точек в окрестности 

параболы требует определения рациональных абсцисс. Однако дальнейшие этапы алгоритма 
используют результаты этого определения. Потому оценка сложности требует нахождения 
приближения числа рациональных точек на интервале. Это может быть осуществлено с 
использованием теоремы о распределении простых чисел: 

( )
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где ( )n  -- функция распределения простых чисел. Предпосылкой этого служит факт, что взаимная 

простота числителя и знаменателя является критерием несократимости дроби. На этом основании 

получаем оценку числа рациональных точек на вещественном интервале ( , )a b  со знаменателем, не 

превышающим Q : 
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которая, однако, требует нахождения частичной суммы указанного ряда, что является нетривиальной 
задачей. Альтернативой является использование оценки количества элементов ряда Фарея, что даёт 
асимптотическую оценку: 

2(( ) ).O b a Q  

Таким образом, быстродействие алгоритма по подсчёту рациональных точек в  -окрестности 

параболы на вещественном интервале ( , )a b  со знаменателем, не превышающим Q может быть 

оценено как 
5 4(( ) ( ) log( )),O b a Q b a Q Q    

в то время как для алгоритма нахождения искомых точек с теми же входными данными справедлива 
оценка: 

5 4(( ) ( ) log( 1)).O b a Q b a Q Q     

В исследовании В. Бересневича [2] рассматривался случай 
1,0 1.vQ v      При подстановке 

несложно сравнить оба результата. 
Для этой же окрестности произвести оценку числа рациональных точек можно и на основании 

теоремы о распределении простых чисел: 
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и на основании свойств ряда Фарея: 

3

2

9
( ( ) ).vO b a Q


   

Разработанные алгоритмы были реализованы на языке программирования Python 3.0 с 

использованием библиотек NumPy и Matplotlib. Демонстрация работы для интервала ( 1.01;2.99)  с 

верхним ограничением на знаменатель 5Q   в окрестности 1  представлена на рисунке 1.  

 

Рисунок 1 – Распределение рациональных точек вблизи параболы 
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В докладе рассмотрен алгоритм автоматического описания изображений, работающий на основе нейронных сетей. В частности, 
приведено общее описание принципов его реализации, проанализированы полученные результаты и перспективы его 
применения. 

Автоматическая генерация описаний для изображений является важной задачей, успешное 
решение которой позволит сэкономить человеческие ресурсы. Правилом хорошего тона является 
сопровождать все изображения, размещённые на веб-сайтах, текстовым описанием. Это делается по 
нескольким причинам. Во-первых, это упрощает пользование интернетом и доступ к информации 
людям с проблемами со зрением, так как текстовая информация может быть озвучена голосовым 
помощником, а изображения зачастую содержат важную для понимания сути написанного 
информацию. Во-вторых, этот текст может быть отображён вместо изображения если возникли 
проблемы с его загрузкой. На данный момент большая часть таких описаний пишется вручную или 
вовсе игнорируется необходимость их написания. Но на некоторых сайтах, таких как новостные 
ресурсы, интернет-энциклопедии и другие подобные сайты, изображений содержится так много, что 
на их описание тратится много времени авторов статей. Кроме того, необходимость описывать 
изображения возникает в учебниках, технической литературе, научных статьях. Алгоритмы 
автоматической генерации описаний помогли бы сэкономить время авторам. Даже если качество 
описаний не будет таким высоким, как у человека, перепроверка и корректирование автоматически 
сгенерированного описания займут меньше времени, чем составление собственного с нуля. 

В данной работе рассмотрен один из современных алгоритмов генерации описаний к 
изображениям, разработанный в 2016 году исследователями университетов Монреаля и Торонто [1]. 
Данный алгоритм основан на использовании технологии больших данных. Работу по обработке 
изображения и перевода его содержания в текст совершают несколько нейронных сетей, 
предварительно обученных для этого на наборе данных, содержащим множество примеров 
изображений и описаний к ним. Плюсом этого подхода является то, что программисту не нужно знать 
особенностей синтаксиса и грамматики языка, уметь выделять из изображения необходимые 
признаки вручную и сопоставлять их со словами. Все эти задачи нейросетевая модель учится 
совершать самостоятельно с помощью алгоритмов оптимизации. Задача, выполнение которой 
остаётся за программистом, – это проектирование архитектуры модели, её реализация на одном из 
языков программирования, а также сбор и подготовка необходимого набора данных. Последний пункт 
долгое время был наиболее трудным в осуществлении, так как сложные модели для качественного 
обучения требуют огромного набора данных, а также ресурсов для их хранения и обработки. В 
последнее время разработки в сфере больших данных сделали эту задачу осуществимой, поэтому 
алгоритмы такого типа завоёвывают популярность в сравнении с менее требовательными к данным, 
но и менее точными и более сложными в разработке классическими алгоритмами. 

Реализованная нами модель состоит из трёх нейронных сетей: кодирующей нейронной сети, 
декодирующей нейронной сети, а также нейронной сети с вниманием.  

Задача кодирующей сети состоит в переводе изображения в сжатый вектор признаков, по 
которым в дальнейшем будет осуществляться составление описания. В качестве кодирующей сети 
можно брать любую архитектуру для работы с изображением, например, наиболее популярные 
свёрточные нейронные сети. Для данной архитектуры была выбрана сеть ResNet-101 [2], состоящая 
из 101 свёрточного слоя. Эта сеть уже была настроена классифицировать изображения, поэтому 
умеет выделять некоторые признаки, но ее можно дополнительно обучить решать конкретную задачу. 
Такой подход позволяет сети обучаться быстрее, так как не приходится делать это с нуля. 

Задача декодирующей сети состоит соответственно в генерации текста по выделенным 
признакам. Для этого используется рекуррентная нейронная сеть с LSTM-ячейками памяти [3]. 
Получая вектор признаков, она генерирует по нему слово и некоторый вектор скрытого состояния. 
Этот вектор она передаёт в точно такую же ячейку. Процедура повторяется до тех пор, пока сетью не 
будет сгенерирован символ конца предложения. Также для генерации каждого слова декодирующая 
сеть принимает на вход результат работы сети с вниманием. 
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