
56-я научная конференция аспирантов, магистрантов и студентов БГУИР, 2020 г. 

169 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ СОДЕРЖАЩИХ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ И АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Христенко А. В. 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
г. Минск, Республика Беларусь  

Теслюк В.Н. – доцент, канд. физ.-мат. наук 

В данной работе рассмотрены основные виды выражений, содержащих произведения показательных и алгебраических функций, 
вычисляемые в конечном виде. Представлен вывод формул для их расчета. 

1) Применим формулу интегрирования по частям: 
 

∫𝑥𝑚 𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑥𝑚𝑒𝑛𝑥 −

𝑚

𝑛
∫𝑥𝑚−1 𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥. 

 
Продолжая последовательно применять это формулу и сделав несложные преобразования 

получим: 
 

∫ 𝑥𝑚 𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑛𝑥

𝑛𝑚+1
∑ (−1)𝑝 (𝑚

𝑝
) 𝑝! 𝑛𝑚−𝑝𝑥𝑚−𝑝

𝑝=𝑚
𝑝=0                                          (1).    

   
Интегрируем по частам функцию другого вида: 
 

∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥𝑚
𝑑𝑥 = −

𝑒𝑛𝑥

(𝑚 − 1)𝑥𝑚−1
+
𝑛

𝑚 − 1
∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥𝑚−1
𝑑𝑥. 

 
Последовательно применяя эту формулу и выполняя некоторые преобразования получаем 

выражение: 
 

∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥𝑚
𝑑𝑥 = −

𝑒𝑛𝑥

(𝑚−1)𝑥𝑚−1
∑

𝑛𝑝𝑥𝑝

(𝑚−2𝑝 )𝑝!

𝑝=𝑚−2
𝑝=0 +

𝑛𝑚−1

(𝑚−1)!
∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥  (𝑚 ≥ 2)                                (2). 

 

Интеграл ∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 в (2) не выражается в конечном виде и выражается бесконечным рядом. По 

формуле Маклорена: 
 

    ∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 +

𝑛𝑥

1∗1!
+
𝑛2𝑥2

2∗2!
+
𝑛3𝑥3

3∗3!
+⋯        

 
Получим виды формул (1) и (2) для отрицательноо 𝑛: 
 

∫ 𝑥𝑚 𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
𝑒𝑛𝑥

𝑛𝑚+1
∑ (𝑚

𝑝
) 𝑝! 𝑛𝑚−𝑝𝑥𝑚−𝑝

𝑝=𝑚
𝑝=0                                                (3); 

 

                           ∫
𝑒𝑛𝑥

𝑥𝑚
𝑑𝑥 = −

1

(𝑚−1)𝑥𝑚−1𝑒𝑛𝑥
∑

(−1)𝑝𝑛𝑝𝑥𝑝

(𝑚−2𝑝 )𝑝!

𝑝=𝑚−2
𝑝=0 + (−1)𝑝

𝑛𝑚−1

(𝑚−1)!
∫
1

𝑥𝑒𝑛𝑥
𝑑𝑥 (𝑚 ≥ 2)                (4). 

 

Интеграл ∫
1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 не выражается в конечном виде. 

При помощи равенства 𝑎𝑛𝑥 = 𝑒𝑛𝑥𝑙𝑛𝑎 интегралы ∫ 𝑥𝑚 𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 и ∫
𝑎𝑛𝑥

𝑥𝑚
𝑑𝑥 приводятся к виду 

∫ 𝑥𝑚 𝑒𝑛𝑥𝑙𝑛𝑎𝑑𝑥 и ∫
𝑒𝑛𝑥𝑙𝑛𝑎

𝑥𝑚
𝑑𝑥. Выражая последние интегралы по формулам (1) и (2) получим: 

 

∫ 𝑥𝑚 𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑛𝑥

(𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚+1
∑ (−1)𝑝 (𝑚

𝑝
) 𝑝! (𝑥𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚−𝑝

𝑝=𝑚
𝑝=0                                                (5); 

 

∫
𝑎𝑛𝑥

𝑥𝑚
𝑑𝑥 = −

𝑎𝑛𝑥

(𝑚−1)𝑥𝑚−1
∑

(𝑥𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑝

(𝑚−2𝑝 )𝑝!

𝑝=𝑚−2
𝑝=0 +

(𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚−1

(𝑚−1)!
∫
𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥  (𝑚 ≥ 2)                            (6). 

 
В этих формулах 𝑛 может быть отрицателен. 

2) Исследуем интеграл ∫𝑓(𝑥)𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥, где 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑚 + 𝑎1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑎𝑚 – целая рациональная 

функция степени m, при последовательном применении формулы интегрирования по частям 
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получим: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑛𝑥 =
1

𝑛
𝑓(𝑥)𝑒𝑛𝑥 −

1

𝑛2
𝑓′(𝑥)𝑒𝑛𝑥 +⋯+

(−1)𝑚

𝑛𝑚+1
𝑓(𝑚)(𝑥)𝑒𝑛𝑥 = 𝐹(𝑥)𝑒𝑛𝑥                   (7), 

 

где 𝐹(𝑥) = 𝐴0𝑥
𝑚 + 𝐴1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝐴𝑚 – также целая рациональная функция степени 𝑚. 

Коэффиценты 𝐴0, … , 𝐴𝑚 можно найти методом неопределенных коэффицентов. 

3) Интеграл ∫ 𝑥2𝑚+1𝑒𝑛𝑥
2
𝑑𝑥 подстановкой 𝑥2 = 𝑦 приводится к интегралу 

1

2
∫ 𝑦𝑚𝑒𝑛𝑦𝑑𝑦. Применяя к 

последнему формулу (1) получится: 
 

∫ 𝑥2𝑚+1𝑒𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑛𝑥
2

2𝑛𝑚+1
∑ (−1)𝑝 (𝑚

𝑝
) 𝑝! 𝑛𝑚−𝑝𝑥2(𝑚−𝑝)𝑚

0                                                  (8).      

 
Анологично получаем: 

∫ 𝑥2𝑚+1𝑎𝑛𝑥
2
𝑑𝑥 =

𝑎𝑛𝑥
2

2(𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚+1
∑ (−1)𝑝 (𝑚

𝑝
) 𝑝! (𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚−𝑝𝑥2(𝑚−𝑝)𝑚

0                                  (9). 

 
Заменяя в последних двух формулах 𝑛 на −𝑛 окончательно получим следующее: 
 

∫ 𝑥2𝑚+1𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
𝑒−𝑛𝑥

2

2𝑛𝑚+1
∑ (𝑚

𝑝
) 𝑝! 𝑛𝑚−𝑝𝑥2(𝑚−𝑝)𝑚

0                                                    (10); 

 

∫ 𝑥2𝑚+1𝑎−𝑛𝑥
2
𝑑𝑥 =

𝑎−𝑛𝑥
2

2(𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚+1
∑ (𝑚

𝑝
) 𝑝! (𝑛𝑙𝑛𝑎)𝑚−𝑝𝑥2(𝑚−𝑝)𝑚

0                                        (11). 

 

Интегралы ∫ 𝑥2𝑚𝑒±𝑛𝑥
2
𝑑𝑥 и ∫ 𝑥2𝑚𝑎±𝑛𝑥

2
𝑑𝑥 не вычисляются в конечном виде.  
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В статье освещается проблема хранения информации на NAND-флэш носителях. Рассматриваются проблемы, связанные с 
возникновением различного рода ошибок и уязвимостей, а также пути их сглаживания и устранения.  

За последние годы накопители информации на основе NAND-флэш памяти (структурная схема 
приведена на рис. 1) стали доминирующими в электронных устройствах различного назначения (USB-
флэш накопители, карты памяти различных типов, мобильные устройства, такие, как телефоны, 
фотоаппараты, медиаплееры и др.). NAND-флэш - это форма энергонезависимой памяти (Electrically 
Erasable Programmable Read-Only Memory, EEPROM), которая может быть электрически стерта и 
записана. Накопитель состоит из массива элементов флэш-памяти и контроллера, который 
обрабатывает запросы на чтение или запись данных и, таким образом, представляет собой 
интерфейс между флэш-памятью и хостом.  Основными причинами широкого распространения 
NAND-флэш является то, что ее емкость постоянно растет, а стоимость (количество бит на цент) 
уменьшается. Такой эффект является результатом двух тенденций: эффективного масштабирования 
технологических процессов и многоуровневого кодирования ячеек (multi-level cell, MLC; triple-level cell, 
TLC; qual-level cell, QLC) [1]. С другой стороны, становится все труднее обеспечивать надежность 
хранения данных во флэш-памяти. Указанные выше тенденции приводят к уменьшению количества 
электронов в транзисторе с плавающим затвором и усилению взаимного влияния элементов памяти. 

  


