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ЛИНЕЙНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ, СОСТОЯЩИЕ  
ИЗ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ЭНДОМОРФИЗМОВ 

Исследование линейных групп Ли сопряжено, с одной стороны, с более общей задачей изу-
чения произвольных линейных групп, с другой стороны, линейные группы Ли тесно связаны с 
алгебраическими группами. Цель работы – описание с точностью до сопряженности подалгебр 
алгебры Ли (4, ),gl  состоящих из нильпотентных эндоморфизмов. Решение этой задачи 
является первым шагом в классификации всех подалгебр алгебры Ли (4, ).gl  Определены ос-
новные понятия: линейная алгебра Ли, разделяющая алгебра Ли, разделяющая оболочка, линей-
ный нильрадикал, подалгебра Мальцева, разложение Мальцева, ступень нильпотентности. При-
веден алгоритм классификации линейных алгебр ступени нильпотентности n по алгебре ступени 
n – 1, а также показано, что решение задачи классификации подалгебр алгебры Ли (4, )gl  сво-
дится к классификации линейных алгебр Ли, состоящих из нильпотентных эндоморфизмов, 
классификации максимальных разделяющих алгебр Ли с каждым линейным нильрадикалом, 
классификации немаксимальных разделяющих алгебр Ли и классификации неразделяющих ли-
нейных алгебр Ли с каждой разделяющей оболочкой. Рассмотрено в явном виде описание ли-
нейных алгебр Ли на четырехмерном пространстве, состоящих из нильпотентных эндоморфиз-
мов. Алгоритмы, приведенные в работе, могут быть компьютеризованы и использованы для ре-
шения аналогичных задач в больших размерностях. 

Ключевые слова: нильпотентный эндоморфизм, линейная группа Ли, алгебра Ли, разде-
ляющая алгебра Ли. 
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LINEAR LIE ALGEBRAS CONSISTING  
OF NILPOTENT ENDOMORPHISMS 

The study of linear Lie groups is connected, on the one hand, with the more general problem of 
studying arbitrary linear groups, on the other hand, linear Lie groups are closely connected with alge-
braic groups. The purpose of the paper is to describe, up to conjugacy, subalgebras of the Lie algebra 

(4, ),gl  consisting of nilpotent endomorphisms. The solution to this problem is the first step in the 

classification of all subalgebras of the Lie algebra (4, ).gl  The basic concepts are defined: linear Lie 
algebra, dividing Lie algebra, dividing cover, linear nilradical, Maltsev’s subalgebra, Maltsev’s decom-
position, nilpotency class. An algorithm for the classification of linear algebras of the nilpotency class n 
by the algebra of the degree n – 1 is obtained, and it is also shown that the solution to the classification 
of subalgebras of the Lie algebra (4, )gl  reduces to the classification of linear Lie algebras consisting 
of nilpotent endomorphisms, the classification of maximal dividing Lie algebras with each linear nil-
radical, and the classification of non-maximal dividing Lie algebras; and classifications of non-dividing 
linear Lie algebras with each dividing cover. An explicit description is given of linear Lie algebras on a 
four-dimensional space consisting of nilpotent endomorphisms. The algorithms described in the work 
can be computerized and used to solve similar problems in large dimensions. 

Key words: nilpotent endomorphism, linear Lie group, Lie algebra, dividing Lie algebra. 
 
Введение. Исследование линейных групп 

Ли сопряжено, с одной стороны, с более общей 
задачей изучения произвольных линейных 
групп (не обязательно групп Ли и над произ-
вольными полями), о таких группах см., на-
пример, [1, 2]. С другой стороны, линейные 
группы Ли тесно связаны с алгебраическими 
группами над полями и .  А именно, любая 
алгебраическая, т. е. замкнутая в топологии За-
рисского, линейная группа является линейной 

алгебраической группой. Алгебраические ли-
нейные группы составляют наиболее изучен-
ный класс линейных групп.  

Целью данной работы является описание 
классификации подалгебр алгебр Ли (4, ),Pgl  
где или ,P =    состоящих из нильпотентных 
эндоморфизмов, с точностью до сопряженности. 

Основная часть. Пусть V  – фиксирован-
ное конечномерное векторное пространство над 
полем нулевой характеристики. Напомним, что 
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подалгебры алгебры Ли ( )Vgl  называются ли-
нейными алгебрами Ли. Будем говорить, что 
линейные алгебры Ли 1g  и 2g  сопряжены, если 
найдется такой элемент ( ),GL Vϕ∈  что 

1
1 2= .−ϕ⋅ ⋅ϕg g  Основой описываемой методики 

является теория разделяющих алгебр Ли, раз-
витая в [3]. 

Любой эндоморфизм x  пространства V  
единственным образом может быть представ-
лен в виде суммы коммутирующих полупро-
стого s  и нильпотентного n  эндоморфизмов 
пространства V. При этом s  называется полу-
простой компонентой эндоморфизма x, а n  – 
его нильпотентной компонентой. Разложение 

=x s n+  называется разложением Жордана эн-
доморфизма x. Линейная алгебра Ли называется 
разделяющей, если она содержит полупростую 
и нильпотентную компоненты каждого своего 
элемента [3]. Разделяющей оболочкой линейной 
алгебры Ли g  называется минимальная разде-
ляющая линейная алгебра Ли, содержащая ,g  
она обозначается ( )e g  [3]. 

Пусть g  – разделяющая линейная алгебра 
Ли и = ( )Vn n g  – наибольший идеал нильпо-
тентности тождественного представления ал-
гебры Ли g  в V, который мы будем называть  
линейным нильрадикалом линейной алгебры Ли .g  
Известно, что существует такая подалгебра 

,⊂m g  редуктивная в ( ),Vgl  что g  является 
прямой суммой подпространств m  и n  [3]. 
Любая подалгебра m  с указанными свойства-
ми называется  подалгеброй Мальцева  разде-
ляющей алгебры Ли .g  Разложение = ⊕g m n  
называется  разложением Мальцева разделяю-
щей алгебры Ли .g  Заметим, что  подалгебра 
Мальцева m  является прямой суммой подал-
гебры Леви = [ , ]s m m  алгебры Ли g  и цен-
тра t  алгебры Ли ,m  а t  – максимальным эле-
ментом множества коммутативных подалгебр 
радикала r  алгебры Ли ,g  состоящих из полу-
простых эндоморфизмов. Кроме того, идеал n  
совпадает с множеством нильпотентных эндо-
морфизмов, лежащих в радикале ,r  и = .⊕r t n  

Пусть далее n  – линейная алгебра Ли, со-
стоящая из нильпотентных эндоморфизмов. 
Множество разделяющих алгебр Ли с линей-
ным нильрадикалом n  обладает  максималь-
ным элементом ,g  причем все максимальные 
элементы этого множества сопряжены алгебре 
Ли .g  Пусть = ⊕g m n  – разложение Мальцева 
разделяющей алгебры Ли .g  Любая разделяю-
щая алгебра Ли с линейным нильрадикалом n
сопряжена некоторой разделяющей алгеб- 
ре Ли g  с разложением Мальцева = ,⊕g m n  у 
которого ⊂m m.  

Таким образом, решение задачи классифи-
кации подалгебр алгебр Ли (4, )Pgl  разбивает-
ся на следующие подзадачи:  

1) классификация линейных алгебр Ли, со-
стоящих из нильпотентных эндоморфизмов;  

2) классификация максимальных разде-
ляющих алгебр Ли с каждым линейным ниль-
радикалом из пункта 1;  

3) классификация немаксимальных разде-
ляющих алгебр Ли с каждым линейным ниль-
радикалом из пункта 1 и с учетом результатов 
пункта 2;  

4) классификация неразделяющих линей-
ных алгебр Ли с каждой разделяющей оболоч-
кой из пунктов 2 и 3.  

Заметим также, что (за исключением пунк-
та 1) остальная часть работы может быть без 
изменений перенесена на случай подалгебр 
произвольной редуктивной алгебры Ли. 

Остановимся подробнее на классификации 
линейных алгебр Ли, состоящих из нильпо-
тентных эндоморфизмов, что и является целью 
настоящей работы. 

Пусть g  – подалгебра Ли ( ),Vgl  состоящая 
из нильпотентных элементов. Определим убы-
вающую фильтрацию векторного пространст-
ва V  следующим образом: 1 = ,V V  1 = ( )k kV V+ g  
при 1.k ≥  Из теоремы Энгеля следует, что суще-
ствует такое натуральное число n, что {0},nV ≠   
а 1 = {0}.nV +  Назовем это число n  ступенью 
нильпотентности подалгебры ( ).V⊂g gl  

Пусть g  – подалгебра алгебры Ли ( )Vgl  сту-
пени n. Тогда ( ) = {0}.nVg  Положим = / .nW V V  
Пусть : ( )Wπ →g gl  – гомоморфизм алгебр Ли ви-
да: ( ) : ( ) .n nx v V x v Vπ + +  Положим = ,kerπa  

= ( ).πh g  Тогда очевидно, что h  – подалгебра в 
( ),Wgl  состоящая из нильпотентных элементов и 

имеющая ступень нильпотентности 1.n −  
Алгебра Ли a  является коммутативным 

идеалом в g  и может быть естественным 
образом отождествлена с подпространством в 

( , )nW V : ( ) = ( ) для всех , .ny v V y v y v V+ ∈ ∈a  
Определим действие алгебры Ли h  на 

( , )nW V  следующим образом:  

. = , где , ( , ).nx x x W Vα −α ∈ α∈ h   

Тогда 1. = [ ( ), ]x y x y−π  для ,x ∈h  .y ∈a  Сле-
довательно, a  является подмодулем я-модулh  

( , ).nW V  Далее алгебра Ли g  естественным обра-
зом определяет элемент 1[ ] ( , ( , ) / ).nH W Vω ∈ h a  
Действительно, пусть :s W V→ −  произвольное 
сечение канонической проекции : =p V W→  
= / .nV V  Отождествим векторное пространство 
V  с nV W×  при помощи изоморфизма sI : x 

( ( ), ( )).x s p x p x−   Определим отображение 
: ( , )s nW Vω →h   следующим образом:  

1( ) : ( ( )) ( ). ( ).s x w s x w x s w−ω − π  

Тогда, как нетрудно проверить, 
1ω ( , ( , )).s nZ W V∈ h   Посредством факторизации 
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возникает элемент 1ω ( , ( , ) / ).s nZ W V∈ h a  При 
этом, если s′  – другое сечение, то 

1ω ω ( , ( , ) / ),s s nB W V′− ∈ h a  и поэтому класс 
[ω ]s  элемента ωs  не зависит от выбора сечения. 

Пусть g  – подалгебра ступени нильпотент-
ности n, = ( ),πh g  = kerπa  и [ ]ω  – соответст-
вующий подалгебре g  элемент пространства 

1( , ( , ) / ).nH W Vh a  Тогда имеет место равенство 

1(ω( ) ). = .n nW V−+h a  

Действительно, как и ранее, отождествим 
V  c nV W×  при помощи некоторого сечения 

: .s W V→  Поскольку ( ) = 0nVg  и 1( ) = 0,nW −h  то  

1 1

1
1 1

= ( ) = ({0} ) =

(ω( ) ). ( ) = (ω( ) ). {0}.

n n
n

n
n n

V V W

W W W

− −

−
− −

×

= + × + ×

g g

h a h h a
 

Обратно, пусть h  – подалгебра в ( )Wgl  
ступени нильпотентности 1,n −  U  – неко-
торый тривиальный h -модуль, a  – подмо-
дуль h -модуля ( , ),W U  и элемент  

1[ ] ( , ( , ) / )H W Uω ∈ h a  таков, что  

1( ( ) ). = .nW U−ω +h a  

Тогда в векторном пространстве =V U W×  
может быть определена структура линейной ал-
гебры Ли:  

= {( , ) (( ( ))( ), ( )) | , },u w y x w x w x y+ ω ∈ ∈g h a  

превращающая g  в подалгебру ступени нильпо-
тентности n, такую, что 1( ) =nV U−g  и = ( ).πh g  

Таким образом, показано, что существует 
взаимно-однозначное соответствие между 
подалгебрами ступени нильпотентности n  и 
тройками ( , , [ ]),ωh a  где h  – подалгебра ступе-
ни нильпотентности 1,n −  a  – подмодуль  
h -модуля ( , )W U  и 1[ ] ( , ( , ) / ),H W Uω ∈ h a  

1( ( ) ). = .nW U−ω +h a  
Для подалгебры ( )W⊂h gl  и подмодуля 

( , )W U⊂a   определим следующие подгруппы: 

1( ) = { ( ) | = },A GL W −ϕ∈ ϕ⋅ ⋅ϕh h h  

( , ) = {( , ) ( ) ( ) | ( , ). =

, ( ), ( )},

A GL U GL W
A GL U

ψ ϕ ∈ × ψ ϕ
= ϕ∈ ψ ∈

h a a

a h
 

где 1( , ). =y y −ψ ϕ ψ ϕ  для .y ∈a  
Пусть 1g  и 2g  – две алгебры Ли, соответст-

вующие тройкам 1( , , [ ])ωh a  и 2( , , [ ]).ωh a  Тогда 
для того, чтобы алгебра Ли 1g  была сопряжена 
алгебре Ли 2 ,g  необходимо и достаточно, что-
бы элементы 1[ ]ω  и 2[ω ]  были сопряжены от-
носительно действия группы ( , )A h a  в про-
странстве 1( , ( , ) / ).H W Uh a  

Действительно, пусть подалгебры 1g  и 2g  
сопряжены при помощи элемента ( ),h GL V∈  
т. е. 1

1 2= .h h−⋅ ⋅g g  Тогда изоморфизм h  может 
быть записан в виде 

: ( , ) ( ( ) ( ), ( )),h u uω ψ + α ω ϕ ω  

где ( ),GL Uψ ∈  ( ),GL Wϕ∈  ( , ).W Uα∈  Сле-
довательно, ( , ) ( , )Aψ ϕ ∈ h a  и  

1 1 1 1
1 2ψ ω ( ) φ ψ φ ( ) φ = ω (φ )x x x− − − −⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + α ⋅ ϕ +a a  

для всех .x∈h  
Поскольку 1( ) = .( ) ( , ( , )),x x B W Uα −α ∈ h   то 

элементы 1[ ]ω  и 2[ ]ω  сопряжены относитель-
но группы ( , ).A h a  Обратное утверждение оче-
видно.  

Таким образом, получаем алгоритм класси-
фикации линейных алгебр ступени нильпо-
тентности n  по алгебре ( )W⊂h gl  ступени 

1n −  и векторному пространству U. 
1. Определяем группу ( )A h  и ее действие в 

пространстве ( , ),W U  где U  – тривиальный  
h -модуль.  

2. С точностью до группы ( )A h  производим 
классификацию подмодулей h -модуля ( , ).W U  

3. Для всякого подмодуля a  из предыдуще-
го пункта классифицируем элементы 

1[ ] ( , ( , ) / ),H W Uω ∈ h a  такие ,  что  
1( ( ) ). = .nW U−ω +h a  

4. Для каждой тройки ( , , [ ])ωh a  строим со-
ответствующую подалгебру ( ),V⊂g gl  где 

= .V U W×  
Тогда всякая подалгебра g  ступени нильпо-

тентности n, такая, что ( ) =V Ug  и ( ) = ,π g h  сопря-
жена одной и только одной из построенных алгебр. 

Получим классификацию подалгебр в 
(4, ),gl  состоящих из нильпотентных элемен-

тов. Решение этой задачи является первым ша-
гом в алгоритме классификации всех подалгебр 
алгебры Ли (4, ),gl  описанном ранее. При 
классификации подалгебр, состоящих из ниль-
потентных элементов, мы используем методи-
ку, приведенную выше. 

Теорема. Любая подалгебра в (4, ),gl  со-
стоящая из нильпотентных элементов, со-
пряжена одной и только одной из следующих 
подалгебр: 
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0 0 0

0 0 0 0

x y
x z

x

 
 
 
 
 
 

, 

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y
z u

x

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

x y z
x y

x

α 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

y x z
u
x

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

x y z
y
x

− 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z u
x
y

 
 
 
 
 
 

, 

0 (1 ) (1 )

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

x y z
y
x

+ α − α 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z x
u z

y

− 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

x x y z
y
x

− + 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z u x
y u

z

− 
 
 
 
 
 

,

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z x
y u

y

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u v
x
z

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z u
x

x

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

y u v
x z

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z u
y x

z

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y v x
u z

y

 
 
 
 
 
 

, 
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0 0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y z
y u

x

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u v
y x

z

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u x
z y

z

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u v x
u z

y

+ 
 
 
 
 
 

,

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u z u x
y z

u

− + 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y v x
u z

u

 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y y u x
z u

y

− + 
 
 
 
 
 

, 

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y v w
x z

u

 
 
 
 
 
 

, 

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

y u
v x

z

 
 
 
 
 
 

, нулевая. 

Действительно, приведем пример класси-
фикации подалгебр из нильпотентных элемен-
тов в (4, )gl  по заданной подалгебре h  в 

(3, ).gl  Пусть  

1 2

0 0

= { } = 0 0 ,

0 0 0

x
x e y e y x y

  
  ⋅ + ⋅ ∈  
  
  

h  –  

подалгебра ступени нильпотентности 2, 
1 2 3 4{ , , , }u u u u  – стандартный базис в 4  и 

1= ,U u   2 3 4= , , .W u u u   Тогда в базисе 
* * *
2 1 3 1 4 1{ , , }u u u u u u⊗ ⊗ ⊗  h -модуль ( , )W U  

имеет вид 

0 0 0

= 0 0 0 , .

0

x y
x y

  
   ∈  
  
  

h   

Всякий его подмодуль сопряжен одному из 
следующих: {0},  *

4 1 ,u u ⊗   * *
3 1 4 1, ,u u u u ⊗ ⊗   

( , ).W U  
1. Пусть = {0}.a  Векторы  

*
1 1 2 1

* *
2 1 3 1 2 2 1

:{ },

:{ , },

v e u u

v e u u e u u

⊗

⊗ ⊗



 
 

*
3 2 3 1:{ },v e u u⊗  

*
4 1 4 1:{ },v e u u⊗  

*
5 2 4 1:{ }v e u u⊗  

образуют базис пространства 1( , , ))Z W Uh   и 
при этом 1

4 5( , ( , )) = , .B W U v v h   Отождествим 
трехмерное пространство 1( , ( , ))H W Uh   с 
множеством симметрических матриц второго 
порядка. Тогда действие группы ( , )A h a  примет 
вид 

1 1( , ). = ,ta A B a A B A− −⋅ ⋅ ⋅  

где *,a∈  (2, ).A GL∈   Условие 2( ). =W Uω h  
равносильно 0.B ≠  С точностью до указанного 
действия матрица B  принимает одну из сле-
дующих форм:  

1 0 1 0
, .

0 0 0 1

     
    
     

 

Соответствующие подалгебры имеют вид 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
, , , .

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

x x y
x x

x y
y y

    
    
     ∈             

  

2. Пусть *
4 1= .u u ⊗ a  Тогда h-модуль 

( , ) /W U a  тривиален и четырехмерное про-
странство 1( , , ) / )H W Uh a  можно отождест-
вить с множеством матриц второго порядка. 
При этом классы когомологий, соответствую-
щие матрицам B  и ,B′  сопряжены относитель-
но группы ( , ),A h a  если 1 1= tB a A B A− −′ ⋅ ⋅ ⋅  для 
некоторых *,a∈  (2, ).A GL∈   Классы экви-
валентности матриц имеют вид 

0 1 1 0 1 1 1
, , , , .

1 0 0 0 1 0 1

 α        α −α        − − −α         
  

Им соответствуют следующие подалгебры:   

0 0 0

0 0 0 0 0 0
, ,

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

y x z x z
x x
y y

−   
   
   
   
   
   

 

0

0 0 0
,

0 0 0

0 0 0 0

x y x z
x
y

+ − 
 
 
 
 
 

 

0

0 0 0
, , , , .

0 0 0

0 0 0 0

x y x y z
x

x y z
y

+ α −α + 
 
  α −α ∈
 
 
 

  

3. Пусть * *
3 1 4 1= , .u u u u ⊗ ⊗ a  Тогда h-мо-

дуль ( , ) /W U a  является тривиальным. Отож-
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дествим пространство 1( , ( , ) / )H W Uh a  с 2.  
При этом действие группы ( , )A h a  запишется в 
виде  

1( , ). = ,ta A v a A v−⋅ ⋅  

где 2,v∈  *a ∈  и A  – невырожденная 
верхнетреугольная матрица второго порядка. 
При заданном действии вектор v  эквивалентен 
одному из следующих:  

0 1 0
, , .

0 0 1

       
      
       

 

Соответствующие подалгебры имеют вид  

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

, , , .

z u x z u y z u
x x x
y y y

x y z u

      
      
                         

∈

 

4. Пусть = ( , ).W Ua   Тогда подмодулю a  
соответствует единственная подалгебра:   

0

0 0 0
, , , , , .

0 0 0

0 0 0 0

z u w
x

x y z u v w
y

  
  
   ∈       



 

Аналогичным образом могут быть рассмот-
рены все оставшиеся случаи. 

Заключение. Описаны с точностью до со-
пряженности подалгебры алгебры Ли (4, ),gl  
состоящие из нильпотентных эндоморфизмов. 
Решение этой задачи является первым шагом  
в классификации всех подалгебр алгебры Ли 

(4, ).gl   
Алгоритмы классификации, описанные в 

работе, могут быть компьютеризованы и ис-
пользованы для решения аналогичных задач в 
больших размерностях.  
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