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Одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связей между

кривизной и топологической структурой многообразия. В общем случае задача ис-

следования многообразий различных типов является достаточно сложной. Поэтому

естественно рассматривать данную задачу в более узком классе псевдоримановых

многообразий, например в классе однородных псевдоримановых многообразий.

Настоящая статья является продолжением одноименной работы (части 1). В статье

определены основные понятия – изотропно-точная пара, псевдориманово однород-

ное пространство, аффинная связность, тензоры кривизны и кручения, связность

Леви –Чевита, тензор Риччи, Риччи-плоское, Эйнштейново, Риччи-параллельное,

локально-симметрическое, конформно-плоское пространства. В работе для трехмерных

псевдоримановых однородных пространств определено, при каких условиях пространство

является Риччи-плоским, Эйнштейновым, Риччи-параллельным, локально-симметрическим

или конформно-плоским. Кроме этого, для всех указанных пространств выписаны в явном

виде связности Леви –Чевита, тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии, ска-

лярные кривизны, тензоры Риччи. Полученные результаты могут найти приложения

в математике и физике, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях

сводятся к изучению инвариантных объектов на однородных пространствах.

Ключевые слова: группа преобразований, псевдориманово многообразие, тензор Риччи,

Эйнштейново пространство, конформно-плоское пространство.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию многообразий Эйнштейна, локально-симметрических, Риччи-
параллельных и конформно-плоских многообразий посвящены работы многих
математиков. Локально-симметрические пространства введены П. A. Широковым
и Э. Картаном. Естественные обобщения симметрических пространств привели
к другим, не менее интересным классам пространств, одним из которых яв-
ляется класс псевдоримановых пространств с параллельным тензором Риччи, теория
которых сводится к теории Эйнштейновых пространств (в книге А. Бессе [1]
собраны факты по Эйнштейновым многообразиям, полученные различными
авторами, см. также обзор М. Вана [2]). Многомерным обобщением двумерных
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многообразий с локально изотермической координатной системой [3] являются
конформно-плоские многообразия (см., например, [1]). В случае многообразий
постоянной скалярной кривизны класс конформно-плоских многообразий содержится
в классе эйнштейновоподобных многообразий в смысле А. Грея [4]. Исследованию
многообразий указанных классов посвящены работы М. А. Акивиса, В. В. Гольд-
берга, Н. Кюйпера, Д. В. Алексеевского, Б. Н. Кимельфельда, Е. Д. Родионова,
В. В. Славского, О. Ковальского, С. Никшевича и др. (см., например, [5–8]); задача
описания многообразий каждого типа не решена в полном объеме, но для некоторых
классов пространств получен ответ (подробнее см. обзор [9]).

Настоящая статья является продолжением одноименной работы (части 1), при из-
ложении сохранены обозначения, введенные ранее. В работе продолжается изучение
геометрических свойств трехмерных псевдоримановых однородных пространств, в
части 2 внимание сосредоточено на однородных пространствах, не допускающих
риманову метрику. В ней приведены основные факты по указанным пространствам
и их классификация, далее изучена геометрия каждого класса, а именно для
трехмерных псевдоримановых однородных пространств выписаны в явном виде
связности Леви–Чевита, тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии, тензоры
Риччи и определено, в каких случаях пространство является Риччи-плоским,
Эйнштейновым, Риччи-параллельным, локально-симметрическим либо конформно-
плоским.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть M — дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует
группа G, G = Gx — стабилизатор произвольной точки x ∈ M . Проблема класси-
фикации однородных пространств (M , G) равносильна классификации (с точностью
до эквивалентности) пар групп Ли (G, G), где G ⊂ G (см., например, [10]). Пусть
ḡ — алгебра Ли группы Ли G, а g — подалгебра, соответствующая подгруппе G.
Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если точно изотропное представление
подалгебры g.

Псевдориманово однородное пространство задается тройкой (G,M,g), где G —
связная группа Ли, M является связным гладким многообразием с транзитивным
действием G, а g — инвариантная псевдориманова метрика на M . Инвариантные
псевдоримановы метрики g на M находятся во взаимно-однозначном соответствии
с инвариантными симметрическими невырожденными билинейными формами B на
G-модуле ḡ/g ( [11]). Существует единственное (с точностью до эквивалентности)
псевдориманово однородное пространство (G,M,g), соответствующее (ḡ, g, B), та-
кое, что M односвязно и G связна [12]. Будем называть тройку (ḡ, g, B) локально
псевдоримановым однородным пространством. Там, где это не будет вызывать
разночтения, будем отождествлять подпространство, дополнительное к g в ḡ, и фак-
торпространство m = ḡ/g.

2. ТРЕХМЕРНЫЕ ПСЕВДОРИМАНОВЫ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Локально псевдоримановы однородные пространства, не допускающие риманову
метрику (только псевдориманову), описаны в работе [13]:

Теорема 1. Пусть (ḡ, g, B) — локально псевдориманово однородное простран-
ство, не допускающее риманову метрику, codimḡg = 3 и g 6= {0}. Оно эквива-
лентно только одной из троек, приведенных в табл. 1 (ei (i = 1, 3) — базис g,
u1, u2, u3 — базис m, нумерация пар соответствует приведенной в [14]).
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Таблица 1 / Table 1

Локально псевдоримановы пространства / Locally pseudo-Riemannian spaces

B Пара (ḡ, g) / Pair (ḡ, g)

1.1.1, λ = −1, ḡ = (so(1, 1)⋌ R
2)× R, g = so(2),

B =







0 1 0

1 0 0

0 0 ±1







e1 u1 u2 u3
e1 0 u1 −u2 0

u1 −u1 0 0 0

u2 u2 0 0 0

u3 0 0 0 0

B =







0 1 0

1 0 0

0 0 a






, a 6= 0

1.1.2, λ = −1 e1 u1 u2 u3
e1 0 u1 −u2 0

u1 −u1 0 0 0

u2 u2 0 0 u2
u3 0 0 −u2 0

1.1.6 e1 u1 u2 u3
e1 0 u1 −u2 0

u1 −u1 0 u3 0

u2 u2 −u3 0 0

u3 0 0 0 0

1.1.5, ḡ = sl(2,R)× R, g = so(1, 1),

B =







0 a 0

a 0 0

0 0 ±1






, a 6= 0

e1 u1 u2 u3
e1 0 u1 −u2 0

u1 −u1 0 e1 0

u2 u2 −e1 0 0

u3 0 0 0 0

B =







0 a 0

a 0 0

0 0 b






, ab 6= 0

1.1.7, ḡ = sl(2,R)× R e1 u1 u2 u3
e1 0 u1 −u2 0

u1 −u1 0 e1+u3 0

u2 u2 −e1−u3 0 0

u3 0 0 0 0

B = ±







0 0 1

0 −1 0

1 0 0







1.8.1, 1.8.4, 1.8.5 e1 u1 u2 u3
e1 0 0 u1 u2
u1 0 0 0 0

u2 −u1 0 0 δe1
u3 −u2 0 −δe1 0

δ = 0, 1,−1

1.8.3 e1 u1 u2 u3
e1 0 0 u1 u2
u1 0 0 0 u1
u2 −u1 0 0 u2 + αe1
u3 −u2 −u1 −u2 − αe1 0

2.21.1, λ = 0 e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 e2 u1 0 −u3
e2 −e2 0 0 u1 u2
u1 −u1 0 0 0 0

u2 0 −u1 0 0 0

u3 u3 −u2 0 0 0

✶✼✹ ❮%(>)9? ,'@.A
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Окончание табл. 1 / End of Table 1

B Пара (ḡ, g) / Pair (ḡ, g)

B = ±







0 0 1

0 −1 0

1 0 0






3.4.1, ḡ = so(2, 1)⋌ R

3, g = so(2, 1),

e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 e2 −e3 u1 0 −u3
e2 −e2 0 e1 0 u1 u2
e3 e3 −e1 0 u2 u3 0

u1 −u1 0 −u2 0 0 0

u2 0 −u1 −u3 0 0 0

u3 u3 −u2 0 0 0 0

B =







0 0 a

0 −a 0

a 0 ε






,

a 6= 0,

ε = ±1, 0

1.8.2, ḡ = sl(2,R)× R e1 u1 u2 u3
e1 0 0 u1 u2
u1 0 0 u1 u2
u2 −u1 −u1 0 u3
u3 −u2 −u2 −u3 0

B =







0 0 a

0 −a 0

a 0 0






, a 6= 0

2.21.4 e1 e2 u1 u2 u3
e1 0 e2 u1 0 −u3
e2 −e2 0 0 u1 u2
u1 −u1 0 0 u1 u2
u2 0 −u1 −u1 0 u3
u3 u3 −u2 −u2 −u3 0

3.4.2, ḡ=so(2, 2)∼=sl(2,R)×sl(2,R), g=so(2, 1)∼=sl(2,R),
e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 −e3 u1 0 −u3
e2 −e2 0 e1 0 u1 u2
e3 e3 −e1 0 u2 u3 0

u1 −u1 0 −u2 0 e2 −e1
u2 0 −u1 −u3 −e2 0 −e3
u3 u3 −u2 0 e1 e3 0

3.4.3, ḡ = so(3, 1) ∼= sl(2,C)R, g = so(2, 1) ∼= sl(2,R),
e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 e2 −e3 u1 0 −u3
e2 −e2 0 e1 0 u1 u2
e3 e3 −e1 0 u2 u3 0

u1 −u1 0 −u2 0 −e2 e1
u2 0 −u1 −u3 e2 0 e3
u3 u3 −u2 0 −e1 −e3 0

3. ГЕОМЕТРИЯ ТРЕХМЕРНЫХ ПСЕВДОРИМАНОВЫХ ОДНОРОДНЫХ
ПРОСТРАНСТВ

Аффинной связностью на паре (ḡ, g) называется такое отображение Λ : ḡ→ gl(m),
что его ограничение на g есть изотропное представление подалгебры, а все
отображение является g-инвариантным. Тензоры кручения T ∈ Inv T2

1(m) и
кривизны R ∈ Inv T3

1(m) для всех x, y ∈ ḡ имеют вид T (xm, ym)=Λ(x)ym−Λ(y)xm−[x, y]m,
R(xm, ym)=[Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y]). Псевдориманова связность, соответствующая фор-
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ме B, находится из соотношения

Λ(x)ym =
1

2
[x, y]m + u(x, y), где 2B(u(x, y), z) = B(x, [z, y]m) + B([z, x]m, y)

для всех x, y, z ∈ m. Существует единственная псевдориманова связность без
кручения, называемая Леви–Чевита связностью. Тензор Риччи определяется через
тензор кривизны следующим образом: Ric(x, y) = tr{z → R(z, x)y}, где x, y, z —
произвольные касательные вектора на многообразии.

С тензором Риччи связано несколько геометрических свойств многообразия.
Многообразие (M,g) называется Риччи-плоским, если тензор Риччи тождественно
равен нулю. Более общее условие – многообразие является Эйнштейновым, ес-
ли Ric = λg для некоторой константы λ. Условие Риччи-параллельности —
ковариантная производная тензора Риччи равна нулю. Если ковариантная производ-
ная тензора кривизны равна нулю, т.е. Λ(R) = 0, многообразие называется локально-
симметрическим.

Равенство нулю тензора Коттона (тензора Схоутена –Вейля):

C(x, y, z) = ∇z Ric(x, y)−∇y Ric(x, z) +
1

2(n− 1)
(∇yRg(x, z)−∇zRg(x, y)) ,

где x, y, z ∈ m (а R — скалярная кривизна) в размерности n = 3 является необхо-
димым и достаточным условием того, что многообразие является конформно-плос-
ким [15].

Теорема 2. Пусть (ḡ, g, B) — одно из трехмерных локально псевдоримановых
однородных пространств, представленных в теореме 1. Риччи-плоские,
Эйнштейновы, Риччи-параллельные, локально-симметрические и конформно-
плоские пространства выписаны в табл. 2 и 3.

Таблица 2 / Table 2

Риччи-плоские, Эйнштейновы и Риччи-параллельные пространства

Ricci-flat, Einstein and Ricci-parallel spaces

Пара Риччи-плоское Эйнштейново Риччи-параллельное

Pair Ricci-flat Einstein Ricci-parallel

1.1.1 да да (λ = 0) да

1.1.2 нет да (λ = −1/(2a)) да

1.1.5 нет нет да

1.1.6 нет нет нет

1.1.7 нет при b = a (λ = −1/(2a)) при b = a

1.8.1 да да (λ = 0) да

1.8.2 нет при ε = 0 (λ = 1/(2a)) при ε = 0

1.8.3 при α = 0 при α = 0 (λ = 0) при α = 0

1.8.4 нет нет да

1.8.5 нет нет да

2.21.1 да да (λ = 0) да

2.21.4 нет да (λ = 1/(2a)) да

3.4.1 да да (λ = 0) да

3.4.2 нет да (λ = 2/a) да

3.4.3 нет да (λ = −2/a) да

✶✼✻ ❮%(>)9? ,'@.A
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Таблица 3 / Table 3

Локально-симметрические и конформно-плоские пространства

Locally symmetric and conformally flat spaces

Пара Локально-симметрическое Конформно-плоское

Pair Locally-symmetric Conformally-flat

1.1.1 да да (R = 0)

1.1.2 да да (R = −3/(2a))

1.1.5 да да (R = −2/a)

1.1.6 нет нет (R = a/2)

1.1.7 при b = a при b = a (R = (b− 4a)/(2a2))

1.8.1 да да (R = 0)

1.8.2 при ε = 0 при ε = 0 (R = 3/(2a))

1.8.3 при α = 0 да (R = 0)

1.8.4 да да (R = 0)

1.8.5 да да (R = 0)

2.21.1 да да (R = 0)

2.21.4 да да (R = 3/(2a))

3.4.1 да да (R = 0)

3.4.2 да да (R = 6/a)

3.4.3 да да (R = −6/a)

Доказательство. Поскольку ограничение Λ : ḡ → gl(m) на g есть изотропное
представление подалгебры, связность однозначно определяется значениями на m.
Будем выписывать ее через Λ(u1), Λ(u2), Λ(u3), тензор кривизны R будем выписывать
значениями R(u1, u2), R(u1, u3), R(u2, u3), а кручения T — значениями T (u1, u2),
T (u1, u3), T (u2, u3).

Рассмотрим, например, случай 1.8.2. Аффинная связность имеет вид [13] (по
умолчанию все параметры принадлежат R)





0 p12 p13
0 0 p12
0 0 0



,





−p12 q12 q13
0 q11+p12 q12+p13
0 0 q11+2p12



,





r11 r12 r13
−p12 r11+q12 r12+q13
0 −p12 r11+2q12+p13



.

Связность является связностью Леви–Чевита при выполнении следующих
условий:

(2p12 − 1)a = 0, −(2p12 − 1)a = 0, 2p13a = 0, −(2p12 − 1)a = 0, 2q12a = 0,

(2p12 − 1)a = 0, −2(q12 + p13)a = 0, 2q13a+ 2εp12 = 0, (2p12 − 1)a = 0, 2r11a = 0,

−(2p12 − 1)a = 0, −2(r11 + q12)a = 0, 2r12a− 2εp12 + 2ε = 0, 2(r11 + 2q12 + p13)a = 0,

−2r12a− 2q13a− 2ε = 0, 2r13a+ 2εr11 + 4εq12 + 2εp13 = 0,

т. е. при r12 = −ε/(2a), p12 = 1/2, p13 = 0, q12 = 0, q13 = r12, r11 = 0, r13 = 0.
Полученная связность имеет вид, представленный в табл. 4.

Тензор кривизны R(xm, ym) = [Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y]) инвариантной аффинной
связности:

R(u1, u2) =





0 p2
12
− p12 3p13p12 − p13

0 0 p2
12
− p12

0 0 0



 ,
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R(u1, u3)=





−p2
12
+ p12 q12p12 − p13p12 − q12 p12q13 + 2p13q12 + p2

13
− q13

0 −q11 − p12 q12p12 + 2p13p12 − q12 − p13
0 0 p2

12
− q11 − 2p12



,

R(u2, u3)=

=





−q12p12−r11 −r12p12+q2
12
−p12q13−r12 −2p12r13+3q12q13+q13p13−r12p13−r13

−p2
12
+p12 −p13p12−r11−q12 q2

12
+2p13q12+p2

13
−r12p12−r12−q13

0 −p2
12
+p12 q12p12+p13p12−r11−2q12−p13



.

Таблица 4 / Table 4

Аффинные связности / Affine connections

Пара / Pair Аффинная связность / Affine connection

1.1.1, 1.1.5 нулевая

1.1.2







0 0 1/2

0 0 0

0 −1/(2a) 0






,







0 0 0

0 0 1/2

−1/(2a) 0 0






,







1/2 0 0

0 −1/2 0

0 0 0







1.1.6







0 0 −a/2

0 0 0

0 1/2 0






,







0 0 0

0 0 a/2

−1/2 0 0






,







−a/2 0 0

0 a/2 0

0 0 0







1.1.7







0 0 −b/(2a)

0 0 0

0 1/2 0






,







0 0 0

0 0 b/(2a)

−1/2 0 0






,







−b/(2a) 0 0

0 b/(2a) 0

0 0 0







1.8.1 нулевая

1.8.2







0 1/2 0

0 0 1/2

0 0 0






,







−1/2 0 −ε/(2a)

0 0 0

0 0 1/2






,







0 −ε/(2a) 0

−1/2 0 −ε/a

0 −1/2 0







1.8.3







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 1 0

0 0 1

0 0 0






,







−1 0 0

0 0 0

0 0 1







1.8.4, 1.8.5 нулевая

2.21.1 нулевая

2.21.4







0 1/2 0

0 0 1/2

0 0 0






,







−1/2 0 0

0 0 0

0 0 1/2






,







0 0 0

−1/2 0 0

0 −1/2 0







3.4.1–3.4.3 нулевая

Алгебра Ли группы голономии инвариантной связности Λ : ḡ → gl(3,R) на паре
(ḡ, g) — это подалгебра алгебры Ли gl(3,R) вида V +[Λ(ḡ), V ]+ [Λ(ḡ), [Λ(ḡ), V ]]+ . . . ,
где V — подпространство, порожденное множеством {[Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y])|x, y ∈ ḡ}.

Для связности Леви–Чевита (т.е. при r12 = −ε/(2a), p12 = 1/2, p13 = 0, q12 = 0,
q13 = r12, r11 = 0, r13 = 0) тензор кривизны имеет вид, представленный в табл. 5, а
алгебра голономии — вид, представленный в табл. 6.

Тензор кручения примет вид T (u1, u2) = (2p12 − 1, 0, 0), T (u1, u3) =
= (p13 − r11, 2p12 − 1, 0), T (u2, u3) = (q13 − r12, p13 − r11, 2p12 − 1), при r12 = −ε/(2a),
p12 = 1/2, p13 = 0, q12 = 0, q13 = r12, r11 = 0, r13 = 0 тензор кручения нулевой. Тогда
тензор Риччи Ric(x, y) = tr{z → R(z, x)y} имеет вид

Ric =





0 0 −2p2
12
+ 2p12

0 2p2
12
− 2p12 2p13p12 − q12p12 + r11 + 2q12

−2p2
12
+ 2p12 q12p12 − 2p13p12 − 2q12 − r11 S



 ,
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где S = p12q13+4p13q12+2p2
13
−2q13+q2

12
−r12p12−r12, т.е. для связности Леви–Чевита

тензор Риччи примет вид, представленный в табл. 7.

Таблица 5 / Table 5

Тензоры кривизны / Curvature tensors

Пара / Pair Тензор кривизны / Curvature tensor

1.1.1 нулевой

1.1.2







−1/(4a) 0 0

0 1/(4a) 0

0 0 0






,







0 0 −1/4

0 0 0

0 1/(4a) 0






,







0 0 0

0 0 −1/4

1/(4a) 0 0







1.1.5







−1 0 0

0 1 0

0 0 0






,







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 0 0

0 0 0

0 0 0







1.1.6







3a/4 0 0

0 −3a/4 0

0 0 0






,







0 0 −a2/4

0 0 0

0 a/4 0






,







0 0 0

0 0 −a2/4

a/4 0 0







1.1.7







−(−3b+ 4a)/(4a) 0 0

0 (−3b+ 4a)/(4a) 0

0 0 0






,







0 0 −b2/(4a2)

0 0 0

0 b/(4a) 0






,







0 0 0

0 0 −b2/(4a2)

b/(4a) 0 0







1.8.1 нулевой

1.8.2







0 −1/4 0

0 0 −1/4

0 0 0






,







1/4 0 ε/(4a)

0 0 0

0 0 −1/4






,







0 ε/a 0

1/4 0 5ε/(4a)

0 1/4 0







1.8.3







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 −α 0

0 0 −α

0 0 0







1.8.4







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 −1 0

0 0 −1

0 0 0







1.8.5







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,







0 1 0

0 0 1

0 0 0







2.21.1 нулевой

2.21.4







0 −1/4 0

0 0 −1/4

0 0 0






,







1/4 0 0

0 0 0

0 0 −1/4






,







0 0 0

1/4 0 0

0 1/4 0







3.4.1 нулевой

3.4.2







0 −1 0

0 0 −1

0 0 0






,







1 0 0

0 0 0

0 0 −1






,







0 0 0

1 0 0

0 1 0







3.4.3







0 1 0

0 0 1

0 0 0






,







−1 0 0

0 0 0

0 0 1






,







0 0 0

−1 0 0

0 −1 0
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Таблица 6 / Table 6

Алгебры голономии / Holonomy algebras

Пара Алгебра голономии Пара Алгебра голономии

Pair Holonomy algebra Pair Holonomy algebra

1.1.1 нулевая 1.8.1 нулевая

1.1.5







p1 0 0

0 −p1 0

0 0 0






1.1.6







p1 0 −ap2
0 −p1 −ap3
p3 p2 0







1.1.7







p1 0 −(b/a)p2
0 −p1 −(b/a)p3
p3 p2 0






1.1.2







p1 0 −ap2
0 −p1 −ap3
p3 p2 0







1.8.2







p1 p2 − (ε/a)p3 (ε/a)p1
p3 0 p2
0 p3 −p1






1.8.3 при α 6= 0 —







0 p1 0

0 0 p1
0 0 0







при α = 0 — нулевая

1.8.4







0 p1 0

0 0 p1
0 0 0






1.8.5







0 p1 0

0 0 p1
0 0 0







2.21.1 нулевая 3.4.1 нулевая

2.21.4







p1 p2 0

p3 0 p2
0 p3 −p1






3.4.2, 3.4.3







p1 p2 0

p3 0 p2
0 p3 −p1







Таблица 7 / Table 7

Тензоры Риччи / Ricci tensors

Пара Тензор Риччи Пара Тензор Риччи

Pair Ricci tensor Pair Ricci tensor

1.1.1 нулевой 1.8.1 нулевой

1.1.5







0 −1 0

−1 0 0

0 0 0






1.1.6







0 a/2 0

a/2 0 0

0 0 −a2/2







1.1.7







0 (b−2a)/(2a) 0

(b−2a)/(2a) 0 0

0 0 −b2/(2a2)






1.1.2







0 −1/(2a) 0

−1/(2a) 0 0

0 0 −1/2







1.8.2







0 0 1/2

0 −1/2 0

1/2 0 3ε/(2a)






1.8.3







0 0 0

0 0 0

0 0 −α







1.8.4







0 0 0

0 0 0

0 0 −1






1.8.5







0 0 0

0 0 0

0 0 1







2.21.1 нулевой 3.4.1 нулевой

2.21.4







0 0 1/2

0 −1/2 0

1/2 0 0






3.4.2, 3.4.3







0 0 ±2

0 ∓2 0

±2 0 0
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Пространство является Риччи-плоским (тензор Риччи равен нулю) при p12 = 0,
q13 = 2p13q12 + p2

13
+ q2

12
/2 − r12/2, r11 = −2q12 либо при p12 = 1, q13 = 4p13q12 +

+ 2p2
13

+ q2
12
− 2r12, r11 = −2p13 − q12. Для метрической связности получаем, что

пространство не может являться Риччи-плоским.
Пространство является Эйнштейновым при Ric = λB, т.е. при λa = −2p12(p12−1),

λε = (p12q13 + 4p13q12 + 2p2
13
− 2q13 + q2

12
− r12p12 − r12), r11 = −2p13p12 + q12p12 − 2q12

либо при λ = 0, p12 = 0, q13 = 2p13q12 + p2
13

+ q2
12
/2 − r12/2, r11 = −2q12, либо при

λ = 0, p12 = 1, q13 = 4p13q12 + 2p2
13

+ q2
12
− 2r12, r11 = −2p13 − q12. Для случая

r12 = −ε/(2a), p12 = 1/2, p13 = 0, q12 = 0, q13 = r12, r11 = 0, r13 = 0 (т.е. для
связности Леви–Чевита) получаем, что пространство является Эйнштейновым при
ε = 0 (λ = 1/(2a)).

Пространство является Риччи-параллельным, если ковариантная производная
тензора Риччи равна нулю, т.е. если либо p13 = 0, q12 = 0, q13 = −r12(p12 + 1)/p12,
r11 = 0, r13 = 0, либо p12 = 0, q13 = 2p13q12 + p2

13
+ q2

12
/2 − r12/2, r11 = −2q12, либо

p12 = 0, q13 = 2p13q12+p2
13
+q2

12
/2−r12/2, r11 = −3q12/2−p13/2, либо p12 = 0, p13 = −q12,

r11 = −q12, либо p12 = 1, p13 = −r11/2− q12/2, q13 = −r11q12− q2
12
/2+ r2

11
/2− 2r12. Для

связности Леви–Чевита видим, что пространство является Риччи-параллельным при
ε = 0.

Пространство является локально-симметрическим при Λ(R) = 0, т.е. при p12 = 0,
q12 = −2p13, q13 = −3p2

13
, r11 = 2p13, r12 = 4p2

13
, r13 = p13(ε + 11ap2

13
)/a либо при

p12 = 0, p13 = 0, q12 = 0, q13 = 0, r11 = 0, либо при p12 = 0, p13 = 0, q13 = 0,
r11 = −5/4q12, r12 = q2

12
, r13 = −εq12/a, либо при p12 = 1, p13 = 0, q13 = q2

12
−2r12,

r11 = −q12, r13 = q12(q
2

12
− 2r12), либо при εp2

12
= ar12(p12 + 1), p13 = 0, q12 = 0,

q13p12 = −r12(p12 + 1), r11 = 0, r13 = 0. Для метрической связности, т.е. случая
r12 = −ε/(2a), p12 = 1/2, p13 = 0, q12 = 0, q13 = r12, r11 = 0, r13 = 0, пространство
является локально-симметрическим при ε = 0.

Пространство является конформно-плоским при равенстве нулю тензора Коттона
(скалярная кривизна R = −6p12(p12 − 1)/a). В случае связности Леви–Чевита
пространство является конформно-плоским при ε = 0 (R = 3/(2a)).

Рассмотрим теперь, например, случай 2.21.4. Аффинная связность имеет вид [13]




0 p12 0

0 0 p12
0 0 0



 ,





−p12 0 0

0 0 0

0 0 p12



 ,





0 0 0

−p12 0 0

0 −p12 0



 .

Связность является связностью Леви–Чевита при (2p12 − 1)a = 0, т.е при p12 = 1/2,
и имеет вид, представленный в табл. 4.

Тензор кривизны инвариантной аффинной связности:




0 p2
12
−p12 0

0 0 p2
12
−p12

0 0 0



,





−p2
12
+p12 0 0

0 0 0

0 0 p2
12
−p12



,





0 0 0

−p2
12
+p12 0 0

0 −p2
12
+p12 0



.

При p12 = 1/2 тензор кривизны имеет вид, представленный в табл. 5, а алгебра
голономии — вид, представленный в табл. 6. Тензор кручения — (2p12 − 1, 0, 0),
(0, 2p12 − 1, 0), (0, 0, 2p12 − 1), при p12 = 1/2 тензор кручения нулевой. Тензор Риччи

Ric =





0 0 −2p2
12
+ 2 · p12

0 2p2
12
− 2p12 0

−2p2
12
+ 2p12 0 0



 ,
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т. е. для связности Леви–Чевита тензор Риччи имеет вид, представленный в табл. 7.
Пространство является Риччи-плоским (тензор Риччи равен нулю) при p12 = 0

или p12 = 1, т.е. для метрической связности пространство не является Риччи-
плоским. Пространство всегда является Эйнштейновым, так как Ric = λB при
λ = −2(p12 − 1)p12/a. Для случая p12 = 1/2 получаем, что пространство является
Эйнштейновым (при λ = 1/(2a)). Пространство является Риччи-параллельным при
любых значениях параметра, в том числе и для p12 = 1/2 (т.е. для связности Леви–
Чевита). Пространство всегда является локально-симметрическим (в том числе и для
случая p12 = 1/2). Пространство является конформно-плоским при любых значениях
параметра (скалярная кривизна R = −6(p12 − 1)p12/a), в том числе и для связности
Леви–Чевита (R = 3/(2a)).

Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Прямыми вычислениями для всех псевдоримановых однородных пространств по-

лучаем, что связности Леви–Чевита имеют вид, приведенный в табл. 4, а их тензоры
кривизны – вид, приведенный в табл. 5 (тензоры кручения во всех случаях нулевые).

Алгебры голономии указанных связностей приведены в табл. 6.
Тензоры Риччи найденных связностей приведены в табл. 7, а скалярные кривизны

R – в табл. 3. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для трехмерных псевдоримановых однородных пространств, не
допускающих риманову метрику (только псевдориманову), определено, при каких
условиях пространство является Риччи-плоским, Эйнштейновым, Риччи-параллель-
ным, локально-симметрическим или конформно-плоским. Кроме этого, для всех
указанных пространств выписаны в явном виде связности Леви–Чевита, тензоры
кривизны и кручения, алгебры голономии, скалярные кривизны, тензоры Риччи. По-
лученные результаты могут найти приложения в математике и физике, поскольку
многие фундаментальные задачи в этих областях сводятся к изучению инвариантных
объектов на однородных пространствах.
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The problem of establishing links between the curvature and the topological structure of a ma-

nifold is one of the important problems of the geometry. In general, the purpose of the research

of manifolds of various types is rather complicated. Therefore, it is natural to consider this prob-

lem in a narrower class of pseudo-Riemannian manifolds, for example, in the class of homoge-

neous pseudo-Riemannian manifolds. This paper is a continuation of the part I. The basic notions,

such as an isotropically-faithful pair, a pseudo-Riemannian homogeneous space, an affine con-

nection, curvature and torsion tensors, Levi–Cevita connection, Ricci tensor, Ricci-flat, Einstein,

Ricci-parallel, locally symmetric, conformally flat space are defined. In this paper, for all three-

dimensional pseudo-Riemannian homogeneous spaces, it is determined under what conditions

the space is Ricci-flat, Einstein, Ricci-parallel, locally symmetric or conformally flat. In addition,

for all these spaces, Levi–Cevita connections, curvature and torsion tensors, holonomy algebras,

scalar curvatures, Ricci tensors are written out in explicit form. The results can find applications

in mathematics and physics, since many fundamental problems in these fields are reduced to the

study of invariant objects on homogeneous spaces.

Keywords: transformation group, pseudo-Riemannian manifold, Ricci tensor, Einstein space, con-

formally flat space.
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