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1. Модели и методы нелинейного программирования 
 

1.1. Классический метод определения безусловного экстремума 
 
Нелинейное программирование (НП) — это математический аппарат для 

поиска экстремума нелинейных функций при наличии ограничений. 
Общая задача НП определяется как задача нахождения максимума (или 

минимума) целевой функции f(x1,…,xn) на множестве Х, определяемом системой 
ограничений gi(x1,…,xn), где хотя бы одна из функций f(х) или gi(х) является не-
линейной. Задача НП может быть записана в следующем виде: 

                                  f(x1,…,xn) → max;                                             (1.1) 
gi(x1,…,xn) ≤ bi, i=1…m. 

Вектор х* = (x1*,…,xn*) называется допустимым планом, а если для любого 
х∈Х выполняется неравенство f(x)≥ f(x*), то х* называют оптимальным планом.  

Для определения безусловного экстремума, т.е. случая, когда на независи-
мые переменные не накладываются дополнительные ограничения, могут быть 
использованы методы дифференциального исчисления, когда f(x1,…,xn) имеет 
не ниже второй производной.  

Пусть задача оптимизации сформулирована в виде (1.1). 
Необходимые условия первого порядка для точки экстремума: если функ-

ция f(x1,…,xn) имеет в точке х*(x1*,…,xn*) экстремум, то частные производные 
первого порядка (если они существуют) в точке х* равны 0. Точка х*, в которой 
все частные производные функции f(x1,…,xn) равны 0, называется стационарной 
точкой. 

f
x

∂
∂

(x*) = grad f(x*) = 0.                                                (1.2)                                               

Для получения условий второго порядка для экстремума следует опреде-
лить в стационарной точке знак дифференциала второго порядка. Дифференци-
ал второго порядка обозначается d2f(x1,…,xn) и равен сумме произведений част-
ных производных второго порядка на соответствующие приращения аргумен-
тов. 

2

1 1

( )n n

i j
i j i j

f x dx dx
x x= =

∂
∂ ∂∑∑ = (∆x)TH(∆x),                               (1.3) 

где матрица Гессе H = 
ji xx

xf
∂∂

∂ )(2

 есть матрица дифференциалов второго порядка. 

Она является матрицей квадратичной формы относительно приращений          
dx1 = ∆x1,…, dxn = ∆xn. 

Достаточные условия для точки экстремума: пусть функция f(x1,…,xn) два-
жды дифференцируема. Если выполняется необходимое условие первого по-
рядка для точки экстремума, т.е. grad f(x*)=0 и матрица Гессе H(x*) отрица-
тельно (положительно) определена, то x* — точка строгого максимума (мини-
мума) функции f(x). 
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Пример 1.1. Исследовать функцию на экстремум. 
f = х1

4 + х2
4 – х1

2 – 2х1х2 – х2
2. 

 
Решение. Находим частные производные функции и приравниваем их ну-

лю: 
3
1 1 2

1

3
2 1 2

2

4 2x 2x 0;
 

4 2x 2x 0 .

f x
x
f x
x

∂ = − − = ∂
 ∂ = − − =
 ∂

 

Решаем систему уравнений. Вычитая из первого уравнения второе, полу-
чим 4х1

3 — 4х2
3 = 0, поэтому х1 = х2, и из первого уравнения найдем х1

3 — х1 = 0, 
откуда  х1 = 0, х2 = 1, х3 = —1.  

Имеем три стационарные точки: Х1 = (0;0); Х2 = (1;1); Х3 = (—1; —1). 
Найдем вторые частные производные: 

2
2
12

1
2

1 2
2

2 1
2

2
12

2

12 2;

2;
 

2; .

12 2.

f x
x

f
x x

f
x x

f x
x

∂
= −∂

 ∂
= −

∂ ∂


∂ = −∂ ∂


∂ = −∂

 

Вычисляем значения вторых частных производных в каждой стационарной 
точке, составляем определитель и применяем достаточное условие экстремума. 

В точке Х1 = (0;0) а11 = –2, а12 = а21 = –2, а22 = –2 и ∆ = 0, вопрос об экстре-
муме открыт (такая точка называется седловой).  

В точках Х2 = (1;1), Х3 = (–1; –1) а11 = 10, а12 = а21 = –2, а22 = 10 и ∆ = 96. 
Функция в этих точках имеет минимум, так как ∆ > 0, а11 > 0  и fmin = –2. ▼ 

 
1.2. Метод множителей Лагранжа 

 
Метод множителей Лагранжа позволяет отыскивать максимум или мини-

мум функции f(x1,…,xn) при ограничениях-равенствах. Основная идея метода 
заключается в переходе к задаче отыскания безусловного экстремума некото-
рой специально построенной функции Лагранжа.  

Пусть задача формулируется следующим образом: 
f(x1,…,xn)→ max;                                             (1.4) 

gi(x1,…,xn) = bi, i=1…m. 
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Предположим, что функции f, g1,…,gi,…,gm  дифференцируемы. Введем на-
бор переменных λ1,…,λi,…,λm, которые называются множителями Лагранжа, по 
числу ограничений и составим так называемую функцию Лагранжа следующе-
го вида: 

L(x1,…,xn; λ1,…,λm) = f(x1,…,xn) + ∑
=

m

i
i

1

λ (bi — gi(x1,…,xn)).           (1.5) 

Для того чтобы вектор х* = {xj*}, j=1…n являлся решением данной задачи, 
необходимо существование такого вектора λ* = {λ1*,…,λm*}, чтобы пара векто-
ров (х*, λ*) удовлетворяла системе уравнений: 










=−=
∂
∂

=
∂
∂

⋅+
∂
∂

=
∂
∂

.0*)(*)*,(

;0*)(*)(*)*,(

xgbxL

x
x
gx

x
fx

x
L

λ
λ

λλ

                      (1.6) 

Таким образом, метод множителей Лагранжа заключается в следующем: 
1) составляем функцию Лагранжа вида (1.5); 
2) составляем систему нелинейных уравнений (1.6); 
3) находим ее решения (х*, λ*) и исследуем функцию f(x1,…,xn) в окрестно-

сти точек х* на максимум (минимум) на основании достаточных условий экс-
тремума — знака второго дифференциала в стационарной точке.  

 
Пример 1.2. Исследовать функцию на максимум.  
 f = х1

2х2(4 – х1 – х2); 
х1 + 2х2 = 4;  
х1 ≥ 0, х2 ≥ 0. 
 
Решение. Составим функцию Лагранжа: 
L = х1

2х2(4 – х1 – х2) + λ(4 – х1 – 2х2). 
Найдем частные производные и приравняем их нулю. 















=−−=
∂
∂

=−−−=
∂
∂

=−−−=
∂
∂

.024

;0224

;0238

21

2
2
1

3
1

2
1

2

2
212

2
121

1

xxL

xxxx
x
L

xxxxxx
x
L

λ

λ

λ

 

Решая систему, получим стационарные точки, в которых найдем значения 
функции f. 

 









=−−−−−−

=−−−−−−

−=

.02)24(2)24()24(4
;0)24(2)24(3)24(8

;24

2
22

3
2

2
2

2
2
2

2
2222

21

λ

λ

xxxx
xxxxxx

xx
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Решая третье равенство системы, получим: 
(4 – 2х2)2(4 – 4 + 2х2 – 2х2) – 2λ = 0, откуда следует, что λ = 0. 
Учитывая, что λ = 0, выполним во втором равенстве системы некоторые 

преобразования: 
(4 – 2х2)(8х2 – 12х2 + 6х2

2 – 2х2
2) = 0;  

4х2(4 – 2х2)(х2 – 1) = 0; 
х2  = 0, или х2  = 2, или х2  = 1. 
Получаем три стационарные точки:  
1) Х1 = (4;0), f(х1, х2) = 0. 
2) Х2 = (1;2), f(х1, х2) = 0. 
3) Х3 = (2;1), f(х1, х2) = 4. 
 Найдем вторые частные производные: 

2
2

2 1 2 12
1
2

2
1

1 2
2

2
1

2 1
2

2
1 1 1 22

2

8 6 2 ;

2x ;
 

2x ; .

8 3 4 x .

L x x x x
x

L
x x

L
x x

L x x x
x

∂
= − −∂

 ∂
= −

∂ ∂


∂ = −∂ ∂


∂ = − −∂

 

Вычисляем значения вторых частных производных в точке, которой соот-
ветствует наибольшее значение функции, составляем определитель и применя-
ем достаточное условие экстремума. 

В точке Х3 = (2;1) а11 = – 6 < 0, а22 = 20 > 0, значит, функция в этой точке 
имеет максимум и fmax = 4. ▼ 

 
1.3. Теорема Куна–Таккера в нелинейном программировании 

 
Пусть задача НП имеет следующий вид (управляемые переменные прини-

мают неотрицательные значения, система ограничений представлена в форме 
неравенств): 

f(x1,…,xn) → max;                                            (1.7) 
gi(x1,…,xn) ≤ bi, i=1...m;  

x1,…, xn ≥ 0,  
где функции  f(х), gi(х), i=1...m, дифференцируемы. Вектор х* ≥ 0 является оп-
тимальным решением задачи тогда и только тогда, когда существует такой век-
тор λ* ≥ 0, что пара (х*,λ*) является седловой точкой функции Лагранжа L(х,λ), 
т.е. выполняются следующие условия: 

                        
x
L

∂
∂

 (x*,λ*) ≤  0                      
λ∂

∂L
 (x*,λ*) ≥  0                  (1.8) 
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x
L

∂
∂

 (x*,λ*)⋅x* = 0                    λ*
λ∂

∂L
 (x*,λ*) = 0 

x*≥  0                                         λ*≥  0 
 

Эти условия называются условиями Куна–Таккера и являются необходи-
мыми и достаточными для существования строгого локального максимума, ес-
ли целевая функция (строго) вогнутая, а функции ограничений выпуклые. 

Рассмотрим задачу, сформулированную в виде 
f(x1,…,xn) → min; 

gi(x1,…,xn) ≥ bi, i=1...m;  
x1,…,xn ≥ 0.  

Покажем ее эквивалентность задаче (1.7). Для этого обозначим f`(х)= –f(х), 
g`i(х) = –gi(х), и так как max f(х) ~ min {–f(х)}, то переходим к задаче вида (1.7). 

Среди возможных подходов к решению задач НП будем применять алго-
ритм, основанный на свойствах начальной точки, – выбор начальной точки с 
учетом ограничений. В этом случае начальная точка должна принадлежать до-
пустимому множеству, а дифференциальные уравнения перемещают точку по 
линиям уровня, увеличивая значение функции и постепенно приводя к реше-
нию. 

Схема решения задач вида (1.7) состоит в следующем: 
1) составляется функция Лагранжа вида (1.5);  
2) записываются условия Куна–Таккера (1.8); 
3) в случае необходимости исследуется функция f(x1,…,xn) в окрестности 

точек, подозрительных на экстремум, на максимум (минимум) на основании 
достаточных условий экстремума – знака второго дифференциала в стационар-
ной точке.  

 
Пример 1.3. Найти условный минимум функции, используя условия Куна–

Таккера для следующей задачи: 
f(х1, х2)=х1

2 + 2х2
2 – 2х1х2 + 5х1 – 6х2 →  min; 

 
.0,0

;6x
;123

21

21

21









≥≥
≥+
≤+

xx
x

xx

 

 
Решение. Перейдем к задаче на максимум, для чего поменяем знаки в ис-

ходной функции и во втором ограничении–неравенстве: 
–х1

2 – 2х2
2 + 2х1х2 – 5х1 + 6х2 →  mах; 

 
.0,0
6;x
;123

21

21

21









≥≥
−≤−−

≤+

xx
x

xx
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Составляем функцию Лагранжа: 
L = – х1

2 –  2х2
2 + 2х1х2 –  5х1 + 6х2 + λ1(12 –  х1 –  3х2) + λ2(– 6 + х1 + х2). 

Записываем условия Куна–Таккера: 

























≥≥
≥≥

=++−+−−

≥++−=
∂
∂

≥−−=
∂
∂

=+−++−++−−+−

≤+−++−=
∂
∂

≤+−−+−=
∂
∂

.0,0
;0,0

0;)6()312(

0;6

0;312

0;)3624()522(

0;3624

0;522

21

21

212211

21
2

21
1

2211212121

2112
2

2121
1

λλ

λλ
λ

λ

λλλλ

λλ

λλ

xx
xxxx

xxL

xxL
xxxxxx

xx
x
L

xx
x
L

 

Так как целевая функция строго вогнутая, а функции ограничений выпук-
лые, то система неравенств, входящих в условия Куна–Таккера, имеет единст-
венное решение в точке глобального максимума. Следовательно, отпадает не-
обходимость в исследовании знака второго дифференциала функции в стацио-
нарной точке. 

Обозначим на рисунке допустимое множество, для чего найдем точки пе-
ресечений уравнений х1 + 3х2 

 = 12 и х1 + х2 
 = 6 с осями координат и между со-

бой. 
                                            
 
 

 
 
                                                     
                                                       

 
 
 

Рис. 1.1 
 
Исходя из допустимого множества будем исследовать линии уровня, про-

ходящие через его граничные точки. 
Выберем в качестве начальной точки точку Х1=(12;0). Запишем условия 

Куна–Таккера:  

(12;0) (6;0) 

(3;3) 

х2 

х1 
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
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

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


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
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Решая систему, найдем значения λ1 и λ2: 









≥≥

=+−

=+−−

.0,0
0;330
0;29

21
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Проверим выполнение условий Куна–Таккера: 


















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0;0)4/1174/13621204(12)4/1174/1502122(
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0;4/1174/1502122

21

21

λλ
xx

 

Как показывают вычисления, условия Куна–Таккера выполняются не пол-
ностью. 

Проверим точку Х2=(6;0). Запишем условия Куна–Таккера:  


















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Решая систему, найдем значения λ1 и λ2: 









≥≥

=+−

=+−−

.0,0
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Проверим выполнение условий Куна–Таккера: 



















≥≥
≥≥

≠++−+⋅−−
≥++−

≥⋅−−
=+⋅−+⋅+⋅−++−−⋅+⋅−

=+⋅−+⋅+⋅−
=+−−⋅+⋅−

.0,0
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0;)066(17)03612(4/1
0;066
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0;174/1366204
0;174/150262

21

21

λλ
xx

 

Как показывают вычисления, условия Куна–Таккера выполняются не пол-
ностью. 

Проверим точку Х3=(3;3). Запишем условия Куна–Таккера:  


















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Решая систему, найдем значения λ1 и λ2: 









≥≥

=+−

=+−−

.0,0
0;3

0;5

21

21
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Проверим выполнение условий Куна–Таккера: 








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







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Как показывают вычисления, условия Куна–Таккера выполняются, значит, 
функция f(х1,х2) в точке Х3 = (3;3) имеет максимальное значение: 

f(3;3)= –32 – 2·32 + 2·3·3 – 5·3 + 6·3 = – 6. 
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Используя условие эквивалентности функций max f(х) ~ min{–f(х)} или 
minf(х) ~ max{–f(х)}, минимальное значение данной функции в точке Х3 = (3;3) 
будет составлять 6. ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Найти локальный экстремум функции: 
а) f(х1, х2)=х1

3 + х2
3 – 3х1х2; 

б) f(х1, х2)=х1
3х2

2(12 – х1 – x2), х1>0, х2>0. 
2. Найти экстремум функции методом Лагранжа: 
а) f(х1, х2)= х1

3 + х2
3 при х1 + x2=2, х1 ≥  0, х2 ≥  0; 

б) f(х1, х2)= х1х2 при х1
2 + х2

2 = 2. 
3. Решить задачу нелинейного программирования: 
а) f(х1, х2) = 2 – х1

2 – х2
2 → max; 

 
.0,0
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;1

21

2
12

21






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−≤

≥+

xx
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б) f(х1, х2) = (х1 – 4)2 + (х2 – 8)2 → min; 

 
.0,0
;14x2
;3052

21
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≥≥
≤+
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xx
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2. Модели поведения потребителей как модели нелинейного  

программирования 
 
Конкретное решение потребителя о покупке определённого набора товаров 

математически можно представить как выбор конкретной точки в пространстве 
товаров С = {х: х≥ 0}. Пусть n – конечное число рассматриваемых товаров,         
х = (х1,…,хn)Т – вектор-столбец товаров, приобретенных потребителем за опре-
делённый срок при заданных ценах и доходе за тот же срок. 

Предельной полезностью товара называется предел отношения прираще-
ний полезности к вызвавшему этот прирост приращению товара: 

ii
x x

U
x
U

i ∂
∂

=
∆
∆

→∆ 0
lim .                                                    (2.1) 

Пусть в (2.1) dxi = 0 для i = 3, 4,…, n. Тогда имеем 

02
2

1
1

=
∂
∂

+
∂
∂ dx

x
Udx

x
U

 ⇒ 
2

1

1

2

xU
xU

dx
dx

∂∂
∂∂

=− .                                (2.2) 

Предельная норма замены второго товара первым (2.2) равна отношению 
предельных полезностей этих товаров. Норма замены показывает, сколько тре-
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0 –P 
–PT   H 

буется единиц второго товара, чтобы заменить выбывшую малую единицу пер-
вого товара. 

Бюджетное множество – множество тех наборов товаров, которое может 
приобрести потребитель, имея доход М, В = {х: р⋅х ≤ М}, где р = (р1,…,рn) – век-
тор-строка цен. 

В теории потребления предполагается, что потребитель всегда стремится 
максимизировать свою полезность с учетом ограниченности дохода М. Таким 
образом, имеет место следующая модель НП:  

max U(x);                                                 (2.3) 
р⋅х ≤ М; 
 х ≥ 0.  

Считается, что потребитель покупает все виды товаров и услуг. Поэтому 
условия первого порядка принимают вид 







=⋅−=

=⋅−
∂

∂
=

.0),,,(

;0)(),,,(

xpMМрх

p
x
xUМрхФ

λϕ

λλ
                          (2.4) 

Решениями этой системы уравнений являются 
х* = х*(р, М)  и  λ* = λ*(р, М).                                           (2.5) 

Уравнение хj
* = xj

*(p1, p2,…, pn; M), j=1...n называется функцией спроса как 
функция от цен на товары и дохода. Уравнение λ* = λ*(р, М) отражает опти-
мальный множитель Лагранжа. Причём из формулы (2.4) следует, что λ*  пред-
ставляет собой предельную полезность денег – это количество, на которое уве-
личивается оптимальный уровень полезности, если произойдёт малое прираще-
ние дохода, а именно  

M
xU

∂
∂

=
∗

∗ )(
λ .                                              (2.6) 

Условия второго порядка для задачи потребительского выбора формули-
руются с помощью матрицы Гессе, получаемой окаймлением ценами:  

                                           









∂
∂
∂
∂

λ

λ
ϕ

Ф
 










∂
∂
∂
∂

x

x
Ф

ϕ

 =                         . 

В модели потребителей вводится понятие компенсированного изменения 
цен, которое сопровождается увеличением дохода потребителя, позволяющее 
ему поддерживать прежний уровень благосостояния. Найти компенсированное 
изменение цен в теории потребительского выбора помогает уравнение Слуцко-
го. Это уравнение позволяет увязать действие эффекта замены и эффекта дохо-
да с результирующим изменением спроса. 

j
i

compj

i

j

i x
M
x

p
x

p
x

⋅







∂
∂

−










∂
∂

=
∂
∂

, i, j = 1...n,                    (2.7) 
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      где 
j

i

p
x

∂
∂

 — результирующее воздействие; 

compj

i

p
x












∂
∂

— действие эффекта замены; 









∂
∂
M
xi  — действие эффекта дохода; 

j
i x

M
x

⋅







∂
∂

— отрицательное слагаемое, снимает искусственный прирост 

спроса, вызванный компенсирующим увеличением дохода. 
Введём обозначения эластичностей спроса по цене и доходу: 

l

j

j

l
jl p

x
x
pl

∂

∂
⋅=

∗

, 
M
x

x
Ml j

j
jM ∂

∂
⋅=

∗

.                                      (2.8) 

Эластичность спроса по цене 
l

j

l

j
jl p

x
p
x

l :
∂

∂
=  показывает относительное из-

менение (в %) величины спроса на какое-либо благо при изменении цены на это 
благо на 1 %. 

Эластичность спроса по доходу 
M
x

M
x

l jj
jM :

∂

∂
=  показывает относительное 

изменение (в %) величины спроса на какое-либо благо при изменении дохода 
потребителя на 1 %. 

Согласно теории потребителя сумма всех эластичностей спроса по цене и 
доходу равна 0 или для всякого товара сумма всех эластичностей по цене равна 
отрицательной эластичности по доходу: 

0
1

=+∑
=

jM

n

l
jl ll .                                                (2.9) 

 
Пример 2.1. Предпочтения потребителя заданы следующей функцией по-

лезности U(х1, х2) = 3х1 
2/3 х2 

1/3. Если его доход М = 100 у.е., цены товаров          
р1 = 5 у.е.,  р2 = 10 у.е., определить: 

1) какой набор товаров выберет потребитель; 
2) необходимый размер компенсации дохода при увеличении цены второго 

товара на ∆р2 = 2 у.е.; 
3) предельные полезности благ (товаров) и дохода; 
4) эластичности благ и дохода; 
5) частные производные блага по цене при компенсации дохода в опти-

мальной точке, используя уравнение Слуцкого; 
6) норму замены второго товара первым в оптимальной точке. 
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Решение. Составим модель поведения потребителя по базовой модели 
(2.3). 

max3)( 3/1
2

3/2
1 →= xxxU ; 





≥≥
≤+
.0,0

;

21

2211

xx
Mxpxp

 

1. Определим функции спроса на товары и максимальную полезность в оп-
тимальной точке.  

Составляем функцию Лагранжа. 
L = U(x) + λ (M – р1х1 – р2х2) = 3х1

2/3х2
1/3 + λ (M – р1х1 – р2х2). 




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∂
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⇒
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





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1
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
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ppxx

⇒




=−−

=

.02/
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211211

2112

pxppxpM
pxpx

⇒  




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=
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2112

xpM
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   ⇒  




==
=

.03/
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22

11
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pMx

 

 
При М = 100 у.е., р1 = 5 у.е. и  р2 = 10 у.е. 

х1* =  2·100/(3·5) = 40/3; 
х2* =  100/(3·10) = 10/3. 

Функция полезности в оптимальной точке равна 
U(х1,х2) = 3(2M/3р1)2/3(M/3р2)1/3 =  M(4/(р1

2р2))1/3; 
U(х1,х2) =  100·(4/(52·10))1/3 = 20·21/3. 

 
2. Необходимый размер компенсации дохода при увеличении цены второ-

го товара на ∆р2 = 2 у.е. равен 
M(4/(р1

2р2))1/3 = (M + ∆М)(4/(р1
2(р2+∆р2)))1/3; 

M + ∆М = 20·21/3/(4/(25·12))1/3 = 20·1501/3; 
∆М = 20·1501/3 – 100 ≈ 6,3. 

 
3. Найдем предельные полезности благ (товаров) и дохода: 

1x
U

∂
∂  = 2(х2/x1)1/3  = 2·(1/4)1/3; 

2x
U

∂
∂  = (х1/x2)2/3  = (16/1)2/3  = 2·21/3; 
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M
U

∂
∂  = 4/(р1

2р2)1/3 = 4/(52·10))1/3 = 21/3·1/5. 

 
4. Найдем эластичности благ и дохода: 

ex1p1 = ∗
1

1

x
p

 · 
1

1

p
x

∂
∂ ∗

= р1/
13

2
p
M  · 

3
2M  · (–1) · 2

1

1
p

= –1; 

ex2p2 = ∗
2

2

x
p

 · 
2

2

p
x

∂
∂ ∗

= р2/
23p

M  · 
3
M  · (–1) · 2

2

1
p

 = –1; 

ex1M = ∗
1x

M  · 
M
x

∂
∂ ∗

1 = M/
13

2
p
M  · 

13
2
p

 = 1; 

ex2M = ∗
2x

M  · 
M
x

∂
∂ ∗

2  = M/
23p

M  · 
23

1
p

= 1. 

 
5. Найдем частные производные блага по цене при компенсации дохода в 

оптимальной точке, используя уравнение Слуцкого: 

j
i

j

i

compj

i x
M
x

p
x

p
x

⋅







∂
∂

+
∂
∂

=










∂
∂ ,  i,j=1...n; 

2
1

2

1

2

1 x
M
x

p
x

p
x

comp

⋅







∂
∂

+
∂
∂

=







∂
∂ ∗

= 0 + 
13

2
p

 · 
23p

M  =
219

2
pp

M  = 
1059

1002
⋅⋅

⋅ =   4 / 9; 

1
2

1

2

1

2 x
M
x

p
x

p
x

comp

⋅







∂
∂

+
∂
∂

=







∂
∂ ∗

= 0 + 
23

1
p

· 
13

2
p
M  =  

219
2

pp
M  = 

1059
1002
⋅⋅

⋅  =   4 / 9. 

 
6. Найдем норму замены второго товара первым в оптимальной точке: 

1x
U

∂
∂ :

2x
U

∂
∂ = 2(х2/x1)1/3 : (х1/x2)2/3  = 2х2/x1  =  2 · 

23p
M  : 

13
2

p
M   =1/2. ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Решить в общем виде задачу потребительского выбора: предпочтения 

потребителя заданы следующей функцией полезности U(х1,х2) = х1х2 при усло-
вии бюджетного ограничения М и ценах товаров р1 и р2, т.е. определить: 

─ какой набор товаров выберет потребитель; 
─ необходимый размер компенсации дохода при увеличении цены первого 

товара р1 в z раз; 
─ предельные полезности благ (товаров) и дохода; 
─ эластичности благ и дохода; 
─ частные производные блага по цене при компенсации дохода в опти-

мальной точке, используя уравнение Слуцкого; 
─ норму замены второго товара первым в оптимальной точке. 
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2. Найти функции потребительского спроса для модели Р. Стоуна в общем 
случае: 

      U(х1,х2) = ∏
=

−
n

i

a
ii

iax
1

)( → max; 









=≥

≤∑
=

....1,0

;
1

nix

Mxp

i

n

i
ii

 

 
 

3. Модели поведения производителей как модели нелинейного 
программирования 

 
Фирма определяется как некоторая организация, производящая затраты 

экономических факторов для производства продукции и услуг, которые она 
продаёт потребителям или другим фирмам. 

Пусть, для простоты, фирма производит только один вид продукции, ис-
пользуя несколько видов затрат. Если хj ≥  0 есть количество затрат j-го вида 
(j=1...n), то  Х = (х1, х2,…,хn)T есть вектор-столбец затрат.  

Каждой точке пространства затрат соответствует единственный макси-
мальный выпуск продукции. Связь между максимальным выпуском продукции 
и затратами называется технологической функцией: 

q = f(Х) = (х1,  х2,…, хn). 
В экономической области  

∀j = 1...n,  
jdx
Xdf )(  ≥  0.                                            (3.1) 

Пусть p − цена единицы  продукции, выпускаемой фирмой, wj − цена еди-
ницы затрат j-го типа, а W = (w1, w2,…,wn)T − вектор-столбец цен затрат. Теория 
фирмы построена на предположении, что цель фирмы заключается в максими-
зации прибыли путём выбора видов и количества затрат при заданной произ-
водственной функции и ценах p и W. 

Прибыль фирмы очевидно равна годовому доходу за вычетом издержек 
производства, где годовой доход вычисляется как готовая продукция, умно-
женная на цену выпуска: 

П = p· f(х1, х2,…,хn) — ∑
=

n

i
ii xw

1
.                      (3.2) 

Эта задача представляет собой задачу НП, в которой в качестве инстру-
ментальных переменных выступает вектор X, целевая функция выражается 
функцией прибыли.  

С учетом появления дополнительных ограничений на выбор затрат, рас-
сматривая условия Куна–Таккера для случая xi > 0, получим следующее реше-
ние задачи: 
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....1,0)( niiw
ix
Xfp ==−

∂
∂

                                           (3.3) 

Обозначим решение этой системы как X* = (х1*, х2*,…,хn*)T. Эти опти-
мальные значения являются функциями параметров  p и W, т. е. 







==

=
∗∗

∗∗

,...1),,...,,,(
);,(

21 niwwwpxx
WpXX

nii

                                (3.4) 

которые называются функциями спроса на затраты. 
Подставляя это решение в  f(X), получим функцию предложения выпуска: 

q* =  f(X* (p,W) )= q*(p,W).                                              (3.5) 
В данной модели основным фактором, влияющим на деятельность фирмы, 

является цена p на продукцию фирмы и цены W на затраты. Рассмотрим это 
влияние. 









==
∂

∂

=
∗

∗∗

....1,)(
));,((

niw
x
Xfp

WpXfq

i
i

                                                 (3.6) 

В матричной форме записи решение этой системы имеет вид 



















∂
∂

∂
∂









∂
∂

∂
∂

W
X

p
X

W
q

p
q T

**

*

= 

























∂
∂

−

−

−

1

1

10

11

H
p

H
X
f

p

T

·
















∂
∂

− I
X
f

O0

,                        (3.7) 

где H − матрица Гессе, I − единичная матрица, O обозначает строку, состоящую 
из n нулей. 

Выполняя умножение, получим основные формулы, определяющие влия-
ние цен на деятельность фирмы. 

1.  Влияние цены продукции на её выпуск. 

X
fH

X
f

pp
q T

∂
∂









∂
∂

−=
∂

∂ −11*
.                                         (3.8) 

2.  Влияние цены продукции на количество потребляемых факторов. 

X
fH

pp
X

∂
∂

−=
∂

∂ −11* .                                                     (3.9) 

3.  Влияние цен факторов на выпуск продукции. 

X
fH

pW
q

∂
∂

−=
∂
∂ −11* .                                                     (3.10) 

4.  Влияние цен факторов на их потребление. 
11* −=

∂
∂ H

pW
X .                                                    (3.11) 

 
Пример 3.1. Производственная функция фирмы q = f(х1,x2) = Aln(х1х2),        

xi ≥ 0, i = 1, 2. Цена продукции p = 10 у.е., цены ресурсов w1 = 2 у.е. и w2 = 2 у.е. 
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Найти функции спроса на ресурсы xi (p, w1, w2). Как изменятся выпуск и спрос 
на ресурсы при возрастании цены продукции? Какова реакция производителя 
на изменение цен ресурсов? Каковы предельные продукты в оптимальной точ-
ке? 

 
Решение.  
1. Найдем функции спроса на ресурсы xi (p, w1, w2) и максимальную при-

быль фирмы в оптимальных точках. 
Воспользуемся уравнением (3.2) для определения прибыли фирмы:   
П = p f(х1, х2) – w1х1 – w2х2 → max. 
Учитывая условия Куна–Таккера (3.3), запишем частные производные 

функции прибыли по xi,  i =1, 2 и приравняем их 0.  



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=−
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∂

=−
∂

∂
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),(
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1
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1
1
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⇒


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=−

=−
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;0

2
21

1

1
21

2

w
xx

x
pA

w
xx

x
pA

⇒










=−

=−

.0

;0

2
2

1
1

w
x
Ap

w
x
Ap

 

Решая совместно уравнения, получим  
х1 =  

1

 pA
w

, х2 = 
2

 p
 w

Α ;  

q = f(х1,x2) = Aln(х1х2) = А ln
2 2

1 2

 p A
 ww

. 

 
2. Определим влияние изменения цены продукции на выпуск и спрос на 

ресурсы. 
— Влияние изменения цены продукции на выпуск ресурсов: 

q
p

∂
∂

= А 1 2

2 2

  w
p A
w 2

1 2

 A
 ww

2р =  2A
p

. 

Учитывая, что ∂
∂
q
p

∗
> 0,  возрастание цены на продукцию фирмы будет при-

водить к увеличению её выпуска. 
— Влияние изменения цены продукции на спрос на ресурсы: 

1x
p

∂
∂

 = 
1

 A
w

; 

2x
p

∂
∂

 = 
2

 A
w

. 

В данном случае можно сделать вывод, что цена продукции не влияет на 
спрос на ресурсы. 

 
3. Определим реакцию производителя на изменение цен ресурсов: 

1

q
w

∂
∂

= – А 1 2

2 2

  w
p A
w 2 2

2

p A
w 2

1

1
w

 = –
1

A
w

; 
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2

q
w

∂
∂

= – А 1 2

2 2

  w
p A
w 2 2

1

p A
w 2

2

1
w

 = –
2

A
w

. 

Учитывая следствия из основных соотношений, в частности ∂ ∂q wi
∗ < 0 , 

можно утверждать, что увеличение платы на затраты приводит к уменьшению 
выпуска продукции. 

Определим влияние изменения цен ресурсов на спрос на продукцию: 
1

1

x
w

∂
∂

= – 2
1

pA
w

;   

2

2

x
w

∂
∂

= – 2
2

pA
w

.  

Так как 
∂

∂

x
w

j

j

∗

< 0,  то повышение цены на затраты приводит к сокращению 

потребления этих затрат. 
 
4. Определим предельные продукты в оптимальной точке: 

1 2

1

( , )df x x
dx

 = 
1

 A
x

 
2

1

pA
w

; 

1 2

2

( , )df x x
dx

 = 
2

 A
x

 
2

2

pA
w

.▼ 

 
Упражнения 

 
1. Производственная функция фирмы имеет вид 
f(x) = –4х1

2  + 24х1
 + 2х1х2

 + 6х2 – х2
2, где х1, х2 – затраты ресурсов.  

Определить: 
— максимальный выпуск продукции и обеспечивающие этот выпуск затраты 
ресурсов (х*, q*); 
— предельные продукты по ресурсам; 
— норму замены первого ресурса вторым ресурсом. 
 

2. Производственная функция небольшого цеха, изготавливающего рамы 
для картин, имеет вид q = 5К1/2L1/2, где q – количество рам, изготовленных за 
день, К – количество часов работы машин за день, L – число работников цеха. 
Определить: 
— каковы средний и предельный продукты труда при К = 9, L = 9; 
— как изменятся эти продукты при удвоении затрат ресурсов. 
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4. Модели и методы целочисленного линейного программирования 
 

4.1. Методы отсечений. Метод Гомори 
 
Линейное программирование (ЛП) – это раздел математического програм-

мирования, в котором рассматриваются методы решения экстремальных задач с 
линейным функционалом и линейными ограничениями, которым должны удов-
летворять искомые переменные. По смыслу значительной части экономических 
задач, относящихся к задачам ЛП, компоненты решения должны выражаться в 
целых числах.  

Задача целочисленного линейного программирования (ЦЛП) формулиру-
ется аналогично постановке общей задачи ЛП с тем лишь ограничением, что хj, 
j = nj+1,…,n принимают целые значения.  














−

=≥

=⋅

⋅

∑

∑

=

=

.
;...1,0

;

;max(min)

1

1

целыеx
njx

bxa

xc

j

j

ij

n

j
ij

n

j
jj

                                        (4.1) 

Выражение j

n

j
j xc ⋅∑

=1
является целевой функцией (или критерием) задачи. 

Величины (х1,х2,…,хn) – переменные задачи. Система равенств в (4.1) определя-
ет область допустимых значений (планов) задачи D, которая имеет форму вы-
пуклого многогранника.  

Оптимальное решение (или оптимальный план) задачи ЛП обозначается 
как х*=(х*1,х*2,…,х*n). Оптимальные решения лежат на границе области D.  

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на 3 основные 
группы: 

1. Методы отсечений (метод Гомори). 
2. Комбинаторные методы (методы ветвей и границ). 
3. Приближенные методы. 

Алгоритм решения задачи ЦЛП, предложенный Гомори, основан на сим-
плексном методе и использует достаточно простой способ построения правиль-
ного отсечения. 

Пусть задача ЛП имеет конечный оптимум и на последнем шаге ее реше-
ния симплексным методом получены уравнения, выражающие основные (ба-
зисные) переменные x1,…,xj,…,xm через неосновные переменные xm+1,…,xm+i,…,xn 
оптимального решения: 
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. 

так что оптимальным решением задачи является х*=(b1, b2,…, bm,0,0,…,0). 
Пусть bi – нецелая компонента. Неравенство 

{bi} – {αim+1}⋅xm+1 –…– {αin}⋅xn ≤  0,                                  (4.2) 
сформулированное по i–му уравнению системы, обладает всеми свойствами 
правильного отсечения (фигурные скобки обозначают отсекание целой части). 
Полученное неравенство (4.2) введением дополнительной неотрицательной це-
лочисленной переменной необходимо преобразовать в равносильное уравнение 
и включить его в систему ограничений задачи ЛП.  

{bi} – {αim+1}⋅xm+1 –…– {αin}⋅xn + хn+1 = 0.  
Расширенную задачу решить симплекс-методом.  
 
Пример 4.1. Решите задачу целочисленного программирования. 
F = 2x1 + 3x2 → max; 
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Решение. Приводим задачу к каноническому виду, введя дополнительные 

неотрицательные переменные x3, x4, x5. Получим систему ограничений: 
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Для наглядности решение иллюстрируем графически. 
На рис. 4.1 OKLM – область допустимых решений задачи, ограниченная 

прямыми и осями координат; L(2/3;8) – точка оптимального, но нецелочислен-
ного решения задачи; (4) – прямая, отсекающая это нецелочисленное решение; 
OKNM – область допустимых решений расширенной задачи; N(2;7) – точка оп-
тимального целочисленного решения. 
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Рис. 4.1 

 
Составляем симплекс-таблицу, где x3, x4, x5 — основные переменные,         

x1, x2 – неосновные переменные, и решаем исходную задачу симплекс-методом. 
 

  Таблица 4.1                                  Таблица 4.2                              Таблица 4.3 
 
СП  СП  СП БП 

x1 x2 
b 

 
БП 

x1 x5 
b 

 
БП 

x4 x5 
b 

x3 3 5 60  x3 3 – 5 20  x3 – 1 – 1 18 
x4 3 4 34  x4 3 – 4 2  x1 1/3 – 4/3 2/3 
x5 0 1 8  x2 0 1 8  x2 0 1 8 
f – 2 – 3 0  f – 2 3 24  f 2/3 1/3 76/3

 
Базисное решение оптимально для задачи, но не удовлетворяет условию 

целочисленности. По строке с переменной x1, получившей нецелочисленное 
значение в оптимальном решении, составляем дополнительное ограничение: 

{2/3} – {1/3}x4 – {– 4/3}x5 ≤  0. 
Последнее неравенство запишем в виде 
2/3 – 1/3x4 – 2/3x5 ≤  0. 
Введя дополнительную целочисленную переменную x6 ≥ 0, получим равно-

сильное неравенству уравнение: 
2/3 – 1/3x4 – 2/3x5 + x6  = 0. 
Уравнение необходимо включить в систему ограничений исходной кано-

нической задачи, после чего повторить процесс решения задачи симплексным 
методом применительно к расширенной задаче.  
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  Таблица 4.4                                                              Таблица 4.5 
 

СП  СП БП 
x4 x5 

b 
 

БП 
x4 х6 

b 

x3 – 1 – 1 18  x3 – 1/2 – 3/2 19 
x1 1/3 – 4/3 2/3  x1 1 – 2 2 
x2 0 1 8  x2 – 1/2 3/2 7 
х6 – 1/3 – 2/3 – 2/3  х5 1/2 – 3/2 1 
f 2/3 1/3 76/3  f 1/2 1/2 25 
θ 2 1/2 –  θ – 3 – 

 
Х5 = (2; 7; 19; 0; 1; 0). 
Z5  = 25. 
Так как в выражении линейной функции нет основных переменных с от-

рицательными коэффициентами, то Х5 – оптимальное решение. Итак, Zmax  = 25 
при оптимальном целочисленном решении Х5 = (2; 7; 19; 0; 1; 0). ▼ 

 
 

4.2. Метод ветвей и границ 
 
Реализация этого метода состоит в последовательном ветвлении исходного 

множества решений на дерево подмножеств с нахождением решений на всех 
подмножествах, пока не получим искомое.  

Пусть решается задача ЛП вида (формула (4.1)). 
Как в методе отсекающих плоскостей, процесс начинается с решения зада-

чи ЛП. Если полученный план Х0 не удовлетворяет поставленным условиям, то 
значение целевой функции ξ0 = F(Х0) дает верхнюю оценку искомого решения 
на множестве D(0), определенном данными условиями. Если некоторая пере-
менная не получила целочисленного значения, то в целочисленном плане ее 
следует уменьшить до [xi0], либо увеличить до [xi0] + 1. 

Таким образом, исходное множество D(0) разбиваем на два непересекаю-
щихся подмножества: 

D1
(1)  =  {X/X ∈ D(0), xi ≤ [xi0]};      

D2
(1)  =  {X/X ∈ D(0), xi ≥ [xi0]+1}. 

Находим решения и оценки на множествах. Если решения, полученные на 
D1

(1)  и D2
(1), целочисленные, то оптимальным будет то, у которого оценка ξ  – 

большая.  
Построение дерева решений продолжается до тех пор, пока не будет най-

дено решение задачи, полученное на множестве, соответствующем висячей 
вершине с максимально возможной оценкой. 
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Пример 4.2.  Вернемся к предыдущей задаче (4.1). 
Шаг 0. Отбрасывая условие целочисленности, любым методом отыскиваем 

оптимальное решение на исходном множестве D(0), определяемом ограниче-
ниями (см. табл.  4.3). Верхняя оценка на множестве D(0) равна ξ(D(0)) = 76/3. 
Так как решение нецелочисленное, приступаем к первому шагу. 

Шаг 1. Разбиваем исходное множество D(0) на 2 подмножества 
D1

(1)  =  {X/X ∈ D(0), x1 ≤ [2/3]}; 
D2

(1)  =  {X/X ∈ D(0), x1 ≥ [2/3]+1} 
и находим решение и оценки на этих множествах.  
Для отыскания решения на множествах D1

(1) и D2
(1) дописываем ограниче-

ния x2 ≤ 0 и x2 ≥ 1 к решению, найденному на множестве D(0). Для этого допол-
нительные ограничения представим в расширенной форме. Множество D1

(1) 
оказалось пустым, и оценка ξ(D1

(1)) = ∞. Оценка ξ(D2
(1)) = =303/12.  

Шаг 2. Разбиваем множество D2
(1) на два подмножества: 

D1
(2)  =  {X/X ∈ D2

(1), x2 ≤ [31/4]}; 
D2

(2)  =  {X/X ∈ D2
(1), x2 ≥ [31/4]+1}. 

На множестве D1
(2) получено целочисленное решение и ξ(D1

(2)) = 25. Даль-
нейшие вычисления прекращаются, так как не может быть решения с лучшей 
оценкой, ибо ξ(D(0)) ≥ ξ(D1

(k)), а ξ(D(0)) = 76/3 (см. рис. 4.2).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.2 
 
Итак, задача решена: Х = {2,7}, Fmax = 25. ▼ 
 
 

Упражнения 
 

Найти оптимальные решения задач целочисленного линейного програм-
мирования методом Гомори и методом ветвей и границ. Дать геометрическую 
интерпретацию процесса решений задач. 

 
1. f(х1, х2) = 3х1 + 2х2 → max;              2. f(х1, х2) = 2х1 + х2 → max; 

ξ( D2
(2)) = 76/3, х1=2/3; х2=8 

D(0) 

D1
(1)

 D2
(1) 

x1 ≤ 2/3                          x1 ≥ 2/3+1 

D2
(2)

 D1
(2)

 

ξ( D2
(1)) = 101/4, х1=1; х2=31/4 ξ(D1

(1)) = ∞ 

x2 ≤ 31/4                        x2 ≥ 31/4+1 

ξ( D1
(2)) = 25, х1=2; х2=7 
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3. f(х1, х2) = 5х1 + 7х2 → min;                4. f(х1, х2) = 6х1 + х2 → min; 

              

.,0x,
;254xx
;26x65

;78143

21

2 1

21

21











≥
≥+
≤−

≤+−

целыеx

x
xx

                               

.,0x,
;184xx

;50x32
;93

21

2 1

21

21











≥
≥+−

≤+
≥−

целыеx

x
xx

 

                          
 

5. Игровые модели 
 

5.1. Платежная матрица. Нижняя и верхняя цены игры 
 

Целью теории игр является определение оптимальной стратегии для каж-
дого игрока. Важнейшее ограничение теории игр – единственность выигрыша 
как показателя эффективности. 

Рассмотрим конечную игру двух лиц с нулевой суммой. Удобным спосо-
бом задания таких игр является платёжная матрица А=(аij), где аij – выигрыш 
игрока 1 (проигрыш игрока 2), если первый игрок применяет стратегию i, а вто-
рой игрок – стратегию j (i = 1...m, m – число чистых стратегий игрока 1;             
j = 1...n, n – число чистых стратегий игрока 2).  

Первый игрок должен получить максимальный результат при наихудших 
условиях, т.е. придерживаться своей максимальной стратегии хо, т.е. такой, ко-
торая гарантирует ему чистую нижнюю цену игры («максимин»): 

ν1 = maxi (minj aij).                                                             (5.1) 
Второй игрок стремится уменьшить выигрыш первого игрока и поэтому 

должен придерживаться своей минимальной стратегии yо, т.е. такой стратегии, 
которая гарантирует ему чистую верхнюю цену игры («минимакс»): 

ν2 = minj (maxi aij).                                                              (5.2) 
Если верхняя и нижняя цены игры совпадают, то общее значение v1 = v2 = v 

называется чистой ценой игры, игра называется игрой с седловой точкой (хо,уо) 
и говорят, что игра имеет решение в чистых стратегиях. 

 
Пример 5.1. Определить нижнюю и верхнюю цену игры, заданной платеж-

ной матрицей А. Имеет ли игра седловую точку? 
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А =                              .   
               
 
Решение. Все расчеты удобно проводить в таблице (см. табл. 5.1), в кото-

рую кроме матрицы А введены столбец ν1 и строка ν2. 
 

Таблица 5.1 
 

 B1 B2 B3 ν1 
A1 0,5 0,6 0,8 0,5 
A2 0,9 0,7   0,8 0,7   
A3 0,7   0,6 0,6 0,6 
ν2 0,9 0,7 0,8 0,7 

 
Анализируя строки матрицы (стратегии игрока А), заполняем столбец ν1: 

ν11 = 0,5, ν12 = 0,7, ν13  = 0,6 – минимальные числа в строках 1, 2, 3. Аналогично 
ν21 = 0,9, ν22 = 0,7, ν23  = 0,8 – максимальные числа в столбцах 1, 2, 3 соответст-
венно. Нижняя цена игры ν1 = mах ν1i = mах (0,5; 0,7; 0,6) = 0,7 (наибольшее 
число в столбце ν1) и верхняя цена игры ν2 = min ν2j = min (0,9; 0,7; 0,8) = 0,9 
(наименьшее число в строке ν2). Эти значения равны, т.е. ν1 = ν2 и достигаются 
на одной и той же паре стратегий (А2, В2). Следовательно, игра имеет седловую 
точку (А2, В2) и цена игры ν = 0,7. ▼ 

 
5.2. Приведение матричной игры к задаче линейного программирования 

 
Если игра не имеет седловой точки, то прибегают к так называемым сме-

шанным стратегиям, когда заданы вероятности применения чистых стратегий. 
Общий метод определения оптимальной стратегии для обоих игроков в этом 
случае заключается в построении для данной игры взаимно-двойственных задач 
ЛП и их решения симплексным методом.  

Пусть игра задана платежной матрицей А = аij, i = 1, 2,…, m; j = 1, 2,…, n.  
Игрок А обладает стратегиями А1, А2,…, Аm, игрок В – стратегиями В1, В2,…, Вn. 
Необходимо определить оптимальные стратегии S*А = (р*I, р*2,…, р*m) и         
S*В = (q*I, q*2,…, q*n), где р*i, q*j – вероятности применения соответствующих 
чистых стратегий Аi, Bj. 

Для определения оптимальной стратегии S*А = (р*I, р*2,…, р*m) следует 
учесть, что игрок А стремится максимизировать гарантированный выигрыш, 
т.е. цену игры ν. Обозначив хi=рi/ν, i = 1, 2,…, m, получаем систему неравенств: 

0,5  0,6  0,8 
0,9  0,7  0,8              
0,7  0,6  0,6 
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                                     (5.3) 

Игра сводится к определению значения переменных хi ≥ 0, i = 1, 2,…, m, 
так чтобы они удовлетворяли линейным ограничениям и при этом линейная 
функция Z = хI + х2 +…+ хm = 1/ν  обращалась в минимум.  

Для определения оптимальной стратегии S*В = (q*I, q*2,…, q*n) следует 
учесть, что игрок В стремится минимизировать гарантированный выигрыш. Ес-
ли обозначить  yj = qj/ν, j = 1, 2,…, n, то получим систему неравенств: 
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                                    (5.4) 

Игра свелась к следующей задаче: определить значения переменных yi ≥ 0, 
i = 1, 2,…, n, которые удовлетворяют системе неравенств и максимизируют ли-
нейную функцию Z` = yI + y2 +…+ yn = 1/ν.  

При этом цена игры ν = 1/max Z` = 1/min Z. 
 
Пример 5.2. Предприятие может выпускать три вида продукции             

(А1, А2, А3), получая при этом прибыль, зависящую от спроса, который может 
быть в одном из четырех состояний (В1, В2, В3, В4). Дана матрица, ее элементы 
аij характеризуют прибыль, которую получит предприятие при выпуске i-й про-
дукции с j-м состоянием спроса. 
 

     Таблица 5.2  
 

 B1 B2 B3 В4 
A1 3 3 6 8 
A2 9 10 4 2 
A3 7 7 5 4 

 
Определить оптимальные пропорции в выпускаемой продукции, гаранти-

рующие среднюю величину прибыли при любом состоянии спроса, считая его 
неопределенным. 

 
Решение. Задача сводится к игровой модели, в которой игра предприятия А 

против спроса В задана платежной матрицей. 
Вторая стратегия (второй столбец матрицы) является явно невыгодной для 

игрока В по сравнению с первой (элементы второго столбца больше элементов 
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первого столбца), так как цель игрока В – уменьшить выигрыш игрока А. По-
этому второй столбец можно отбросить. Получим матрицу А размером 3х3: 

 
А =   . 

 
 
Таблица 5.3 

 
Спрос  

Вид продукции B1 B2 B4 ν1 
A1 3 6 8 3 
A2 9 4   2 2   
A3 7   5 4 4 
ν2 9 6 8 4 

6 
 
Определим нижнюю и верхнюю цены игры в табл. 5.3. Так как ν1 ≠ ν2, то 

седловая точка отсутствует и оптимальное решение следует искать в смешан-
ных стратегиях: S*А=(рI, р2, р3) и S*В=(qI, q2, q3). 

Обозначив хi = pi/ν, i = 1, 2, 3 и yj = qj/ν, j = 1, 2, 3, составим две взаимно-
двойственные задачи ЛП. 
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Z = хI + х2 + х3 → min.                        Z = yI + y2 + y3 → max. 
 
Решаем симплексным методом одну из задач, например задачу 2, посколь-

ку для нее первое базисное решение будет допустимым. Введем добавочные 
переменные и перейдем  к уравнениям: 
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Составим симплекс-таблицу, в которой основными переменными являются 

уI, у2, у3; неосновными – у4, у5, у6, и выполним необходимые преобразования. 
 

3  6  8 
9  4  2 
7  5  4 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

31 

 

  Таблица 5.4                                Таблица 5.5                                  Таблица 5.6 
 
СП  СП                 СП БП 

у1 у2 у3 
b 

 
БП 

у1 у4 у3 
b 

 
БП 

у6 у4 у3 
b 

у4 3 6 8 1  у2 1/2 1/6 4/3 1/6  у2 –1/9 7/27 28/27 4/27 
у5 9 4 2 1  у5 7 –2/3 –10/3 1/3  у5 –14/9 17/27 –202/27 2/27 
у6 7 5 4 1  у6 9/2 –5/6 8/3 1/6  у1 2/9 –5/27 16/27 1/27 
f –1 –1 –1 0  f –1/2 1/6 1/3 1/6  f 1/9 2/27 17/27 5/27 

 
Так как отсутствуют отрицательные коэффициенты в f-строке симплекс–

таблицы, соответствующие неосновным переменным, то критерий оптимально-
сти выполнен, базисное решение у = (1/27; 4/27; 0; 0; 2/27; 0) является опти-
мальным и max Z` = 5/27. 

Установим соответствие между переменными взаимно-двойственных за-
дач и определим оптимальное базисное решение задачи 1 с помощью теорем 
двойственности: 

            Таблица 5.7 
 

х х1 х2 х3 х4 х5 х6 
у у4 у5 у6 у1 у2 у3 

 
Оптимальное базисное решение задачи: (2/27; 0; 1/9;0; 0; 17/27), причем 

min Z = max Z` = 5/27. Находим цену игры: ν = 1/maxZ` = 1/minZ = 27/5 = 5,4. 
Находим оптимальную стратегию  S*А = (рI*, р2*, р3*): 

рi * = ν хj, i = 1, 2, 3, т.е. 
р1* = 5,4·2/27 = 0,4, р2* = 5,4·0 = 0, р3* = 5,4·1/9 = 0,6, S*А = (0,4, 0, 0,6). 
Следовательно, предприятие должно выпустить 40 % продукции А1 и 60 % 

продукции А3, а продукцию А2 не выпускать.  
Оптимальная стратегия спроса S*В  определяется аналогично: qj * = yjν,       

i = 1, 2, 3, т.е. S*B = (0,2, 0, 0,8, 0). Таким образом, оптимальный спрос в 20 % 
находится в состоянии В1 и в 80 % – в состоянии В2. ▼ 

 
5.3. Игры с природой  

 
В «играх с природой» сознательно действует один из участников (игрок 1), 

игрок 2 (природа) сознательно против игрока 1 не действует, а выступает как 
некоторая объективная действительность, не имеющая конкретной цели и слу-
чайным образом выбирающая очередные «ходы» партнёра по игре.  

Матрица игры с природой аналогична матрице стратегической игры –
А=(аij), где аij – выигрыш игрока 1 при реализации его чистой стратегии i           
(I = 1…m) и чистой стратегии j (j=1…n) игрока 2.  

В ситуации риска задается матрица рисков Rmn=(rij), или матрица упущен-
ных возможностей. Ее элементы rij = βij – aij, где βij = max aij (1 ≤ i ≤ m), есть раз-
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ность между выигрышем, который получил бы игрок 1, если бы знал, что со-
стояние природы будет Пj, и выигрышем, который он получит, не имея этой 
информации. 

Требуется найти такую стратегию игрока (чистую или смешанную), кото-
рая была бы наиболее выгодной по сравнению с другими. Предварительно 
можно из матрицы А и R удалить доминирующие стратегии игрока 1. 

 
Принятие решений в условиях неопределенности 

Условия полной неопределённости связаны с отсутствием информации о 
вероятностях состояний природы. В этих случаях используют критерии: 

─ критерий максимакса – основывается на максимизации максимума воз-
можных доходов: М = maxi maxj aij, где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. 

─ критерий максимина – основывается на максимизации минимума воз-
можных доходов: W = maxi minj aij, где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. 

─ критерий минимакса – основывается на минимизации максимума воз-
можных потерь: S = mini maxj rij, где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. 

─ критерий Гурвица – основывается на компромиссном способе принятия 
решений: H = maxi[γ·minj aij+(1— γ)·maxj aij], где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, γ – коэффи-
циент пессимизма (0 ≤ γ ≤ 1). 

 
Пример 5.3. Для приготовления яичницы используются три яйца. На ско-

вороду выливаем два яйца из трех. Перед тем как вылить третье яйцо на сково-
роду, смоделируем ситуацию неопределенности.  

Состояния природы (у) имеют два вероятностных значения: 
1) у1 – яйцо свежее; 
2) у2 – яйцо несвежее.  
Стратегии игрока (х) принимают следующие значения: 
1)  х1 – выливаем третье яйцо на сковороду; 
2)  х2 – выливаем третье яйцо на блюдце; 
3)  х3 – выбрасываем третье яйцо. 
Задача состоит в выборе стратегии игрока. 
 
Решение. Строим матрицу неопределенностей А, элементы которой будут 

принимать значения от 1 до 6 (баллы) в зависимости от ситуации полезности 
(табл. 5.8). Построим матрицу рисков R, элементы которой находим по правилу 
rij=βij – aij, где βij = max aij (1 ≤ i ≤ m) (табл. 5.9). 

 
                              Таблица 5.8                                                        Таблица 5.9 
 
у1 у2 minj maxj  у1 у2 minj maxj 

х1 6 1 1 6  х1 0 3 0 3 
х2 5 4 4 5  х2 1 0 0 1 
х3 2 3 2 3  х3 4 1 1 4 
maxi 6 4 4   
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Для выбора стратегии используем известные критерии: 
─  критерий максимакса: М = maxi maxj aij = 6 ⇒  х1; 
─  критерий максимина: W = maxi minj aij = 5 ⇒  х2; 
─  критерий минимакса: S = mini maxj rij = 1⇒  х2; 
─  критерий Гурвица: H = maxi [γ·maxjaij+(1– γ)·minjaij]. Пусть коэффици-

ент пессимизма γ = 0,3.   
H = maxi[0,3·6+0,7·1;0,3·5+0,7·4;0,3·3+0,7·2]=maxi[2,5;4,3;2,3]= 4,3⇒ х2. 
Анализируя полученные значения по критериям, оптимальной можно счи-

тать вторую стратегию игрока (х2). ▼ 
 

Принятие решений в условиях определенности 
Рассмотрим позиционные игры с использованием численных значений ве-

роятностей исходов.  
Решения обычно принимают на основе критерия: 

─ максимума ожидаемого среднего выигрыша: miap ij

n

j
j ...1,max

1
=⋅∑

=
; 

─ минимума ожидаемого среднего риска: mirp ij

n

j
j ...1,min

1
=⋅∑

=
. 

Пример 5.4. Перед владельцами кондитерской стоит задача определения 
оптимальных объемов продаж пирожных k-го вида с точки зрения максимиза-
ции дохода и минимизации риска. Оптовая цена на пирожные составляет        
0,7 у.е., а цена продажи – 1,3 у.е. Так как пирожное является скоропортящимся 
продуктом, то на следующий день его продают по сниженной цене – 0,3 у.е. 
Максимальное количество пирожных k-го вида в продаже 5 шт. Спрос на пи-
рожные распределяется с учетом следующих значений вероятностей: 

 
Таблица 5.10 

 
Количество пирожных, шт. 1 2 3 4 5 
Вероятность спроса 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 

 
Решение. Учитывая исходные условия, прибыль на каждом пирожном бу-

дет составлять 1,3 – 0,7 = 0,6 у.е. Составим платежную матрицу: 
Таблица 5.11 

 
Спрос Предложение 

1 2 3 4 5 1

n

j ij
j

p a
=

⋅∑  

1 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 
2 0,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,1 
3 –0,2 0,8 1,8 1,8 1,8 1,4 
4 –0,6 0,4 1,4 2,4 2,4 1,4 
5 –1 0 1 2 3 1,1 
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Элементы платежной матрицы рассчитываются по следующему принципу: 
а11= 1*1,3 – 1*0,7 = 0,6 у.е. 
а21= 1*1,3 – 2*0,7 + 1*0,3 = 0,2 у.е. и т.д. 
а51= 1*1,3 – 5*0,7 + 4*0,3 = –1 у.е. 
По критерию максимума среднего выигрыша оптимальной является стра-

тегия 3 или 4, т.е. оптимальный объем продаж пирожных должен составлять 3 
или 4. 

 
Составим матрицу рисков: 

Таблица 5.12 
 

Спрос Предложение 
1 2 3 4 5 1

n

j ij
j

p r
=

⋅∑  

1 0 0,6 1,2 1,6 2,4 1,2 
2 0,4 0 0,6 1,2 1,8 0,76 
3 0,8 0,4 0 0,6 1,2 0,46 
4 1,2 0,8 0,4 0 0,6 0,46 
5 1,6 1,2 0,8 0,4 0 0,76 

  
По критерию минимума среднего риска оптимальной является стратегия 3 

или 4, т.е. оптимальный объем продаж пирожных должен составлять 3 или 4. 
Общий вывод – с точки зрения максимального выигрыша и минимального 

риска оптимальной является продажа 3 или 4 пирожных. ▼ 
 
Рассмотрим выбор решений с помощью дерева решений. Дерево решений – 

это графическое изображение процесса принятия решений, в котором отражены 
альтернативные решения, состояния среды, соответствующие вероятности и 
выигрыши для любых комбинаций альтернатив и состояний среды. 

Для каждой альтернативы считаем ожидаемую стоимостную оценку – мак-
симальную из сумм оценок выигрышей, умноженных на вероятность реализа-
ции выигрышей, для всех возможных вариантов. 

 
Пример 5.5. Главному инженеру компании надо решить, монтировать или 

нет новую производственную линию, использующую новейшую технологию. 
Если новая линия будет работать безотказно, компания получит прибыль       
200 млн р. Если же она откажет, компания может потерять 150 млн р. По оцен-
кам главного инженера существует 60 % шансов, что новая производственная 
линия откажет. Можно создать экспериментальную установку, а затем уже ре-
шать, монтировать или нет производственную линию. Эксперимент обойдется в 
10 млн р. Главный инженер считает, что существует 50 % шансов, что экспери-
ментальная установка будет работать. Если экспериментальная установка будет 
работать, то 90 % шансов за то, что смонтированная производственная линия 
будет работать. Если же экспериментальная установка не будет работать, то 
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только 20 % шансов за то, что производственная линия заработает. Следует ли 
строить экспериментальную установку? Следует ли монтировать производст-
венную линию? Какова ожидаемая стоимостная ценность наилучшего реше-
ния? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.1 

 
В узле F возможны исходы «линия работает» с вероятностью 0,4 (что при-

носит прибыль 200) и «линия не работает» с вероятностью 0,6 (что приносит 
убыток –150), следовательно, оценка узла F: 

EMV(F) = 0,4·200+0,6·(–150) = 80–90 = –10. 
Это число мы пишем над узлом F. 
EMV(G) = 0. 
В узле 4 мы выбираем между решением «монтируем линию» (оценка этого 

решения EMV(F) = –10) и решением «не монтируем линию» (оценка этого ре-
шения EMV(G) = 0): 

EMV(4) = max {EMV(F),EMV(G)} = max {–10,0} = 0 = EMV(G). 
Эту оценку мы пишем над узлом 4, а решение «монтируем линию» отбра-

сываем и зачеркиваем. 
Аналогично: 
EMV(B) = 0,9·200+0,1·(–150) = 180–15 = 165. 
EMV(C) = 0. 
EMV(2) = max {EMV(B),EMV(C)} = max {165,0} = 165 = EMV(B). 
 
EMV(D) = 0,2·200+0,8·(–150) = 40–120 = –80. 
EMV(E) = 0. 
EMV(3) = max {EMV(D),EMV(E)} = max {–80,0} = 0 = EMV(E). 
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EMV(A) = 0,5·165+0,5·0 – 10 = 72,5. 
EMV(1) = max {EMV(A),EMV(4)} = max {72,5;0} = 72,5 = EMV(A). 
 
То есть ожидаемая стоимостная ценность наилучшего решения 72,5 млн р., 

следовательно, строим установку. Если установка работает, то монтируем ли-
нию. Если установка не работает, линию монтировать не надо. ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Для платежных матриц определить нижнюю и верхнюю цены игры, 

минимаксные стратегии и оптимальные решения игры, если существует седло-
вая точка. 

 
      ;       . 

 
 
 
2. Найти решение игры путем сведения ее к задаче линейного программи-

рования, используя платежную матрицу. 
 
 
    ;         . 
        
               
 
3. Для отопления дома требуется 100 кг угля в случае мягкой зимы (j = 1), 

150 кг – в случае холодной зимы (j = 2) и 200 кг при суровой зиме (j = 3). Соот-
ветственно у хозяина дома есть стратегии купить осенью 100, 150 или 200 кг 
угля по цене 10 р. за килограмм, а потом в случае необходимости докупать тре-
буемое количество, но при холодной зиме цена поднимается до 15 р., а при су-
ровой – до 20 р. за килограмм. Свести данную экономическую ситуацию к мат-
ричной игре в условиях неопределенности с учетом вероятностей мягкой, хо-
лодной и суровой зимы в размере 0,3; 0,5; 0,2 соответственно. Указать возмож-
ные шаги хозяина и его выигрыш в зависимости от зимней температуры. 

 
4. Предприниматель провел анализ, связанный с открытием магазина вело-

сипедов. Если он откроет большой магазин, то при благоприятном состоянии 
рынка получит прибыль 60 млн р., при неблагоприятном – понесет убытки      
40 млн р. Маленький магазин принесет ему 30 млн р. прибыли при благоприят-
ном состоянии рынка и 10 млн р. убытков при неблагоприятном. Возможность 
благоприятного и неблагоприятного состояния рынка он оценивает одинаково. 
Исследование рынка, которое может провести специалист, обойдется предпри-
нимателю в 5 млн р. Специалист считает, что с вероятностью 0,6 состояние 

  8  9  9  4 
  6  5  8  7 
  3  4  5  6 

  2  5  3  
  6  4  5  
3  7  6 

  2  3  4 

  4  5  3  
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рынка окажется благоприятным. В то же время при положительном заключении 
состояние рынка окажется благоприятным лишь с вероятностью 0,9. При  отри-
цательном заключении с вероятностью 0,12 состояние рынка может оказаться 
благоприятным. Используйте «дерево» решений для того, чтобы помочь пред-
принимателю принять решение. Следует ли заказать проведение обследования 
состояния рынка? Следует ли открыть большой магазин? Какова ожидаемая 
стоимостная ценность наилучшего решения? 

 
 

6. Модели динамического программирования 
 

6.1. Общая постановка задачи динамического программирования 
 

Динамическое программирование (ДП) – метод оптимизации, приспособ-
ленный к операциям, в которых процесс принятия решения может быть разбит 
на этапы (шаги). Такие операции называются многошаговыми. 

Показатель эффективности данной управляемой операции – целевая функ-
ция – зависит от начального состояния и управления Z = F(θ0,X). 

Целевая функция является аддитивной от показателей эффективности Zn 

каждого шага Z=∑
=

n

k
kZ

1
=∑

=

n

k
kf

1
(θk–1,xk), k = 1, 2,…,n и управления состоянием             

θn = ϕk(θk–1, xk), k =1, 2,…,n.                               
Задача пошаговой оптимизации (задача ДП) формулируется так: опреде-

лить такое допустимое управление X (Х1, Х2,…,Хn), переводящее систему S из 
состояния θ0 в состояние θ̂ , при котором целевая функция Z принимает наи-
большее (наименьшее) значение. 

Вычислительная схема ДП связана с принципом оптимальности Беллмана 
и использует рекуррентные соотношения. 

Zk*(θk–1) = }{max
kX {fk(θk–1, Xk)+ Zk+1*(θk)}, k=1,2,…,n–1.        (6.1)                       

Согласно принципу оптимальности, Xk выбирается из условия максимума 
этой суммы. 

В результате условной оптимизации получаются две последовательности: 
– Zn*(θn–1), Zn–1*(θn–2),…,Z2*(θ1), Z1*(θ0) – условные максимумы целевой 

функции на последнем, на двух последних,…, на n шагах; 
– Xn*(θn–1), Xn–1*(θn–2),…,X2*(θ1), X1*(θ0) – условные оптимальные управле-

ния на n-м, (n–1) -м,…,1-м шагах. 
 

6.2. Задача о распределении средств между предприятиями 
 
Пример 6.1. [4]. Планируется деятельность четырех промышленных пред-

приятий на очередной год. Начальные средства: θ0 = 5 у.е. Размеры вложения в 
каждое предприятие кратны 1 у.е. Средства x, выделенные k-му предприятию  
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(k = 1, 2, 3, 4), приносят в конце года прибыль fk(x). Функции fk(x) заданы таб-
лично. 

 
Таблица 6.1 

 
x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) 
1 8 6 3 4 
2 10 9 4 6 
3 11 11 7 8 
4 12 13 11 13 
5 18 15 18 16 

 
Будем считать, что:  
─ прибыль fn(x) не зависит от вложений средств в другие предприятия;  
─ прибыль от каждого предприятия выражается в одних и тех же условных 

единицах; 
─ суммарная прибыль равна сумме прибылей, полученных от каждого 

предприятия. 
Определить, какое количество средств нужно выделить каждому предпри-

ятию, чтобы суммарная прибыль была наибольшей. 
 
Решение. Обозначим через xk количество средств, выделенных k-му пред-

приятию. Суммарная прибыль равна 

 Z=∑
=

4

1
)(

k
kk xf .                                                   (6.2) 

Переменные xk удовлетворяют ограничениям 

∑
=

4

1k
kx =5, xk ≥ 0, k = 1, 2, 3, 4.                            (6.3) 

Требуется найти переменные x1, x2,, x3,, x4, удовлетворяющие (6.3) и обра-
щающие в максимум функцию (6.2). 

Схема решения задачи ДП: процесс решения распределения средств θ0 = 5 
можно рассматривать как четырехшаговый, номер шага совпадает с номером 
предприятия; выбор переменных x1, x2, x3, x4 – управление соответственно на 1, 
2, 3 и 4 шагах; q̂ – конечное состояние процесса распределения – равно 0, т.к. 
все средства должны быть вложены. Схема распределения показана на рис. 6.1. 

 
 

 
 

                 
           

                                                                  
Рис. 6.1  

 Z*4 (θ3)      Z*3 (θ2)     
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Уравнения состояний в данной задаче имеют вид θk  = θk–1 – xk, k =1, 2, 3, 4, 

где θk – параметр состояния – количество средств, оставшихся после k-го шага, 
т.е. средства, которые остается распределить между оставшимися 4–k предпри-
ятиями. 

Zk*(θk–1) – условная оптимальная прибыть, полученная от k-го,            
(k+1)-го, …, 4 предприятий, если между ними оптимальным образом распреде-
лялись средства θk–1. Допустимые управления на k-м шаге удовлетворяют усло-
вию  0 ≤ хk ≤ θk–1. 

Уравнения Беллмана имеют вид: 
    к = 4,  θ4=0 ⇒ Z4*(θ3)=max f4(x4), 0 ≤ x4 ≤ θ3; 

Z3*(θ2)=max {f3(x3) + Z4*(θ3)},  0 ≤ x3 ≤ θ2; 
Z2*(θ1)=max {f2(x2) + Z3*(θ2)},  0 ≤ x2 ≤ θ1; 
Z1*(5)=max {f1(x1) + Z2*(θ1)},  0 ≤ x3 ≤ 5. 

4 шаг (k = 4). В табл. 6.1  f4(x) прибыли монотонно возрастают, поэтому все 
средства, оставшиеся к IV шагу, следует вложить в 4-е предприятие. Для воз-
можных значений θ3  = 0, 1, 2, 3, 4, 5 получим Z4*(θ3)=f4(θ3) и x4*(θ3)=θ3. 

 
Таблица 6.2 

 

 

θk–1 xk θk k=3 k=2 k=1 
   f3(x3)+ 

Z4*(θ3) 
Z3*(θ2) x3*(θ2) f2(x2)+ 

Z3*(θ2) 
Z2*(θ1) x2*(θ1) f1(x1)+ 

Z2*(θ1) 
Z1*(θ0) x1*(θ0) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 

1 
1 
0 

0+4=4 
3+0=3 

4 0 0+4=4 
6+0=6 

 
6 

 
1 

0+6=6 
8+0=8 

 
8 

 
1 

2 0 
1 
2 

2 
1 
0 

0+6=6 
3+4=7 
4+0=4 

 
7 

 
1 

0+7=7 
6+4=10 
9+0=9 

 
10 

 
1 

0+10=10 
8+6=14 

10+0=10 

 
14 
 

 
1 

3 0 
1 
2 
3 

3 
2 
1 
0 

0+8=8 
3+6=9 
4+4=8 
7+0=7 

 
9 

 
1 

0+9=9 
6+7=13 
9+4=13 

11+0=11 

 
13 

 
1 
2 

0+13=13 
8+10=18 
10+6=16 
11+0=11 

 
18 

 
1 

4 0 
1 
2 
3 
4 

4 
3 
2 
1 
0 

0+13=13 
3+8=12 
4+6=10 
7+4=11 

11+0=11 

13 0 0+13=13 
6+9=15 
9+7=16 

11+4=15 
13+0=13 

 
 

16 

 
 
2 

0+16=16 
8+13=21 
10+10=20 
11+6=17 
12+0=12 

 
21 

 
1 

5 0 
1 
2 
3 
4 
5 

5 
4 
3 
2 
1 
0 

0+16=16 
3+13=16 
4+8=12 
7+6=13 

11+4=16 
18+0=18 

 
 
 
 
 

18 

 
 
 
 
 
5 

0+18=18 
6+13=19 
9+9=18 

11+7=18 
13+4=17 
15+0=15 

 
19 

 
1 

0+19=19 
8+16=24 
10+13=23 
11+10=21 
12+6=18 
18+0=18 

 
24 
 

 
1 
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3 шаг (k = 3). Делаем все предположения относительно остатка средств θ2 к 
3 шагу, т.е. после выбора x1 и x2. θ2  = 0, 1, 2, 3, 4, 5 (0 – все средства отданы 1 и 
2-му предприятиям, 5 – 1-е и 2-е предприятия ничего не получили и т.д.) В за-
висимости от этого выбираем 0 ≤ x3 ≤ θ2, находим θ3=θ2 – x3 и сравниваем для 
разных x3 при фиксированном θ2 значения суммы f3(x3)+Z4*(θ3). Для каждого θ2 
наибольшее из этих значений есть Z3*(θ2) – условная оптимальная прибыль, по-
лученная при оптимальном распределении θ2 между 3-м и 4-м предприятиями. 
Оптимизация приведена в табл. 6.2 при k = 3. 

2 шаг. Условный оптимум приведен в той же таблице и для k = 2.  Для всех 
возможных значений θ2 значения Z2*(θ1) и Х2*(θ1) находятся в столбцах 8 и 9 
соответственно; первые слагаемые в столбце 7 – значения f2(x2) взяты из       
табл. 6.2, а вторые слагаемые взяты из столбца 5 табл. 6.2 при θ2=θ1 – x2. 

1 шаг. Условный оптимум приведен и для k = 1 при θ0  = 5. 
Итак, максимум суммарной прибыли Zmax=Z1*(5)=24 у. е. при  

x1*=x1*(5)=1→ 
→ θ1*=5–1=4 ⇒ x2*=x2*(4)=2 → 
→ θ2*=4–2=2 ⇒ x3*=x3*(2)=1 → 

→ θ3*=2–1=1 ⇒ x4*=x4*(1)=θ3*=1. 
Выделение средств различным предприятиям: 

1-му выделена 1 у. е.; 
2-му выделены 2 у. е.; 
3-му выделена 1 у. е.; 
4-му выделена 1 у. е. 

Замечания. 
Решение четырехмерной задачи на определение условного экстремума 

сведено фактически к решению четырех одномерных задач: на каждом шаге 
определялась одна переменная х. 

Из разобранной задачи видно, что метод ДП безразличен к виду и способу 
задания функции: fk(x) были заданы таблично, поэтому Zk*(θ) и Хk*(θ) принима-
ли дискретные значения, представленные в таблице. 

Достоинством метода является возможность анализа решения на чувстви-
тельность к изменению θ0 и n. Проведенные расчеты можно использовать для 
изменившихся начального состояния θ0 и числа шагов n. Например, пусть в за-
даче произошло уменьшение начальных средств на 1 у.е. Для θ0  = 4 достаточно 
в таблицу добавить расчеты при k = 1. Получаем в этом случае Zmax = 21 у.е. при 
распределении: 

x1*=1→ θ1*=4–1=3 ⇒ x2*=1, или x2*=2→ 
 θ2*=3–1=2, или θ2*=3–2=1⇒ x3*=1, или x3*=0 → 

 θ3*=2–1=1, или θ3*=1–0=1, ⇒ x4*=1. 
В результате найдены два оптимальных решения: (1,1,1,1) и (1,2,0,1). Если 

начальные средства увеличились, например, на 1 у.е., θ0  = 6, а функции прибы-
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ли fk(x) остались прежними, то в таблицу достаточно добавить раздел для θ0 = 6 
при k = 3, 2, 1; этот фрагмент расчетов помещен в табл. 6.3. 

Таблица 6.3 
 

 
 
6 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

6 
5 
4 
3 
2 
1 

0+0=0 
3+16=19 
4+13=17 
7+8=15 

11+6=17 
18+4=22 

 
 

22 

 
 

5 

0+22=22 
6+18=24 
9+13=22 
11+9=20 
13+7=20 
15+4=19 

 
 

24 

 
 
1 

0+24=24 
8+19=27 
10+16=26 
11+13=24 
12+10=22 
18+6=24 

 
 

27 
 

 
 

1 

 
Получаем Zmax=27 у.е. при распределении: 
x1*=1→ θ1*=6–1=5 ⇒ x2*=1→ θ2*=5–1=4⇒ x3*=0 → θ3*=4–0=4⇒ x4*=4. 
Оптимальное решение (1,1,0,4). 
Если принято решение распределить средства θ0 = 5 между 2-, 3- и 4-м 

предприятиями, то задача уже решена. В разделе k = 2 табл. 6.2 находим 
Zmax=Z2*(5)=19 при условии, что x2*=1, x3*=0, x4*=4. 

Наконец, если увеличилось количество предприятий (число шагов), то 
схему можно дополнить, присоединяя шаги с номерами k = 0,–1,… и т.д. На-
пример, пусть средства в размере 6 у.е. распределяются между пятью предпри-
ятиями. Функция прибыли для пятого предприятия задана формулой                
f(x) = 3x+1, если х ≠ 0 и f(0) = 0. Присвоим 5-му предприятию номер k = 0, тогда 
х0 = 0 – средства, выделенные этому предприятию. Обозначим через Z0*(6) оп-
тимальную прибыль, полученную от пяти предприятий: 

Z0*(6)= Z3*(θ2)=max {f0(x0) + Z1*(θ1)},  0 ≤ x0 ≤ 6, 
а θ1= 6 – х0. Условная оптимизация 0-го шага дана в табл. 6.4. 

Таблица 6.4 
 

x0 0 1 2 3 4 5 6 
θ1= 6 – х0 6 5 4 3 2 1 0 
f(0) = 0 0 4 7 10 13 16 19 

Z1*(θ1)(при k=1) 27 24 21 18 14 8 0 
f(x0) + Z1(θ1) 27 28 28 28 27 24 19 

 
Следовательно, Zmax=28, а оптимальных решений четыре: (1,1,2,1,1), 

(2,1,1,1,1), (2,1,2,0,1), (3,1,1,0,1). ▼ 
 

6.3. Задача об оптимальном распределении ресурсов между отраслями  
на n лет 

 
Пример 6.2. [4]. Планируется деятельность двух отраслей производства на 

n лет. Начальные ресурсы θ0. Средства х, вложенные в 1-ю отрасль в начале го-
да, дают в конце года прибыль f1(x) и возвращаются в размере q1(x)<x;  анало-
гично для 2-й отрасли функция прибыли равна f2(x), а возврата – q2(x) (q2(x)<x). 
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В конце года все возвращенные средства заново перераспределяются между 1 и 
2 отраслями, новые средства не поступают, прибыль в производство не вклады-
вается. 

Требуется распределить имеющиеся средства θ0 между двумя отраслями 
производства на n лет так, чтобы суммарная прибыль от обеих отраслей за n лет 
оказалась максимальной. 

Необходимо: 
1) построить модель ДП для задачи и вычислительную схему; 
2) решить задачу при условии, что θ0 = 10000 у.е., n = 4, f1(x) = 0,6x,             

q1(x) = 0,7x, f2(x) = 0,5x, q2(x) = 0,8x.  
  

Решение. Процесс распределения средств между двумя отраслями произ-
водства разворачивается во времени, решения принимаются в начале каждого 
года, следовательно, осуществляется деление на шаги: номер шага – номер го-
да. Управляемая система – две отрасли производства, а управление состоит в 
выделении средств каждой отрасли в очередном году. Параметры состояния к 
началу k-го года — θk–1 (k = 1,…,n) – количество средств, подлежащих распреде-
лению. Переменных управления на каждом шаге две: хk — количество средств, 
выделенных 1 отрасли, и yk — 2 отрасли. Но так как все средства θk–1 распреде-
ляются, то уk = θk–1 – xk, и поэтому управление на k–м шаге зависит от одной пе-
ременной xn, т.е. Хk (хk, θk–1 – xk). 

Уравнения состояний выражают остаток средств, возвращенных в конце k-го 
года θk = q1(xk) + q2(θk–1 – xk). 

Показатель эффективности k-го шага — прибыль, полученная в конце k-го 
года от обеих отраслей: f1(xk) + f2(θk–1 – xk). 

Суммарный показатель эффективности — целевая функция задачи – при-

быль за n лет: Z =∑
=

n

k
kf

1
1 )( + f2(θk-1 – xk). 

Пусть Z*
k(θk–1) — условная оптимальная прибыль за n – k + 1 лет, начиная с 

k-го года до n-го года включительно, при условии, что имеющиеся на начало k-
го года средства θk–1 в дальнейшем распределялись оптимально. Тогда опти-
мальная прибыль за n лет Zmax = Z*

1(θ0). 
Уравнения Беллмана имеют вид: 
Z*

n(θn–1) = max {f1(xn) + f2(θn–1 – хn)},  0≤ хn ≤ θn–1; 
Z*

k(θk–1) = max {f1(xk) + f2(θk–1 – хk) + Z*
k+1(θk)} , 0≤ хk ≤ θk–1,   

(k = n–1, n–2, …, 2). 
Используем конкретные данные. 
Уравнение состояний примет вид 

θk = 0,7xk + 0,8(θk–1 – xk) или θk = 0,8θk–1 –0,1xk. 
Целевая функция k-го шага 0,6xk + 0,5(θk–1 – xk) = 0,1xk + 0,5θk–1. 

Целевая функция задачи Z =∑
=

−

4

1
15,0

k
kθ + 0,1xk.. 
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х4 
 

θ3 
 

Z4 

0,5θ3 
 

Рис. 6.2 

Функциональные уравнения 
Z*

4(θ3) = max {0,5θ3 + 0,1x4} 0≤ х4 ≤ θ3; 
Z*

k(θk–1) = max {0,1xk + 0,5θk–1 + Z*
k+1(θk)}, 0≤ хk ≤ θk –1.                      

Проводим условную оптимизацию. 
 
4 шаг. Используем уравнение Z*

4(θ3) = max {0,5θ3 + 0,1x4},                                

0≤ х4 ≤ θ3. Обозначим Z4 = 0,1х4 + 0,5θ3; Z4 линейная, возрас-
тающая, так как угловой коэффициент 0,1 больше нуля. По-
этому максимум достигается на конце интервала [0;θ3]. Сле-
довательно, Z*

4(θ3) = 0,6θ3 при х*
4(θ3) = θ3. 

 
 

3 шаг. Уравнение Z*
3(θ2) = max {0,1x3 + 0,5θ2 + 0,6θ3}, 0≤ х3 ≤ θ2. 

Найдем θ3 из уравнений состояний: θ3 = 0,8θ2 – 0,1x3 и, подставив его вы-
ражение в правую часть уравнения, получим  

Z*
3(θ2) = max {0,1x3 + 0,5θ2 + 0,6(0,8θ2 – 0,1x3)} = max {0,04x3 + 0,98θ2},    

0≤ х3 ≤ θ2. 
 Как и в предыдущем случае, максимум достигается при х3=θ2; т.е.       

Z*
3(θ2) = 1,02θ2 при х*

3(θ2) = θ2. 
 
 
2 шаг. Из уравнения состояния: θ2 = 0,8θ1 – 0,1x2. Уравнение 
при k=2 примет вид Z*

2(θ1) = max {1,316θ1 – 0,002x2},  0≤ х2 ≤ 
θ1. Линейная функция Z*

2 = 1,316θ1 – 0,002x2 относительно 
х2 убывает на отрезке [0;θ1], и поэтому ее максимум дости-
гается при х2=0: Z*

2(θ1) = 1,316θ1 при х*
2(θ1) = 0. 

 
    

1 шаг. θ1 = 0,8θ1 – 0,1x1. Уравнение при k=1 имеет вид  
Z*

1(θ0) = max {1,5528θ0 – 0,031x1}, 0≤ х1 ≤ θ0. 
Как и в предыдущем случае, максимум достигается в начале отрезка, т.е. 

Z*
1(θ0) = 1,5528θ0  при х*

1(θ0) = 0. 
На этом условная оптимизация заканчивается. Используя ее результат и 

исходные данные, получим Zmax = Z*
1(10000), Zmax = 15528. 

х*
1 = 0, у*

1 = θ0  = 10000 → 
    θ*

1 = 0,8*10000 –0,1*0 = 8000 ⇒ х*
2 = 0, у*

2 = 8000 → 
θ*

2 = 0,8*8000 –0,1*0 = 6400 ⇒ х*
3 = 6400, у*

3 =0 → 
θ*

3 = 0,8*6400 –0,1*6400 = 4480 ⇒ х*
4 = 4480, у*

4 =0. 
Оптимальная прибыль за 4 года, полученная от двух отраслей производст-

ва при начальных средствах 10000 у.е., равна 15528 у.е. при условии, что 1 от-

х2 
 

θ1 
 

Z2 

1,316θ1 
 

Рис. 6.3 
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расль получает по годам (0;0;6400;4480), а 2 отрасль – соответственно 
(10000;8000;0;0). ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Решить задачу о распределении средств между предприятиями. Найти 

оптимальное распределение средств между n предприятиями при условии, что 
прибыль f(x), полученная от каждого предприятия, является функцией от вло-
женных в него средств х. Вложения кратны ∆x, а функции f(x) заданы таблично 
(табл. 6.5 – задача (а)  и табл. 6.6 – задача (б)).  

 
Таблица 6.5 

 
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
f1(x) 5 9 12 14 15 18 20 24 27 
f2(x) 7 9 11 13 16 19 21 22 25 
f3(x) 6 10 13 15 16 18 21 22 25 

θ0 = 9, ∆x = 1, n= 3 
 

Таблица 6.6 
 

X 1 2 3 4 5 
f1(x) 0,2 0,9 1,0 1,2 2,0 
f2(x) 1,0 1,1 1,3 1.4 1,8 
f3(x) 2,1 2,5 2,9 3,9 4,9 
f4(x) 0 2,0 2,5 3,0 4,0 

θ0  = 5, ∆x = 1, n= 4 
 

2. Решить задачу об оптимальном распределении ресурсов между отрасля-
ми на n лет. Найти оптимальное распределение ресурсов θ0  между двумя отрас-
лями производств в течение  n лет, если даны функции доходов f1(x), f2(x) для 
каждой отрасли, функции возврата ϕ1(x) и ϕ2(x). По истечении года только все 
возвращенные средства перераспределяются, доход в производство не вклады-
вается:    

а) θ0  = 40000 у.е.; n= 4; f1(x)=0,4x; f2(x)=0,3x;ϕ1(x)=0,5x;ϕ2 (x)=0,8x; 
б) θ0  = 10000 у.е.; n= 4; f1(x)=0,1x2; f2(x)=0,5x;ϕ1(x)=0,75x;ϕ2 (x)=0,3x. 

 
 

7. Оптимизационные задачи на графах 
 

7.1. Независимые и доминирующие множества 
 
Граф есть упорядоченная пара G=(X,E), где X – непустое множество, назы-

ваемое множеством вершин; Е – неупорядоченное бинарное отношение на X, 
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т.е. множество неупорядоченных пap (xi, xj), называемых ребрами.  
Любой граф G=(X,E) можно задать бинарным отношением инцидентности 

между множествами X и Е и отношением смежности на множестве X. Посколь-
ку любое бинарное отношение задается матрицами, то и граф можно задать 
матрицей инцидентности и матрицей смежности.  

Два графа называются изоморфными тогда и только тогда, когда имеется 
взаимно однозначное соответствие между их вершинами и ребрами при сохра-
нении отношения инцидентности. 

Инварианты графа – характеристики графа, которые не меняются при изо-
морфных преобразованиях графа.  

Рассмотрим неориентированный граф G=(X,E). Независимое множество 
вершин (внутреннее устойчивое множество) есть такое множество ψ(G)∈Х, в 
котором любые две вершины не смежны. Если Qψ  – семейство всех максималь-

ных независимых множеств графа, то число ( ) max
Q

G
ψψ

ψ ψ
∈

=                                                        
называется числом независимости графа, а множество, на котором достигается 
максимум, называется наибольшим независимым множеством. 

Нахождение наибольшего независимого подмножества достаточно слож-
ная алгоритмическая задача, поэтому чаще всего ищут близкое к наибольшему 
независимому подмножеству и применяют более простые алгоритмы, как, на-
пример: 

1. В графе выбрать вершину с наименьшей степенью в качестве элемента 
исходного множества. 

2. Удалить выбранную вершину из графа вместе с ее окрестностью 
(смежные  вершины и инцидентные им ребра). 

Для графа G(X,E) доминирующее множество вершин (внешнее устойчивое 
множество) есть такое множество вершин µ ∈ Х, в котором для каждой верши-
ны x, не вошедшей в него, существует ребро, идущее из некоторой вершины 
множества µ в вершину x. Если Qµ  — семейство всех минимальных домини-

рующих множеств графа, то число ( ) min
Q

G
µµ

µ µ
∈

=  называется числом до-

минирования графа, а множество, на котором достигается минимум, называется 
наименьшим доминирующим множеством. 

Для решения задачи о нахождении числа доминирования графа применя-
ется следующий алгоритм: 

1. Выбрать из матрицы смежности строку с наибольшим числом единиц и 
ввести ее в искомое покрытие. 

2. Вычеркнуть строку из матрицы и столбцы, покрываемые этой строкой. 
Повторять шаги 1 и 2 до тех пор, пока в матрице не удалятся все столбцы. 
 
Задача о наименьшем покрытии – задача о поиске наименьшего множест-

ва столбцов, накрывающих все строки, является обобщением задачи о нахож-
дении числа доминирования графа.  
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Наименьшее вершинное покрытие обозначается β0(G) и находится сле-
дующим образом: необходимо взять матрицу инцидентности графа и найти ее 
кратчайшее строчное покрытие. Для решения задачи о наименьшем вершинном 
покрытии используется следующий алгоритм: 

1. В матрице инцидентности графа отыскивается столбец с наименьшим 
числом единиц (если таких столбцов несколько, берем самый левый). 

2. Среди строк, покрывающих столбец, отыскивается строка с наибольшим 
числом единиц и включается в искомое покрытие (если таких строк несколько, 
выбирается самая верхняя). 

3. Из матрицы вычеркивается выбранная строка и столбцы, которые она 
покрывает. 
 

Пример 7.1. Найти наибольшее независимое подмножество графа. 
 

                                                                                                                        
 
                                                                                                
                                                                                              

Рис. 7.1 
 
Решение. Найдем вершины с наименьшей степенью (в нашем случае наи-

меньшая степень (ρ(х) = 2) – это х1, х2, х4, х5, х9. Выберем в качестве элемента 
независимого множества, например, х4. Удалим из графа саму вершину х4, 
смежные ей вершины х3 и х5 и инцидентные им ребра х5х4, х4х5, х1х3, х2х3, х5х6. В 
итоге получим граф вида (рис. 7.2). 
                                                                                                                               
 
                                                                                                 
                                                                                                 
 

Рис.7.2 
 
Повторяя шаги алгоритма, далее выбираем х1 с ρ(х1) = 1 и включим ее в 

искомое множество. После преобразования получим граф (рис. 7.3). 
 

 
 
 
 

Рис. 7.3 
 

Далее включаем в искомое множество вершину х6 с ρ(х6) = 2, а после уда-
ления смежных вершин и инцидентных им ребер оставшуюся вершину х9.  
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Таким образом, мы получили наибольшее независимое подмножество     
{х4, х1, х6, х9} и соответственно число независимости графа ψ(G) = 4. ▼ 

 
Пример 7.2. В заданном графе найти число доминирования. 

 
                                            

 
 
 
 
 
 
Рис. 7.4 

 
Решение. По описанному выше алгоритму строим матрицу смежности за-

данного графа с единичными диагональными элементами. 
Таблица 7.1 

 
 х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 х8 х9 
х1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 
х2 1 1 1 0 1 0 0 0 0 
х3 0 0 1 0 0 1 0 0 0 
х4 1 0 0 1 1 0 1 0 0 
х5 0 1 0 1 1 1 0 1 0 
х6 0 0 1 0 1 1 0 0 1 
х7 0 0 0 1 0 0 1 1 0 
х8 0 0 0 0 1 0 1 1 1 
х9 0 0 0 0 0 1 0 1 1 

 
Вводим в искомое покрытие строку х5, так как она содержит наибольшее 

число единиц, вычеркиваем ее из матрицы и столбцы, которые она покрывает 
(х2, х4, х5, х6 , х8). Получаем преобразованную матрицу смежности и выполняем 
шаги алгоритма снова. 

 
                          Таблица 7.2                                                Таблица 7.3 

 
 х1 х3 х7 х9     х7 х9 
х1 1 0 0 0    х1 0 0 
х2 1 1 0 0    х3 0 0 
х3 0 1 0 0    х4 1 0 
х4 1 0 1 0    х6 0 1 
х6 0 1 0 1    х7 1 0 
х7 0 0 1 0    х8 1 1 
х8 0 0 1 1    х9 0 1 
х9 0 0 0 1       

x9
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 x8
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Среди строк, содержащих наибольшее число единиц, выбираем самую 

верхнюю (х2) и включаем в искомое покрытие. В результате преобразований 
получаем преобразованную матрицу смежности (табл. 7.2). На последней ите-
рации вычеркиваем строку х8 и оставшиеся столбцы (табл. 7.3). 

В результате получаем доминирующее множество вершин {х5,х2,х8} и чис-
ло доминирования графа µ = 3. ▼ 

 
Пример 7.3. Найти наименьшее вершинное покрытие графа. 
 
                                                                               

                                            
 
                                                

Рис. 7.5 
 
Решение. Строим матрицу инцидентности графа. 

Таблица 7.4 
 

 х1х2 х1х4 х1х6 х1х5 х2х3 х2х4 х3х4 х3х5 х4х5 х4х6 
х1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 
х2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 
х3 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
х4 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 
х5 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 
х6 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 

 
Столбец, содержащий наименьшее число единиц (х1х2), покрывает две 

строки — х1 и х2. Среди них выбираем строку с максимальным числом единиц и 
включаем в искомое покрытие – это строка х1. Исключаем из матрицы строку х1 
и столбцы, которые она покрывает. В результате получаем преобразованную 
матрицу инцидентности (табл. 7.5) и повторяем заново шаги алгоритма. 

На этом этапе столбец х2х3  задает следующую строку искомого покрытия – 
х4, которая покрывает столбцы х3х4, х3х4, х2х4, х4х6. Переходим к упрощенной 
матрице инцидентности (табл. 7.6). 

 
                                       Таблица 7.5                                             Таблица 7.6 

 
 х2х3 х2х4 х3х4 х3х5 х4х5 х4х6   х2х3 х3х5 
х2 1 1 0 1 0 0  х2 1 0 
х3 1 0 1 1 0 0  х3 1 1 
х4 0 1 1 0 1 1  х5 0 1 
х5 0 0 0 1 1 0  х6 0 0 
х6 0 0 0 0 0 1     
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Удалению из матрицы подлежит строка х3 и оставшиеся столбцы х2х3, х3х5. 
Из этого можно сформулировать окончательный вывод: наименьшее вершин-
ное покрытие составляют вершины {х2, х4, х3} и β0(G) = 3. ▼ 
 

7.2. Паросочетания и покрытия графа 
 
Паросочетанием графа G=(X,E) называется такое подмножество М его ре-

бер, при котором каждая вершина графа идентична не более чем одному ребру 
этого подмножества. В любом паросочетании никакие два ребра не являются 
смежными. Паросочетание называется «независимым множеством ребер». 

Покрытием графа G=(X,E) называется такое подмножество Q его ребер, 
когда каждая вершина графа инцидентна по крайней мере одному ребру из Q. 
Очевидно, что покрытие является «доминирующим множеством ребер», т.е. 
множеством, доминирующим над всеми вершинами. 

Решение задачи о покрытии минимальной мощности дает решение задачи 
о паросочетании максимальной мощности и наоборот. 

Алгоритм поиска паросочетания максимальной мощности: 
1. Выбираем ребро с наименьшей степенью (число инцидентных вершин) и 

включаем в искомое паросочетание. Если таковых несколько, выбираем то из 
них, для которого степень второй граничной вершины наименьшая. 

2. Удаляем из графа это ребро и ребра, смежные с ним. 
Шаги 1—2 повторять до тех пор, пока множество ребер не станет пустым. 

 
Пример 7.4. Найти в графе паросочетание максимальной мощности. 

                            
 
                             
 

            
          Рис. 7.6 

 
Решение. Следуя вышеописанному алгоритму, первым можно исключить 

ребро x1x3 и смежные ему ребра x1x2, x2x4. Исключая следом ребро x2x4, из графа 
удаляется ребро x4x5. Действуя таким образом, в искомое паросочетание пооче-
редно включаются ребра x11x13, x10x12, x5x7 и x8x9. На рис. 7.7 – 7.11 изображены 
преобразования графа в ходе последовательного исключения ребер. 

 
 
 
 
 

         
         Рис. 7.7                                                              Рис. 7.8 
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                           Рис. 7.9                                                              Рис. 7.10 
 
 
 
 
 
 
                                 Рис. 7.11                                                             Рис. 7.12 

 
В итоге получаем, что в искомое покрытие включаются 6 ребер              

(см. рис. 7.12 – ребра, выделенные жирными линиями).  
Следовательно, α1(G) = 6. ▼ 

 
7.3. Раскраска графов 

 
Раскраска вершин графов – разбиение множества вершин графа на под-

множества таким образом, чтобы внутри каждого подмножества никакие две 
вершины не были смежными. Минимальное число красок при решении задачи 
называется хроматическим числом графа — χ (G). 

Всякое множество одноцветных вершин графа является независимым под-
множеством, поэтому раскраску графа в минимальное количество цветов мож-
но осуществить следующим образом: 

1. Найти все максимальные независимые подмножества. 
2. В булевой матрице получить кратчайшее вершинное покрытие графа 

максимальными независимыми подмножествами. 
3. Удалить некоторые вершины из элементов полученного покрытия, до-

бившись того, чтобы хК вершина входила в одно и только одно из выделенных 
независимых подмножеств. 

Раскраска ребер – разбиение множества ребер на подмножества таким об-
разом, чтобы внутри каждого подмножества никакие два ребра не были смеж-
ными. Минимальное число красок при раскраске ребер называется реберно-
хроматическим числом графа — χЕ(G). Если ρ(х) – максимальная степень вер-
шины графа, то ρ ≤ χЕ(G) ≤ ρ+1. 

 
Пример 7.5. Найти в графе хроматическое и реберно-хроматическое числа 

графа. 
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Рис. 7.13 

 
Решение. Согласно правилам раскраски вершин и ребер и алгоритму рас-

краски графа, сначала строим булевую матрицу, строки которой представляют 
собой максимальные независимые подмножества, а столбцы – вершины графа. 
Решаем задачу о кратчайшем покрытии, последовательно включая строки в ис-
комое покрытие.  

 
                          Таблица 7.7                           Таблица 7.8             Таблица 7.9 

 
 х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7   х2 х4 х5 х7   х7 
х1х3х6 1 0 1 0 0 1 0  х1х4х5 0 1 1 0  х1х4х5 0 
х1х4х5 1 0 0 1 1 0 0  х1х4х6 0 1 0 0  х1х4х6 0 
х1х4х6 1 0 0 1 0 1 0  х2х4х5 1 1 1 0  х2х4х6 0 
х2х4х5 0 1 0 1 1 0 0  х2х4х6 1 1 0 0  х5х7 1 
х2х4х6 0 1 0 1 0 1 0  х5х7 0 0 1 1    
х5х7 0 0 0 0 1 0 1       

 
В результате получаем покрытие, представляющее собой совокупность не-

зависимых подмножеств П = {{х1х3х6},{х2х4х5},{х5х7}} и следующий граф с хро-
матическим числом графа χ (G) = 3 и реберно-хроматическим числом графа χЕ 
(G) = 5 (рис. 7.14). ▼ 

 
 
 
 
 
 

 
                                                    Рис. 7.14 

 
 

7.4. Покрывающие деревья 
 

Деревом в неориентированном графе называют связный граф, не имеющий 
циклов. Если все вершины цикла принадлежат дереву, оно называется покры-
вающим (остовным). Рёбра графа, принадлежащие покрывающему дереву, на-
зываются ветвями, все остальные рёбра графа называются хордами. 
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Цикломатическое число – число рёбер, удаление которых приводит к по-
крывающему дереву (число хорд в графе)  

γ(G) = r – n+1.                                                     (7.1) 
Коцикломатическое число – число рёбер в остовном дереве графа 

 γ*(G) = n – 1.                                                       (7.2) 
 
Пример 7.6. Построить дерево с минимальным весом. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.15 
 
Решение. Используя алгоритм Краскала, составим сначала список ребер в 

порядке возрастания весов. 
Таблица 7.10 

 
х1х2 х3х7 х3х5 х6х8 х5х6 х4х7 х3х4 х3х6 х6х7 х5х8 х1х4 х7х8 х2х5 х1х3 х2х3 
1 1 1 2 2 3 4 4 5 5 6 8 10 10 10 

 
Начиная с несвязного графа, будем добавлять ребра в граф, следуя приве-

денному списку и избегая появления циклов. В результате получим остовное 
дерево с минимальным весом. 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.16 
 

Цикломатическое число γ(G) = 8, коцикломатическое число γ*(G) = 7. ▼ 
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7.5. Поиск экстремальных путей в графах 
 

7.5.1. Задача о кратчайшем пути в графе 
 

Исследование задач, связанных с нахождением кратчайших путей, ассо-
циируется с решением проблем, требующих экономии затрат.  

Пусть задан граф G=(X,E), дугам которого приписаны веса (длины, стои-
мости, затраты), задаваемые матрицей весов А=||aij||. Требуется найти крат-
чайший путь от заданной начальной вершины S∈X до заданной конечной вер-
шины t∈X, при условии, что такой путь существует.  

 
Пример 7.7. Найти кратчайшие пути в графе c помощью алгоритма Дейк-

стра. 
 

                                                                   
 
                                                               

                                                              
            

                                                      
                                                             

                                                              Рис. 7.17 
 
Решение. Строим таблицу и получаем по пометкам кратчайший путь. 

 
Таблица 7.11 

 
 λ; θ λ; θ λ; θ λ; θ λ; θ 
S 0 0 0 0 0 
A 4 4 (s; a)    
B 7 7 7 7 (s; b)(a; b)  
C 3 (s; c)     
D ∞ 6 6(а; d)   
t ∞ ∞ ∞ 8 8 
 (y = c) (y = a) (y = d) (y = b) (y = t) 
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Рис. 7.18 

 
Заметим, что кратчайший путь будет единственным, если в процедуре ал-

горитма ни разу не возникнет неоднозначность в выборе окрашивающей дуги. 
В нашем случае эта неоднозначность есть. Поэтому можно получить и другое 
дерево кратчайших путей (рис. 7.18). ▼ 

 
7.5.2. Поиск кратчайших путей между всеми парами вершин 

 
Пусть требуется найти кратчайшие пути между всеми парами вершин на-

груженного графа. Алгоритм, предложенный Флойдом, применим к графам с 
произвольной матрицей весов и базируется на использовании последовательно-
сти из n преобразований начальной матрицы весов А=||aij||.  

Для целого m, последовательно принимающего значения 1, 2,..., n, опреде-
ляются по величине элементов матрицы W(m–1) величины элементов матрицы 
W(m) с использованием рекуррентного соотношения 

w(m)
ij=min(w(m–l)

im+w(m–1)
mj,w(m–1)

ij).                             (7.3) 
По окончании всей процедуры величина элемента w(n)

ij матрицы W(n) опре-
деляет длину кратчайшего пути, ведущего из вершины xi в вершину xj. 

 
Пример 7.8. Найти кратчайшее расстояние между всеми парами вершин в 

графе с помощью алгоритма Флойда. 
                         

 
                                                              

 
 
                                                              

Рис. 7.19 
 

Решение. Начинаем с построения матрицы расстояний, элементы которой 
будут принимать значения 0, 1 или ∞. Далее в табл. 7.12–7.15 будут изображе-
ны ее преобразования в соответствии с формулой (7.3) на каждом шаге. На по-
следнем шаге будет получена матрица кратчайших расстояний между всеми 
вершинами графа. ▼ 

 
W(0)          Таблица 7.12                        W(1)            Таблица 7.13 

 
 1 2 3 4 5      1 2 3 4 5 
1 0 1 ∞ 1 ∞     1 0 1 ∞ 1 ∞ 
2 1 0 1 1 ∞   ⇒  2 1 0 1 1 ∞ 
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3 ∞ 1 0 ∞ ∞     3 ∞ 1 0 ∞ ∞ 
4 1 1 ∞ 0 1     4 1 1 ∞ 0 1 
5 ∞ ∞ ∞ 1 0     5 ∞ ∞ ∞ 1 0 

 
         W(2) = W(3)      Таблица 7.14            W(4)            Таблица 7.15  
 

 1 2 3 4 5      1 2 3 4 5 
1 0 1 2 1 ∞     1 0 1 2 1 2 
2 1 0 1 1 ∞   ⇒  2 1 0 1 1 2 
3 2 1 0 2 ∞     3 2 1 0 2 3 
4 1 1 2 0 1     4 1 1 2 0 1 
5 ∞ ∞ ∞ 1 0     5 2 2 3 1 0 

 
Упражнения 

 
Найти все инварианты графов, а также кратчайшее расстояние между все-

ми парами вершин в графе (см. рис. 7.20, рис. 7.21). 
 
 
 
 
 
                                                                                  

                       Рис. 7.20                                              Рис. 7.21 
 
 

8. Оптимизационные задачи на сетях. Задача о максимальном 
потоке и алгоритм Форда–Фалкерсона  

 
Рассмотрим сеть S=<G,C>, G=(X,E) с пропускными способностями дуг Сij, 

источником s, стоком t; s, t∈X. Задача состоит в нахождении такого множества 
потоков по дугам, чтобы величина w была максимальной. 

, ,
( , ) ( , )

v s v v t t
w s v v tϕ ϕ

→ →

= =∑ ∑ . 

Идея решения задачи о максимальном потоке от s к t, лежащая в основе ал-
горитма Форда–Фалкерсона, состоит в следующем. 

Выбирается некоторый допустимый начальный поток и осуществляется 
поиск увеличивающей цели. Если он оказывается успешным, то поток вдоль 
найденной цены увеличивается до максимально возможного значения. Если на 
каком-то этапе не удается найти увеличивающей цепи из s в t, выполнение ал-
горитма заканчивается – текущий поток из s в t является максимальным. 

 
 

х5 х1 

х2 
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х4 

х5 х1 х2 
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Пример 8.1. На рис. 8.1 приведена некоторая сеть с распределенным на ней 
начальным потоком w0=9. Каждой дуге сети приписана пара чисел (Сij, ϕ(0)

ij), 
перенос из них соответствует пропускной способности дуги, второе – величине 
начального потока по данной дуге. В качестве источника выступает вершина    
xl = s, в качестве стока – вершина x6 = t. На этом же рисунке показано сущест-
вование увеличивающей цепи из s в t, ее составляет последовательность           
(xl = s, x2, x5, x3, x6 = 1). 
     
                                                                                             
 
                                                                                            
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.1                                                         Рис. 8.2 
 
На рис. 8.2 представлено перераспределение потока w1 = w0+εt = w0+3 = 

=3+9=12, а также показано существование увеличивающей цепи из s в t          
(s, x2, x3, t). На рис. 8.3–8.4 представлено существование увеличивающей цепи 
из s в t и перераспределение потоков w2=w1+εt и w3=w2+εt. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       Рис. 8.3                                                        Рис. 8.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    Рис. 8.5                                                          Рис. 8.6 
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Рис. 8.5 демонстрирует отсутствие увеличивающей цепи от s к t. Следова-
тельно, поток w4=16 является максимальным. На рис. 8.6 выделены дуги, со-
ставляющие минимальный разрез сети, пропускная способность которого 
R(A,X\A) равна 16. Итак, максимальному потоку wmax=16 соответствует разрез 
R(A) = {(s,x3), (x2,x3), (x5,x3), (x4,x6), (x8,x6)}. ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Найти кратчайший путь в графе от вершины x0 до x8 (в скобках указаны 

длины дуг). 

 
Рис. 8.7 

 
2. Найти кратчайший путь в графе от вершины x0 до x6 (в скобках указаны 

длины дуг). 

 
Рис. 8.8 

 
3. Решить задачу о поиске максимального потока в сети (в скобках указана 

пропускная способность дуги), если начальный поток wo = 7 (рис. 8.7). 
4. Решить задачу о поиске максимального потока в сети (в скобках указана 

пропускная способность дуги), если начальный поток wo = 7 (рис. 8.8). 
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9. Марковские модели в экономике 
 

9.1. Дискретный марковский процесс с дискретным временем  
 
Процесс, заключающийся в том, что система с дискретным множеством 

состояний в некоторые моменты времени скачком перескакивает случайным 
образом из одного состояния в другое, называется дискретным случайным про-
цессом. Случайный процесс, протекающий в системе S, называется марков-
ским, если он обладает свойством отсутствия последействия. 

Случайный процесс называется процессом с дискретным временем, если 
переходы системы из состояния в состояние могут осуществляться только в за-
ранее определенные моменты времени t1, t2,…,tk,…, называемые шагами этого 
процесса.  

Случайная последовательность событий Si(k) (i = 1,…,n; k = 1, 2,…) назы-
вается марковской цепью, если для каждого шага вероятность перехода из лю-
бого состояния si в любое состояние sj не зависит то того, когда и как система S 
оказалась в состоянии si.  

Основными характеристиками марковских цепей являются вероятности 
pi(k)=p(Si(k))(i = 1,…,n; k= 1, 2,…) событий Si(k), которые называют вероятно-
стями состояний, их сумма для каждого k = 1, 2,… равна 1: 

∑
i=1

n
pi(k) =1, k = 1,2,…                                                   (9.1) 

Для однородной марковской цепи вектор-строка вероятностей состояний 
от k-го до (k+1)-го шага равна произведению вектор-строки вероятностей со-
стояний от (k–1)-го до k-го шага на матрицу переходных вероятностей с эле-
ментами pij(k): (p1(k),…,pn(k)) = (p1(k–1),…,pn(k–1))*P.                                     (9.2) 

Для однородной марковской цепи имеет место следующая формула: 
(p1(k),…,pn(k)) = (p1(0),…,pn(0))*Pk ,k=1,2,… .                           (9.3) 

 
Пример.9.1. [7]. Рассмотрим состояния банка, характеризующиеся одной 

из процентных ставок: 2 %, 3 %, 4 %, которые устанавливаются в начале каждо-
го квартала и фиксированы на всем его протяжении. Таким образом, если за 
систему S принять рассматриваемый банк, то в каждый момент времени воз-
можны следующие состояния: s1 — процентная ставка 2 %, s2 — процентная 
ставка 3 %, s3 — процентная ставка 4 %. Анализ работы банка в предшествую-
щие годы показал, что изменение переходных вероятностей с течением време-
нем пренебрежимо мало. 

Определим вероятности указанных состояний банка в конце года, если в 
конце предыдущего года процентная ставка банка составляла 3 %, а размечен-
ный граф состояний банка изображен на рис. 9.1. 
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Рис. 9.1 
 

Решение. Так как множество состояний, в которых может находиться сис-
тема S, конечно (три состояния), то протекающий в системе S случайный про-
цесс – дискретный. 

С определенной степенью погрешности можно предположить, что вероят-
ность пребывания банка в одном из своих состояний в будущем зависит только 
от состояния в настоящем и не зависит от его состояний в прошлом. А потому 
рассматриваемый случайный процесс можно считать марковским. 

В силу условий примера банк может переходить из состояния в состояние 
только в заранее определенные моменты времени: tk – начало k-го квартала,       
k = 1, 2, 3, 4. Следовательно, случайный процесс в системе S является процес-
сом с дискретным временем. 

Так как зависимостью переходных вероятностей от времени можно пре-
небречь, то рассматриваемый процесс будет однородным. 

Таким образом, в системе S протекает однородный марковский  дискрет-
ный случайный процесс с дискретным временем, т.е. имеем однородную мар-
ковскую цепь. 

По размеченному графу на рис. 9.1 выпишем значения переходных веро-
ятностей: р12 = 0,4; р13 = 0,2. Тогда при i = 1, р11 = 1 – (р12 + р13) =  0,4. Анало-
гично р21 = 0,2; р23 = 0,3 и, следовательно, р22 = 0,5. Наконец, р31 = 0,1; р32 = 0,3; 
р33 = 0,6. 

Составим матрицу переходных вероятностей:  
 
Р =            . 

 
 

Обратим внимание на то, что сумма элементов каждой строки матрицы Р 
равна (как и должно быть) единице. 

Так как в конце предшествующего года процентная ставка составляла 3 %, 
то можно считать, что в начальный момент времени t = 0 система S находилась 
в состоянии s2. Поэтому начальное распределение вероятностей имеет вид 

(р1(0)  р2(0)  р3(0)) = (0 1 0 ).                                          (9.4) 
Вероятность состояний банка в конце года, т.е. по прошествии четырех 

кварталов, можно найти по формуле (9.3) при n = 3 и k = 4. Для этого подсчи-
таем сначала Р2:  

 
 
Р2 =              =      . 

0,4  0,4  0,2 
0,2  0,5  0,3 
0,1  0,3  0,6 

0,4  0,4  0,2 
0,2  0,5  0,3 
0,1  0,3  0,6 

0,4  0,4  0,2 
0,2  0,5  0,3 
0,1  0,3  0,6 

0,26  0,42  0,32 
0,21  0,42  0,37 
0,16  0,37  0,47 

S0 S1 S2 

0,1        

0,3         
0,2   
        

0,4         
0,2      

0,3      
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Тогда 
 
Р4 = Р2*Р2 =         =           .  
 
 

Из (9.3) при n = 3 и k = 4 с учетом (9.4) имеем 
 
(р1(4)  р2(4)  р3(4)) = (0 1 0 )           = (0,2020   0,4015   0,3965). 

 
 
Итак, р1(4) = 0,2020; р2(4) = 0,4015; р3(4)) = 0,3965, т.е. в конце года веро-

ятности процентных ставок 2 %, 3 %, 4 % равны соответственно 0,2020;  0,4015;  
0,3965. Таким образом, вероятнее всего процентная ставка к концу года оста-
нентся такой же, как и была в конце предшествующего года, т.е. 3 %. 

Отметим, что в качестве контроля за правильностью вычислений можно 
использовать проверку матриц на стохастичность. В рассмотренном примере 
матрицы Р, Р2, Р4 стохастичны. 

Замечание. Для нахождения вектора (р1(4); р2(4); р3(4)) в примере (9.1) 
можно было вместо формулы (9.3) четырежды последовательно использовать 
формулу (9.2), а именно, сначала по этой формуле найти вектор вероятностей 
состояний в 1-м квартале (р1(1); р2(1); р3(1)) = (р1(0); р2(0); р3(0)) * Р, затем во 
2-м квартале (р1(2); р2(2); р3(2)) = (р1(1); р2(1); р3(1)) * Р и т.д., пока не дойдем 
до 4-го квартала (р1(4); р2(4); р3(4)) = (р1(3);  р2(3); р3(3)) * Р. ▼ 

 
9.2. Дискретный марковский процесс с непрерывным временем 

 
Случайный процесс, протекающий в системе, называется процессом с не-

прерывным временем, если переходы системы из состояния в состояние воз-
можны в любые, заранее не известные, случайные моменты времени. 

Для любых t ≥ 0 применяется нормировочное условие 

∑
=

n

i
i tp

1
)( =1, рii(t)=1, рij(t)=0, i ≠ j.                                  (9.5) 

В этих системах вместо переходных вероятностей используются плотности 
вероятностей перехода λij из состояния Si в состояние Sj. 

Вероятности состояний рi(t), i=1,…,n, являются решением следующей сис-
темы дифференциальных уравнений 

( )idp t
dt

 = – 
1

n

ij
j

λ
=

∑  рi(t) + 
1

n

ij
j

λ
=

∑  рj(t), i=1,…,n; t ≥ 0.                         (9.6) 

Система (9.6) представляет собой систему n обыкновенных линейных од-
нородных дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными ко-
эффициентами λij или систему дифференциальных уравнений Колмогорова. 

0,26  0,42  0,32 
0,21  0,42  0,37 
0,16  0,37  0,47 

0,26  0,42  0,32 
0,21  0,42  0,37 
0,16  0,37  0,47 

0,2070  0,4040  0,3890 
0,2020  0,4015  0,3965 
0,1945  0,3965  0,4090 

0,2070  0,4040  0,3890 
0,2020  0,4015  0,3965 
0,1945  0,3965  0,4090 
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Начальные условия системы дифференциальных уравнений Колмогорова  
определяются заданным (начальным) распределением вероятностей состояний 
системы в момент времени t = 0:  

р1(0)=0,…,рm–1(0)=0, рm(0)=1,рm+1(0)=0,…,рn(0)=0. 
 
Пример 9.2. [7]. Для изучения надежности эксплуатации счетчика банкнот, 

который мы примем за систему S, рассмотрим следующие три его состояния:    
s1 – счетчик исправен, но не находится в состоянии эксплуатации, s2 – счетчик 
исправен и находится в состоянии эксплуатации, s3 – счетчик не находится в 
состоянии эксплуатации по причине неисправности. 

Будем предполагать, что счетчик банкнот может выйти из строя только во 
время его эксплуатации. На данном этапе изучения ремонт неисправного счет-
чика не предполагается (так что состояние s3 является ловушкой).  Размеченный 
граф состояний системы дан на рис. 9.2. 

Требуется найти вероятности состояний счетчика в момент t = 1, если в 
начальный момент t = 1 счетчик банкнот был исправен, но не эксплуатировал-
ся. 

 
 

                                                          

                                                       Рис. 9.2  
 
Решение. Так как счетчик может менять свои состояния случайным обра-

зом в случайные моменты времени,  а в каждый момент он пребывает в одном 
из состояний s1, s2,  s3, то процесс, протекающий в системе S, будет дискрет-
ным случайным процессом с непрерывным временем. Данный процесс можно 
считать марковским, поскольку состояние счетчика в будущем существенно за-
висит от его состояний в настоящий момент времени и несущественно – от его 
состояний в прошлом. Незначительные колебания плотностей вероятностей пе-
реходов с течением времени позволяют сделать допущение об однородности 
рассматриваемого процесса. 

Матрица плотностей вероятностей переходов, составленная по графу на 
рис. 9.2, имеет вид  

 
А =           . 

  
 

Сначала найдем вероятности состояний р1(t);  р2(t);  р3(t) в любой момент 
времени  t. 

Cоставим систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

0 2 0 
1 0 2 
0 0 0 

S1 S2 S3 
2        2        
1        
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Так как в начальный момент t = 0 счетчик был исправен, но не эксплуати-
ровался, то система S находилась в состоянии s1, и, следовательно, мы можем 
выписать начальные условия р1(0) = 1,  р2(0) = 0,  р3(0) = 0.         

Первые два уравнения системы (9.7) не содержат функции р3(t), и потому 
их можно рассматривать как систему двух уравнений с двумя неизвестными 
функциями р1(t) и р2(t), из которой получим 
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                                    (9.8) 

Из теории дифференциальных уравнений известно, что частное решение 
системы (9.8) ищется в виде показательных функций 

р1(t) = γ1еλt, р2(t) = γ2еλt,                                             (9.9) 
где γ1, γ2 и λ — постоянные (которые следует подобрать так, чтобы функции 
(9.9) удовлетворяли системе (9.8)). 

Подставим (9.9) в (9.8), затем сократим каждое уравнение на еλt>0 и при-
ведем подобные слагаемые   
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                                           (9.10) 

Система (9.10), представляющая собой однородную линейную систему 
двух алгебраических уравнений с двумя неизвестными γ1, γ2 и параметром λ, 
всегда имеет нулевое решение γ1 = 0, γ2 = 0, которое, однако, не удовлетворяет 
условиям нашей задачи, ибо в этом случае р1(t) ≡ 0, р2(t) ≡ 0 не удовлетворяют 
начальному условию. Ненулевое решение системы (9.10) существует тогда и 
только тогда, когда ее определитель равен нулю: 

2
2
−

+ λ    
λ+

−
3

1  = 0. 

Это уравнение (относительно λ) называется характеристическим уравне-
нием. 

Раскрыв определитель в левой части характеристического уравнения, по-
лучим квадратное уравнение относительно λ: 

λ2 + 5λ +4 = 0, 
корни которого можно найти по теореме Виета: 
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λ1= – 4, λ2 = –1. 
Подставив λ = λ1 = – 4 в систему (9.10) и решив ее, найдем γ2 = –2γ1. Так 

как γ1 — свободное неизвестное, то ему можно придать любое числовое значе-
ние. Положим, γ1 = 1. Тогда γ2 = –2. Подставив найденные значения λ = λ1 = – 4 
и γ1 = 1, γ2 = –2, получим 

р1
[1}(t) = е–4t, р2

[1}(t) = –2е–4t.                                       (9.11) 
Аналогично, подставив λ = λ1 = –1 в систему 9.10 и решив ее, найдем          

γ2 = γ1, откуда, полагая γ1 = 1, получим γ2 = 1. Подставив λ = λ1 = – 1,γ1 = γ2 = 1 
в 9.9, в результате получим  

р1
[2}(t) = е–t, р2

[2}(t) = е–t.                                              (9.12) 
Из (9.11) и (9.12) составляем общее решение системы (9.8): 
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где С1, С2 – произвольные константы. 
Для того чтобы найти частное решение системы (9.8), удовлетворяющее 

начальным условиям 
 р1(0) = 1, р2(0) = 0,                                                  (9.14) 

надо найти соответствующие значения констант С1 и С2. Из (9.13) и (9.14)  
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откуда С1 = 1/3, С2 = 2/3. Подставив эти значения С1 и С2 в (9.13), получим ис-
комое частное решение, удовлетворяющее начальным условиям (9.14): 
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Для нахождения функции р3(t) можно воспользоваться нормировочным 
условием, из которого  

р3(t) = 1/3е–4t – 4/3е–t + 1.                                            (9.16) 
Замечание. Функцию р3(t) можно было бы найти и из третьего уравнения 

системы (9.6), подставив в его правую часть полученное выражение функции 
р2(t) и затем проинтегрировав его. 

Можно убедиться в том, что найденные функции (9.15) и (9.16) являются 
вероятностными, т.е. что 0 ≤  рi(t) ≤  1, i =1, 2, 3,  t ≥  0. 

Подсчитаем вероятность состояний системы S в момент t = 1: 
Р1(t) = 1/3е–4 +2/3е–1 ≈ 0,252; 
Р2(t) = –2/3е–4 +2/3е–1 ≈ 0,234; 
Р3(t) = 1– 0,252 = 0,514. 
Итак, при заданных на размеченном графе состояний счетчика банкнот и 

начальных условиях вероятность того, что в момент t = 1 счетчик исправен, но 
не эксплуатируется — приближенно 0,252; исправен и находится в состоянии 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 
 

64 

эксплуатации — приближенно 0,234; не эксплуатируется по причине неисправ-
ности — приближенно 0,514. 

Таким образом, качество счетчика на момент t = 1 оставляет желать луч-
шего. ▼ 

 
 
 

9.3. Пуассоновский стационарный (простейший) поток событий 
 
Рассмотрим простейший (стационарный пуассоновский) поток с интенсив-

ностью λ = const. Одной из важных характеристик потока является дискретная 
случайная величина Х(τ), представляющая собой число событий, наступающих 
за промежуток времени τ. В простейшем потоке с интенсивностью λ случайное 
число событий Х(τ), наступающих за промежуток времени τ, распределено по 
закону Пуассона: 

pm(τ) =
!
)(

m

mλτ e–λτ, (m = 0, 1, 2,…).                                      (9.17) 

Важной характеристикой простейшего потока является непрерывная слу-
чайная величина Т – промежуток времени между двумя любыми соседними со-
бытиями потока. 

 
Пример 9.3. Для анализа изменения с течением времени размера текущего 

фонда компании, ведущей дела по страхованию автомобилей, важно обладать 
информацией о процессе поступления в компанию требований по выплатам в 
соответствии со страховыми полисами. 

Наблюдение за работой компании в предшествующий период показало, 
что число поступающих требований по выплатам за любой промежуток време-
ни τ зависит только от его продолжительности; требования в компанию в лю-
бые два непересекающихся интервала времени поступают независимо; в доста-
точно малые промежутки времени в компанию поступает по одному требова-
нию. Ожидаемое число требований, поступаемых в компанию за неделю — 2. 

Какова вероятность того, что: 
1) за месяц в компанию поступит 7 требований; 
2) за месяц в компанию поступит менее 7 требований; 
3) за месяц в компанию поступит не менее 7 требований; 
4) за неделю в компанию не поступит ни одного требования; 
5) за две недели в компанию поступит хотя бы одно требование; 
6) интервал времени между двумя соседними требованиями будет меньше 
двух дней; 
7) интервал времени  между двумя соседними требованиями будет не менее 
двух дней? 
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 

65 

 

Решение. Обозначим поток требований по выплатам, поступающим в ком-
панию, через П. По условию примера число поступающих в компанию требо-
ваний по выплатам за любой промежуток времени τ не зависит от начала этого 
промежутка, а зависит лишь от его длины. Поэтому поток П будет стационар-
ным. 

Поскольку требования за любые два непересекающиеся интервала времени 
поступают в компанию независимо, то поток П обладает свойством отсутствия 
последействия. 

Так как в достаточно малые промежутки времени в компанию поступает 
по одному требованию, то поток ординарен. 

Таким образом, поток П яляется стационарным пуассоновским, т.е. про-
стейшим потоком. 

В условиях данной ситуации за единицу времени естественно принять не-
делю. По условию примера интенсивность λ потока П равна двум требованиям 
в неделю. 

Пусть Х(τ) – число требований по выплатам, поступающим в компанию за 
промужуток τ (недель), и Т – промужуток времени между любыми двумя со-
седними требованиями по выплатам. 

После проведенной математической формализации мы можем ответить на 
поставленные вопросы. 

1. В первом вопросе τ =1 месяц = 4 недели и m=7. Тогда вероятность по-
ступления за месяц семи требований по выплатам вычисляем по закону распре-

деления Пуассона: р7(4) =
!7
)42( 7⋅ е–2*4 ≈ 0,143. 

2. Вероятность поступления в компанию менее семи требований по выпла-

там за месяц: р(Х(4) < 7) = е–2*4 ∑
=

⋅6

0 !
)42(

m

m

m
 ≈ 0,321. 

3. Вероятность поступления в компанию менее семи требований по выпла-
там за месяц: р(Х(4) ≥  7) = 1 – р(Х(4)<7) = 1 – 0,321 = 0,679. 

4. В четвертом вопросе τ =1 (неделя). Вероятность того, что за неделю в 
компанию не поступит ни одного требования по выплатам: р0(1) = е–2*1 ≈ 0,135. 

5. В пятом вопросе τ =2 (недели). Вероятность того, что за неделю в ком-
панию не поступит ни одного требования: р(Х(2)≥ 1) = – е–2*2 ≈ 0,981. 

6. Вероятность того, что Т меньше двух дней, находим при  t = 2 дня = 2/7 
недели: р(Т < 2/7) = 1 – е–2 (2/7) ≈ 0,393. 

7. Вероятноять, что Т не меньше двух дней, находим при t = 2 дня = 2/7 
недели: р(Т ≥ 2/7) = е–2 (2/7) ≈ 0,607. ▼ 
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9.4. Финальные вероятности однородной марковской цепи 
 

При финальном стационарном режиме вероятности состояний системы не 
зависят ни от времени, ни от начального распределения вероятностей. Вероят-
ности состояний системы в финальном стационарном режиме называются фи-
нальными (предельными, стационарными) π = (π1, π2,…, πn). 

Финальные вероятности удовлетворяют нормировочному условию 

∑
=

n

i
i

1
π = ∑

=

n

i
i m

1
)(π =1.                                                      (9.18) 

Если существуют финальные вероятности, то вектор π = (π1, π2,…, πn) 
можно найти из уравнения 

 π = (π1, π2,…, πn) = (π1, π2,…, πn) * П,                                     (9.19)  
где П – матрица переходных вероятностей. 

 
Пример 9.4. Поведение рынка ценных бумаг обнаруживает следующую 

тенденцию: сделки, в которых цены возрастают, сменяются сделками, в кото-
рых цены падают. Наблюдения показали, что условная вероятность возрастания 
цен после предшествовавшего периода их падения равна 0,65, а условная веро-
ятность падения цен после предшествовавшего периода возрастания равна 0,6. 

Определим соответствующие состояния, построим их размеченный граф, 
выпишем матрицу переходных вероятностей и найдем финальные вероятности 
состояний. 

В качестве системы S будем рассматривать рынок ценных бумаг. Тогда 
система S может находиться только в двух состояниях: s1 – падение цен и s2 – 
возрастание цен, и, следовательно, протекающий в системе S процесс является 
дискретным. 

Предстоящее состояние, в которое перейдет система S, зависит от состоя-
ния, в котором она находится в настоящий момент времени; поэтому этот про-
цесс является марковским. 

Будем предполагать, что моменты времени t1, t2, t3,… настолько близки 
друг другу, что между ними система S не изменяет своего состояния и, следова-
тельно, процесс, протекающий в системе S, с определенной погрешностью 
можно считать процессом с дискретным временем. 

Условные вероятности 0,65 и 0,6, данные в условии примера, являются, 
очевидно, вероятностями р12 и р21.  

Размеченный граф состояний системы S будет иметь следующий вид    
(рис. 9.3): 

 
 

 

 
 
                                                               Рис. 9.3 

     

S1 S2 

р22 = 0,4        р11 = 0,35    
р12 = 0,65       

р21 = 0,6       
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Решение. Используя нормировочное условие, при n = 2 для i = 1 и i = 2 

получим  р11  = 1 –  р12 = 1 – 0,65 = 0,35; р22 = 1 –  р21 = 1 – 0,6 = 0,4. 
Матрица переходных вероятностей 

 
Р =                     =               . 

 
Поскольку все элементы матрицы Р положительны, то система S регуляр-

на, и потому существуют финальные вероятности р1 и р2 соответственно со-
стояний s1 и s2. Из уравнения (9.19) при n = 2 с матрицей Р, получаем 
 

(р1, р2) = (р1, р2)*                     = (0,35р1 + 0,6р2; 0,65р1 + 0,4р2), 
откуда  
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Уравнения полученной системы пропорциональны, а потому одно из них, 
например второе, можно отбросить. Заменив второе уравнение нормировочным 
условием, получим систему 

1 2

1 2

0,65 0,6 0;
 

1,
ì - =ïïíï + =ïî

p p
p p  

решив которую, найдем р1= 0,48; р2 = 0,52. 
 Таким образом, при достаточно длительном функционировании рынка 
ценных бумаг финальные вероятности падения и роста цен равны приблизи-
тельно 0,48 и 0,52. При этом они не зависят от начального состояния рынка. ▼ 
 

9.5. Финальные вероятности в дискретном марковском процессе 
с непрерывным временем 

 
Пусть в системе S с дискретными состояниями s1,…,sn протекает марков-

ский процесс с непрерывным временем. Если финальные вероятности сущест-
вуют, то 

 ∑
=

n

i
i

1
π = 1.                                                             (9.20) 

Для вычисления πi, i = 1,…,n решается однородная система n алгебраиче-
ских линейных уравнений относительно n неизвестных: 

– (∑
=

n

j
ij

1

λ )πi + ∑
=

n

j
ij

1

λ πj = 0, i = 1,…,n,                                 (9.21) 

где λii = 0, i = 1,…,n. 
 

р11 р12 
р21 р22 

0,35 0,65 
0,6   0,4 

0,35 0,65 
0,6   0,4 
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Пример 9.5. [7]. Данные, полученные при исследовании рынка ценных бу-
маг, показали, что рыночная цена одной акции акционерного общества А от-
крытого типа может колебаться в пределах от 1 р. до 10 р.  включительно. 

Рассматривая в качестве системы S одну акцию этого акционерного обще-
ства, будем интересоваться следующими четырьмя состояниями этой системы, 
характеризующимися рыночной ценой акции: 

s1 – от 1 р. до 4 р.; 
s2 – от 4 р. до 7 р.; 
s3 – от 7 р. до 9 р.; 
s4 – от 9 р. до 10 р. включительно. 
Замечено, что рыночная цена акции в будущем зависит (существенно) от 

ее цены в текущий момент времени, при этом в силу случайных воздействий 
рынка изменение рыночной цены акции может произойти в любой случайный 
момент времени. Переходы системы S из состояния в состояние происходят со 
следующими плотностями вероятностей переходов, почти не изменяющимися с 
течением времени: 

 
Р =          . 

 
 
 

Попытаемся составить (приближенный) долгосрочный прогноз рыночной 
цены акции и ответить на вопрос: стоит ли приобретать акции акционерного 
общества А по цене 6 р. за акцию? 

 
Решение. Из условий примера следует, что в системе S протекает дискрет-

ный однородный марковский процесс с непрерывным временем. Следователь-
но, все потоки событий, порождающие переходы системы S из состояния в со-
стояние, — простейшие. Размеченный граф состояний системы S выглядит сле-
дующим образом (рис. 9.4): 

 
 
 
 

                                         
 

Рис. 9.4 
 

По графу видно, что система S эргодична, т.е. из любого своего состояния 
может перейти  (за конечное число шагов) в любое другое свое состояние.  

Итак, существуют финальные вероятности состояний р1, р2, р3, р4, не зави-
сящие от времени и состояний системы S в начальный момент времени. Эти 
финальные вероятности как раз и дают нам инфoрмацию о долгосрочном про-
гнозе рыночной цены акции. 
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Составим по одному из выше сформулированных правил систему четырех 
линейных алгебраических уравнений с четырьмя незвестными р1, р2, р3, р4: 

 

.04
;04610
;02104

;034

43

432

321

21











=−
=+−
=+−

=+−

pp
ppp
ppp

pp

                                          (9.22) 

Из последнего уравнения системы (9.22) следует, что р3 = 4р4. Подставив 
это в первое уравнение системы (9.22), найдем р1 = 3р4. Если найденные значе-
ния р3 и р1, выраженные через р4, подставить во 2-е уравнение системы (9.22), 
то получим р2 = 2р4. Таким образом, мы нашли общее решение системы (9.22): 
(р1 = 3р4; р2 = 2р4; р3 = 4р4; р4), зависящее от свободного параметра р4 ∈ [0,1] и 
представляющее собой множество всех частных решений. Из этих частных ре-
шений найдем удовлетворяющее нормировочному условию р1+ р2+ р3 + р4= 1. 
Подставим в это равенство найденные значения р1, р2, р3 и получим р4= 0,1. То-
гда р1 = 0,3, р2 = 0,2, р3 = 0,4, р4= 0,1. 

Таким образом, долгосрочный прогноз рыночной цены акции состоит в 
том, что по истечении достаточного времени вероятнее всего (р3 = 0,4) цена ак-
ции будет колебаться в пределах от 7 до 9 р. Поэтому стоит рискнуть и приоб-
рести акции по цене 6 р. ▼ 

 
Упражнения 

 
1. Рассмотрим состояния банка s1, s2, s3, s4, характеризующиеся соответст-

венно процентными ставками 3 %, 4 %, 5 %, 6 %, которые устанавливаются в 
начале каждого месяца и фиксированы на всем его протяжении. Наблюдение за 
работой банка в предшествующий период показало, что переходные вероятно-
сти состояний в течение квартала изменяются пренебрежимо мало и, следова-
тельно, их можно считать постоянными. 

Определить вероятности состояния банка в конце квартала, если в конце 
предшествующего квартала процентная ставка составляла 5 %, а размеченный 
граф состояния банка имеет следующий вид: 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.5 
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2. В условиях примера (9.2) найти вероятности состояний счетчика в мо-
мент t = 2 (условным временным единицам), если в начальный момент времени 
счетчик банкнот был исправен и находился в состоянии эксплуатации, а матри-
ца плотностей вероятностей переходов задается следующим образом: 
 

Λ =                    .  
 
 

3. В условиях примера (9.3) найти вероятность того, что: 
− за месяц в компанию поступит пять требований; 
− за месяц в компанию поступит менее пяти требований; 
− за месяц в компанию поступит не менее пяти требований; 
− за две недели в компанию не поступит ни одного требования; 
− за неделю в компанию поступит хотя бы одно требование; 
− промежуток времени между двумя соседними поступлениями требова-

ний меньше четырех дней; 
− промежуток времени между двумя соседними поступлениями требова-

ний не меньше четырех дней. 
 

4. Сформировать матрицу переходных вероятностей цепи, проверить цепь 
на регулярность и найти финальные вероятности состояний. 

 
                                           

                                                      
                         
                                                 Рис. 9.6 

5. Внутренний рынок страны может пребывать в одном из трех исклю-
чающих друг друга состояний: 
s1 – «рынок покупателя», т.е. состяние, при котром предложение товаров пре-
вышает спрос на них (кризис перепроизводства); 
s2 – «рынок продавца», т.е. состояние, при котором спрос на товары превышает 
их предложение (кризис дефицита товаров); 
s3 – «рынок равновесия», т.е. состояние, при котром наблюдается равенство 
спроса и предложения. 

Данные, полученные в результате изучения различных рыночных сегмен-
тов, говорят о том, что состояние рынка в будущем существенно зависит от его 
состояния в настоящем; рынок из состояния в состояние может переходить в 
любые случайные моменты времени; плотности вероятностей переходов пре-
небрежимо мало изменяются в течение изучаемого периода и задаются сле-
дующей матрицей: 

Λ =          . 
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Существует ли финальный стационарный режим функционирования рын-
ка? Каковы финальные вероятности состояний? 
 
 

10. Задачи теории массового обслуживания 
 

10.1. Системы массового обслуживания с отказами 
 

Одноканальные системы массового обслуживания с отказами 
Имеется канал, на который поступает поток заявок интенсивностью λ, по-

ток обслуживаний имеет интенсивность µ . 

µ
1 = обt — среднее время обслуживания каналом.  

СМО имеет два состояния: SО – канал свободен, S1
 – канал занят. Разме-

ченный граф состояния представлен на рис. 10.1. 
 
 
 
                                                     Рис. 10.1 
Финальные вероятности состояний π0 =

µλ
µ
+

, π1 = 
µλ

λ
+

                    (10.1) 

выражают соответственно среднее относительное время пребывания системы в 
состоянии S0 (когда канал свободен) и среднее относительное время пребыва-
ния системы в состоянии S1 (когда канал занят). 

Эти же величины определяют вероятность отказа Pотк = π1 = 
µλ

λ
+

     (10.2) 

и соответственно относительную и абсолютную пропускную способность сис-
темы   

µλ
µ

π
+

=−= 11Q ,    
µλ

λµ
λ

+
== QA .                         (10.3) 

 
Пример 10.1. Известно, что заявки на телефонные переговоры в телевизи-

онном ателье поступают с интенсивностью λ, равной 90 заявок в час, а средняя 
продолжительность разговора по телефону ОБt = 2 мин. Определить показатели 
эффективности работы СМО (телефонной связи) при наличии одного телефон-
ного номера.  

 
Решение. Имеем λ = 90 (1/ч), обt = 2 мин. Интенсивность потока обслужи-

ваний µ = 1/ обt = 1/2 = 0,5 (1/мин) = 30 (1/ч). Относительная пропускная способ-
ность СМО Q = 30/(90+30) = 0,25, т.е. в среднем только 25% поступающих зая-
вок осуществят переговоры по телефону. Соответственно вероятность отказа в 
обслуживании Pотк = 0,75. Абсолютная пропускная способность СМО               

So S1 
λ 

µ 
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А = 90*0,25 = 22,5, т.е. в среднем в час будут обслужены 22,5 заявки на перего-
воры. Очевидно, что при наличии только одного телефонного номера СМО бу-
дет плохо справляться с потоком заявок. ▼ 

 
Многоканальные системы массового обслуживания с отказами 

(задача Эрланга) 
Имеется n каналов, на которые поступает поток заявок интенсивности λ. 

Поток обслуживаний каждого канала имеет интенсивности µ.  
СМО имеет следующие состояния (нумеруем их по числу заявок, находя-

щихся в системе): S0, S1, S2 … Sn. 
Граф состояний СМО соответствует процессу гибели и размножения: 
 
                                                         

 
Рис. 10.2 

 
Величина ρ = λ/µ называется интенсивностью потока заявок или интен-

сивностью нагрузки канала. Она выражает среднее число заявок, приходящее за 
среднее время обслуживания одной заявки. 

Из теории цепей гибели и размножения, учитывая ρ, получим: 

π0 = (1+ρ +
!2

2ρ  + …+
!k

kρ  +…+ 
!n

nρ )–1,                                            (10.4) 

π1 = ρπ0, π2 = 
!2

2ρ π0, …, πk = 
!k

kρ π0, …, πn = 
!n

nρ π0.                            (10.5) 

Формулы (10.4–10.5) для финальных вероятностей получили название 
формул Эрланга. 

Вероятность отказа СМО есть предельная вероятность того, что все n ка-

налов системы будут заняты: Pотк = πn =  
!

n

n
ρ π0 .                                                                        (10.6) 

Относительная пропускная способность – вероятность того, что заявка бу-

дет обслужена: Q = 1 – Pотк  = 1 –  
!

n

n
ρ π0 .                                                        (10.7) 

Абсолютная пропускная способность: )
!

1( 0π
ρ

λλ
n

QA
n

−== .                                 (10.8) 

 Среднее число занятых каналов: )
!

1( 0π
ρ

ρ
µ n
An

n

−== .                                (10.9) 

 
Пример 10.2. В условиях примера (10.1) определить оптимальное число те-

лефонных номеров в телевизионном ателье, если условием оптимальности счи-
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тать удовлетворение в среднем из каждых 100 заявок не менее 90 заявок на пе-
реговоры. 

 
Решение. Интенсивность нагрузки канала ρ = 90/30=3, т.е. за время средне-

го (по продолжительности) телефонного разговора ОБt = 2 мин поступает в 
среднем 3 заявки на переговоры. 

Будем постепенно увеличивать число каналов (телефонных номеров)         
n = 2, 3, 4,… и определим по формулам (10.4, 10.7, 10.8) для получаемой  
n-канальной СМО характеристики обслуживания.  

Например, при n  = 2 π0  = (1+3+32/2!)–1 = 0,118 ≈ 0,12;  
Q = 1 –  (32/2!)*0,118 = 0,471 ≈ 0,47;  
А = 90*0,471 = 42,4 и т.д.  
Значения характеристик СМО сведены в табл. 10.1. 
 

Таблица 10.1 
 

Число каналов (телефонных номеров) Характеристика обслуживания 
1 2 3 4 5 6 

Относительная пропускная способность Q 0,25 0,47 0,65 0,79 0,9 0,95 
Абсолютная пропускная способность А 22,5 42,4 58,8 71,5 80,1 85,3 

 
По условию оптимальности Q ≥ 0,9, следовательно, в телевизионном ате-

лье необходимо установить 5 телефонных номеров (в этом случае Q = 0,9). При 
этом в час будут обслуживаться в среднем 80 заявок (А = 80,1), а среднее число 
занятых телефонных номеров (каналов) по формуле (10.9) n  = 80,1/30 = 2,67. ▼ 
 

Пример 10.3. В вычислительный центр коллективного пользования с тремя 
ЭВМ поступают заказы от предприятий на вычислительные работы. Если рабо-
тают все три ЭВМ, то вновь поступающий заказ не принимается, и предприятие 
вынуждено обратиться в другой вычислительный центр. Среднее время работы 
с одним заказом составляет 3 ч. Интенсивность потока заявок — 0,25 (1/ч). Най-
ти предельные вероятности состояний и показатели эффективности работы вы-
числительного центра. 

 
Решение. По условию n = 3, λ = 0,25 (1/ч), ОБt = 3 (ч). Интенсивность об-

служивания µ = 1/ ОБt  = 1/3 = 0,33. Интенсивность нагрузки ρ = 0,25/0,33 = 0,75. 
Найдем предельные вероятности состояний: 

По формуле (10.4) π0 = (1 + 0,75+0,752/2!+ 0,753/3!)–1 = 0,476; 
По формуле (10.5) π1 = 0,75·0,476 = 0,357; π2 = (0,752/2!)·0,476 = 0,134;       

π3 = (0,753/3!)·0,476 = 0,033. Таким образом, в стационарном режиме работы  
центра в среднем 47,6 % времени нет ни одной заявки, 35,7 % — имеется одна 
заявка (занята одна ЭВМ), 13,4 % – две заявки (две ЭВМ), 3,3 % времени — три 
заявки (заняты три ЭВМ). 
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Вероятность отказа (когда заняты все три ЭВМ) Pотк = π3 = 0,033. 
По формуле (10.7) Q = 1 – 0,033 = 0,967, т.е. в среднем из каждых 100 зая-

вок вычислительный центр обслуживает 96,7 заявок. 
По формуле (10.8) А = 0,25·0,967 = 0,242 (заявки в час). 
По формуле (10.9) среднее число занятых ЭВМ n = 0,242/0,33 = 0,725, т.е. 

каждая из трех ЭВМ будет занята обслуживанием заявок в среднем лишь на 
72,5/3 = 24,2 %.▼ 

 
10.2. Системы массового обслуживания с ожиданием (очередью) 

 
Одноканальные системы массового обслуживания с неограниченной очередью 
Состояние системы S0, S1,…,SK,…,Sn: S0 – канал свободен, S1 – канал занят, 

очереди нет, S2 – канал занят, одна заявка в очереди, Sn – канал занят, (n – 1) 
заявок стоят в очереди. 

 
Рис. 10.3 

 
Это процесс гибели и размножения, но с бесконечным числом состояний, в 

котором интенсивность потока заявок равна λ, а интенсивность числа обслужи-
ваний — µ. 

Доказано, что если ρ  < 1, то финальные вероятности существуют: 
2 2

0 1 0 2 0 01 , (1 ), (1 ),..., (1 )n n
nπ ρ π ρπ ρ ρ π ρ π ρ ρ π ρ π ρ ρ= − = = − = = − = = − .     (10.10) 

Среднее число заявок в системе СИСТk = 
1

ρ
ρ−

 .                                        (10.11) 

Среднее число заявок на обслуживании ОБk = Pзан = 1–π0 = ρ .            (10.12) 

Среднее число заявок в очереди ОЧЕРk = СИСТk – ОБk  = 
1

ρ
ρ−

– ρ=
2

1
ρ

ρ−
.  (10.13) 

Среднее время пребывания заявки в системе (очереди) вычисляется по 

формулам Литтла: ,СИСТ ОЧЕР
СИСТ ОЧЕР

kkt t
λ λ

= =    .                                                   (10.14) 

Они вытекают из того, что в стационарном режиме среднее число заявок, 
прибывающих в систему, равно среднему числу заявок, покидающих ее:  

1
1СИСТt ρ

λ ρ
= ⋅

−
, 

21
1ОЧЕРt ρ

λ ρ
= ⋅

−
.                                                                   (10.15) 

 Заметим, что для СМО с неограниченной очередью при ρ < 1 любая заявка, 
пришедшая в систему, будет обслужена, т.е. Pотк = 0, Q = 1, A = λ. 
 

Пример 10.4. В порту имеется один причал для разгрузки судов. Интен-
сивность потока судов равна 0,4 (судов в сутки). Среднее время разгрузки од-
ного судна составляет 2-е суток. Предполагается, что очередь может быть неог-

S0 S1 SK Sn λ 

µ 

λ 

µ 

λ 

µ 

λ 
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λ 
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раниченной длины. Найти показатели эффективности работы причала, а также 
вероятность того, что ожидают разгрузки не более двух судов. 

 
Решение. Имеем ρ = λ/µ =λ ОБt = 0,4·2 = 0,8. Так как ρ = 0,8 < 1, то очередь 

на разгрузку не может бесконечно возрастать и предельные вероятности суще-
ствуют. Найдем их. 

Вероятность того, что причал свободен согласно (10.10) π0 = 1– 0,8 = 0,2, а 
вероятность того, что он занят, Pзан = 1– 0,2 = 0,8. Вероятности того, что у при-
чала находятся 1, 2, 3 судна (т.е. ожидают разгрузки 0, 1, 2 судна), равны                      
π1  = 0,8(1– 0,8) = 0,16; π2 = 0,82(1–0,8) = 0,128; π3 = 0,83(1–0,8) = 0,1024. 

Вероятность того, что ожидают разгрузку не более чем 2 судна, равна 
Р = π1 + π2  + π3 = 0,16 + 0,128 + 0,1024 = 0,3904. 

Среднее число судов, ожидающих разгрузки, ОЧЕРk  = 0,82(1– 0,8) = 0,128. 
Среднее время ожидания разгрузки ОЧЕРt  = 3,2/0,8 = 4 (сутки). 
По формуле (10.11) среднее число судов, находящихся у причала,            

СИСТk  =0,8(1– 0,8) = 4 (сутки) или проще из (10.13) СИСТk =3,2 + 0,8 = 4 (сутки), а 
среднее время пребывания судна у причала по (10.14) СИСТt  = 4/0,8 = 5 (сутки). 

Очевидно, что эффективность разгрузки судов невысокая. Для ее повыше-
ния необходимо уменьшение среднего времени разгрузки судна ОБt  либо уве-
личение числа причалов n. ▼ 
 

Многоканальные системы массового обслуживания с неограниченной  
очередью 

Имеется n-канальная СМО с неограниченной очередью. Поток заявок, по-
ступающих в СМО, – простейшей интенсивности λ, поток обслуживания – про-
стейшей интенсивности µ. 

СМО может находиться в одном из состояний: S0, S1,…,SK,…,Sn,…,Sn+r, где 
Sn+r – все каналы заняты, r мест в очереди занято. 

 
Рис. 10.4 

Так как при 1<
n
ρ  предельная вероятность существует, то можно получить 

следующие формулы финальных вероятностей для n-канальной СМО с неогра-
ниченной очередью: 
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Вероятность того, что заявка окажется в очереди: 
1

0 !( )

n

ОЧЕРP
n n

ρ
π

ρ

+

=
−

.  (10.18) 

Среднее число занятых каналов: n λ
ρ

µ
= = .                                             (10.19) 

Среднее число заявок в очереди: 
1

0

2! (1 )

n

ОЧЕРk
n n

n

ρ π
ρ

+

=
⋅ ⋅ −

.                             (10.20) 

Среднее число заявок в системе: СИСТ ОЧЕРk k ρ= + .                                   (10.21) 
Как и ранее, среднее время пребывания заявки в очереди и в системе нахо-

дится по формулам Литтла. 
При 1<ρ  любая заявка будет обслужена, т.е. РОЧЕР=0, относительная про-

пускная способность Q = 1, а абсолютная A = λ ⋅ Q = λ. 
 

Пример 10.5. [4]. В универсаме к узлу расчета поступает поток покупате-
лей с интенсивностью λ = 81 чел./час. Средняя продолжительность обслужива-
ния контролером-кассиром одного покупателя ОБt  = 2 мин. Определить: 

1. Минимальное количество контролеров-кассиров nmin, при котором оче-
редь не будет расти до бесконечности, и соответствующие характеристики об-
служивания при n = nmin. 

2. Оптимальное количество nОПТ  контролеров–кассиров, при котором от-
носительная величина затрат СОТН, связанная с издержками на содержание ка-
налов обслуживания и с пребыванием в очереди покупателей, задаваемая, на-
пример, как СОТН=n*1/λ+3 ОЧЕРt , будет минимальна, и сравнить характеристики 
обслуживания при n = nmin и n = nОПТ. 

3. Вероятность того, что в очереди будет не более трех покупателей. 
 

Решение.  
1. По условию λ = 81 (1/ч) = 1,35 (1/мин), а ρ = λ/µ = λ ОБt  = 1,35·2 = 2,7. 

Очередь не будет возрастать до бесконечности при условии ρ/n < 1, т.е. при 
n>ρ = 2,7. Таким образом, минимальное количество контролеров-кассиров 3. 

Найдем характеристики обслуживания СМО при n = 3. 
Вероятность того, что в узле расчета отсутствуют покупатели, по формуле 

(10.16) π0 = (1 + 2,7+2,72/2!+ 2,73/3! +2,74/3!(3–2,7))–1 = 0,025, т.е. в среднем 2,5 % 
времени контролеры-кассиры будут простаивать. 

Вероятность того, что в узле расчета будет очередь, по (10.18) 
РОЧЕР = (2,74/3!(3–2,7))0,025 = 0,735. 

Среднее число покупателей, находящихся в очереди, по (10.20) 
ОЧЕРk  = (2,74/3*3!(1–2,7/3)2)0,025 =7,35. 

Среднее время ожидания в очереди ОЧЕРt  = 7,35/1,35 = 5,44 (мин). 
Среднее число покупателей в узле расчета СИСТk  = 7,35+2,7 =10,05. 
Среднее время нахождения в узле расчета СИСТt = 10,05/1,35 = 7,44 (мин). 
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Среднее число контролеров-кассиров, занятых обслуживанием покупате-
лей k = 2,7. Коэффициент (доля) занятых обслуживанием контролеров-кассиров 
k = ρ/n  = 2,7/3=0,9. 

Абсолютная пропускная способность узла А =1,35 (1/мин), или 81 (1/ч), т.е. 
81 покупатель в час. 

Анализ характеристик обслуживания свидетельствует о значительной пе-
регрузке узла расчета при наличии трех контролеров-кассиров. 
 

2. Относительная величина затрат при n = 3 
СОТН = n*1/λ+3 ОЧЕРt  = 3/1,35 + 3*5,44 = 18,54. 

Рассчитаем относительную величину затрат при других n (табл. 10.2). 
 
 
 

Таблица 10.2 
 

Число контролеров-кассиров Характеристика обслуживания 
3 4 5 6 7 

Вероятность простоя контролеров-кассиров р0 0,025 0,057 0,065 0,067 0,067 
Среднее число покупателей в очереди ОЧt  5,44 0,6 0,15 0,03 0,01 
Относительная величина затрат СОТН 18,54 4,77 4,14 4,53 5,22 

 
Как видно из табл. 10.2, минимальные затраты получены при n = nОПТ = 5 

контролерах-кассирах. 
Определим характеристики обслуживания узла расчета при n= nОПТ= 5. 

Получим РОЧЕР = 0,091; ОЧЕРk = 0,198; ОЧЕРt = 0,146 (мин); СИСТk = 2,9;               
СИСТt = 2,15 (мин); k=2,7; k3 = 0,54. 
Как видим, при n = 5 по сравнению с n = 3 существенно уменьшились ве-

роятность возникновения очереди РОЧЕР, длина очереди ОЧЕРk  и среднее время 
пребывания в очереди  ОЧЕРt  и соответственно среднее число покупателей СИСТk  
и среднее время нахождения в узле расчета СИСТt , а также доля занятых обслу-
живанием контролеров k3. Но среднее число занятых обслуживанием контроле-
ров-кассиров и абсолютная пропускная способность узла расчета А, естествен-
но, не изменились. 
 

3. Вероятность того, что в очереди будет не более 3 покупателей, опреде-
лится как 

Р(r≤3) = π1+π2 +π3 +π4 +π5     +  π5+1 +π5+2 +π5+3  = 1–PОЧЕР +π5+1+π5+2+ π5+3,  
                 (когда заняты от одного до 5    (когда в очереди стоят  
                      контролеров-кассиров)         от 1 до 3 покупателей)    

Получим при n = 5: Р(r ≤ 3) = 1 – 2,76/5!(5–2,3) * 0,065 + 2,76/5*5! * 0,065+ 
+2,77/52*5! * 0,065+2,78/53*5! * 0,065 = 0,986. 
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(Заметим, что в случае n = 3 контролера-кассира та же вероятность суще-
ственно меньше: Р(r ≤ 3) = 0,464). ▼ 
 

Системы массового обслуживания с ограниченной очередью 
СМО с ограниченной очередью отличается от рассмотренной выше тем, 

что число заявок в очереди ограничено (не может превосходить некоторого за-
данного m). Если новая заявка поступает в момент, когда все места в очереди 
заняты, она получает отказ, т.е. mnОТКP += π . 

 
                                                        Рис. 10.5 
 
Формулы финальных вероятностей для СМО с ограниченной очередью: 
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Вероятность отказа СМО: 0!
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Относительная пропускная способность: 01 1
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Абсолютная пропускная способность: 0(1 )
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Среднее число заявок в очереди: 
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Среднее число занятых каналов: 
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Среднее число заявок в системе: СИСТk  = ОЧЕРk + n .                                         (10.29) 
 

Пример 10.6. По условию примера (10.4) найти показатели эффективности 
работы причала. Известно, что приходящее судно покидает причал (без раз-
грузки), если в очереди на разгрузку стоит более 3 судов. 

 
Решение. По условию m = 3.  
Вероятность того, что причал свободен: π0 =1–0,6/(1–0,83+2) = 0,297. 
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Вероятность того, что приходящее судно покинет причал без разгрузки 
РОТК = 0,83+1 * 0,297 = 0,122. 

Относительная пропускная способность причала, или среднее число раз-
гружаемых в сутки суден А = 0,4*0,878 = 0,351. 

Среднее число судов, ожидающих разгрузку, 
ОЧЕРk = 0,82 [1–0,83 (3+1–3*0,8)]/(1–0,83+2)(1–0,8) =0,861. 

Среднее время ожидания разгрузки ОЧЕРt  = 0,861/0,4 = 2,0 сутки. 
Среднее число судов у причала СИСТk =0,861+(1–0,297) =1,564. 
Среднее время пребывания судна у причала СИСТt = 1,564/0,4 = 3,99 сутки.▼ 

 
Упражнения 

 
1. Рассматривается круглосуточная работа пункта проведения профилак-

тического осмотра автомашин с одним каналом (одной группой проведения ос-
мотра). На осмотр и выявление дефектов каждой машины затрачивается в сред-
нем 0,5 ч. На осмотр поступает в среднем 36 машин в сутки. Потоки заявок и 
обслуживаний – простейшие. Если машина, прибывшая в пункт осмотра, не за-
стает ни одного канала свободным, она покидает пункт осмотра необслужен-
ной. Определить вероятности состояний и характеристики обслуживания про-
филактического пункта осмотра. 

2. Решить задачу 1 для случая n = 4 канала (групп проведения осмотра). 
Найти число каналов, при котором относительная пропускная способность 
пункта осмотра будет не менее 0,9. 

3. Анализируется работа междугородного переговорного пункта в неболь-
шом городке. Пункт имеет один телефонный аппарат для переговоров. В сред-
нем за сутки поступает 240 заявок на переговоры. Средняя длительность пере-
говоров (с учетом вызова абонентов в другом городе) составляет 5 мин. Ника-
ких ограничений на длину очереди нет. Потоки заявок и обслуживаний про-
стейшие. Определить предельные вероятности состояний и характеристики об-
служивания переговорного пункта в стационарном режиме. 

4. Решить задачу 3 для случая n = 3 телефонных аппаратов. 
5–6. Решить задачи 1, 2 при условии, что машина, прибывшая на пункт ос-

мотра, покидает этот пункт лишь в случае, если в очереди на осмотр стоят бо-
лее 5 машин. 

7–8. Решить задачи 3, 4 при условии, что длина очереди не должна превы-
шать 60 чел. 
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