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Исследован характер возможных подвижных особых точек решений динамических систем со скрыты-
ми аттракторами и линией равновесия. Показано, что ни одна из четырех систем данного семейства не
проходит тест Пенлеве. Проведен Пенлеве-анализ решений семейства из пяти динамических систем, об-
ладающих хаотическим поведением и имеющих частные решения без подвижных особых точек. Доказано,
что ни одна из систем указанного семейства не является системой Пенлеве-типа.

Введение

Общепризнанно, что математически про-
стые системы дифференциальных уравнений мо-
гут проявлять хаос. С появлением быстродей-
ствующих компьютеров предоставляется воз-
можным исследовать все пространство парамет-
ров этих систем с целью поиска параметров, ко-
торые приводят к некоторым желаемым харак-
теристикам системы [1].

Так как одним из ключевых факторов в рас-
чете колебаний нелинейных динамических си-
стем является область притяжения, аттракто-
ры можно разделить на самовозбуждающиеся
и скрытые [2]. Самовозбуждающийся аттрактор
имеет бассейн притяжения, который ассоцииру-
ется с неустойчивым равновесием. Скрытый ат-
трактор – это аттрактор, область притяжения
которого не содержит окрестностей равновесия.

В работе [3], используя систематический
компьютерный поиск, были найдены четыре про-
стых хаотических потока с кубическими нели-
нейностями ẋ = z,

ẏ = −z(y2 + xz),
ż = x2 + y2 − 1 + z(y2 − z2 + x2),

(1)

 ẋ = −z,
ẏ = z(z2 − 1),
ż = x2 − y2 − 1 + z(y2 − z2),

(2)

 ẋ = 0, 6z,
ẏ = z(0, 3y2 + 0, 5xz),
ż = y2 − 1− xyz,

(3)

ẋ = −2z, ẏ = −z3, ż = x2 + y + z(z − xy), (4)

для которых характерна необычная черта обла-
дания кривой равновесия. Такие системы при-
надлежат к вновь представленному классу хао-
тических систем со скрытыми аттракторами, ко-
торые важны в инженерных исследованиях, по-
скольку они допускают неожиданные и потенци-
ально катастрофические реакции на возмущения
в такой конструкции, как мост или крыло само-
лета.

I. Постановка задачи

Целью работы является исследование ха-
рактера возможных подвижных особых точек
(т.е. точек, положение которых зависит от на-
чальных условий) решений динамических си-
стем (1)–(4), а также

ẋ = y, ẏ = z, ż = −x− 4y2 + 11xz + 7yz, (5)

ẋ = y, ẏ = z, ż = −z+0, 7x2−y2 +0, 7xy+xy, (6)

ẋ = y, ẏ = z, ż = −5x− 4y − y2 + xz, (7) ẋ = y,
ẏ = z,
ż = −x− y − z − y2 − z2 + xy + yz + 1,

(8)

 ẋ = y,
ẏ = z,
ż = −1, 01x− y − 1, 02z − y2 + xy + 1

(9)

с неизвестными функциями x, y, z в предложе-
нии, что независимая переменная t является ком-
плексной.

Каждая из систем (5)–(9) имеет хаотиче-
ское поведение [4] и вместе с тем допускает част-
ные решения без подвижных особых точек. А
именно, системы (5)–(7) имеют решения

x = e−τ , y = −e−τ , z = e−τ ,

а системы (8)–(9) – решения

x = ε sin τ, y = ε cos τ, z = −ε sin τ,

где τ = t − t0 (t0 – произвольная постоянная),
ε2 = 1.

II. Алгоритм

Для решения поставленной задачи исполь-
зован тест Пенлеве [5], представляющий набор
условий, необходимых для отсутствия у общего
решения системы дифференциальных уравнений
подвижных критических особых точек (свой-
ство Пенлеве). Для анализа решений систем (5)–
(9) использован подход, заключающийся в за-
мене каждой из них эквивалентным уравнени-
ем третьего порядка и сравнением его с извест-
ными уравнениями, являющимися уравнениями
Пенлеве–типа.
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III. Выводы

Установлено, что ни одна из систем (1)–(4)
не проходит тест Пенлеве. Показано, что ни одна
из систем (5)–(9) не является системой Пенлеве-
типа. Полученный результат согласуется с из-
вестной гипотезой [5], согласно которой выпол-
нение для системы свойства Пенлеве с большой
долей уверенности считается несовместимым с
хаотичностью ее поведения.

С помощью теста Пенлеве в [6] был прове-
ден Пенлеве-анализ решений систем дифферен-
циальных уравнений

ẋ = xy, ẏ = xz, ż = x(−x+ 1, 54y2 − xz), (10)

ẋ = xy, ẏ = x(−x+ z), ż = x(3y2 − xz), (11)

ẋ = x(y2 + 2xy), ẏ = −xz, ż = x(1 + xy), (12)

ẋ = −yz, ẏ = x(x+z), ż = z(2y2+xz−0, 35), (13) ẋ = −0, 4xyz,
ẏ = xy(1 + z2 − xy),
ż = xy(x2 − xy),

(14)

 ẋ = xyz(y + 2yz),
ẏ = xyz(8z + y2 + 7z2),
ż = xyz(x2 − y2),

(15)

 ẋ = 0, 4y(1− x2 − y2 − z2),
ẏ = xz(1− x2 − y2 − z2),
ż = (1− x2 − y2 − z2)(−z − x2 − 6yz),

(16)

 ẋ = (1 + y2)(1− x2 − y2 − z2),
ẏ = (5x2 − y)(1− x2 − y2 − z2),
ż = −xy(1− x2 − y2 − z2),

(17)

 ẋ = (y2 − 5xy)(1− x2 − y2),
ẏ = xz(1− x2 − y2),
ż = (1− 7y2)(1− x2 − y2),

(18)

 ẋ = (0, 1− z2)(1 + x2 − y2),
ẏ = xz(1 + x2 − y2),
ż = (y + xz)(1 + x2 − y2),

(19)

 ẋ = yz(z + x2 + y2),
ẏ = (x− xz)(z + x2 + y2),
ż = (x− 0, 6z2)(z + x2 + y2),

(20)

 ẋ = yz(z + x2 − y2),
ẏ = −0, 1x(z + x2 − y2),
ż = (−z + 6y2 + xz)(z + x2 − y2).

(21)

Системы (10)–(21) представляют новый класс ха-
отических систем со скрытыми аттракторами:
системы с поверхностями равновесия. Они по-
лучены в [7] используя систематический ком-
пьютерный поиск. Доказано, что ни одна из си-
стем (10)–(21) не проходит тест Пенлеве.
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