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Введение

Одним из ключевых направлений современ-
ной теории автоматического управления являет-
ся анализ и синтез систем управления в услови-
ях неопределенности. Это связано с различными
факторами, такими как: неточное знание мате-
матической модели технологических процессов и
технических объектов, упрощение описания мо-
дели, понижение степени сложности или прене-
брежение имеющимися нелинейностями. Вслед-
ствие чего возникает потребность в создании та-
ких автоматических систем, которые при изме-
нении параметров объекта и влиянии внешних
возмущений оставались бы не только в устой-
чивом состоянии, но и обеспечивали бы необхо-
димое качество функционирования. Исследова-
ние и синтез таких систем проводятся в рамках
теории робастного управления. Идея робастно-
го проектирования заключается в нахождении
таких установок управляющих параметров, при
которых влияние шумовых факторов на выход-
ные характеристики было бы минимальным [1].
В статье представлен универсальный подход к
построению вектор-функции Ляпунова [2], осно-
ванный на геометрической интерпретации тео-
ремы об асимптотической устойчивости прямого
метода Ляпунова и понятиях устойчивости.

I. Постановка задачи

Будем рассматривать стационарную за-
мкнутую систему управления с одним входом и
одним выходом. Система описывается уравнени-
ем состояния:

ẋ = Ax+Bu (1)

где x(t) ∈ R n — вектор состояния объекта;
u(t) ∈ R 1 — скалярная функция управляющих
воздействий; A — матрица объекта управления с
неопределенными параметрами n × n; B — мат-
рица управления размерности m×1. Матрицы A
и B имеют следующий вид:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

−an −an−1 −an−2 . . . −a1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0
0
...
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Закон управления u(t) в замкнутом кон-

туре задан в форме трехпараметрических

структурно-устойчивых отображений — ката-
строфы «гиперболическая омбилика» [3,4]:

u(x) =
1

bn
(−x3

1 − x3
2 − k1x1x2 + k2x2 + k3x1) (2)

II. Методы исследования

Систему управления (1) в развернутом виде
можно представить как:

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...
ẋn−1 = xn

ẋn = −x3
1 − x3

2 − k′1x1x2 − (an − k1)x1−
−(an−1 − k2)x2 − an−2x3 − . . .− a2xn−1 − a1xn

(3)
Стационарные состояния системы опреде-

ляются решением уравнения:

x2S = 0, x3S = 0, . . . , xn−1,S = 0

−x31S − x32S − k′1x1Sx2S − (an − k1)x1S−
−(an−1 − k2)x2S − an−2x3S − . . .− a1xnS = 0

(4)

Найдем стационарные состояния из уравне-
ния (4):

x1S = 0, x2S = 0, . . . , xnS = 0 (5)

Другие стационарные состояния могут быть
определены решением уравнений:

−x2
1S − an + k1 = 0, x2S = 0,

x3S = 0, . . . , xnS = 0
(6)

Уравнения (6) будут иметь мнимые реше-
ния при отрицательных k1−an(k1−an < 0). Это
не может соответствовать какой-либо физически
возможной ситуации [5]. При k1−an > 0 уравне-
ния (6) допускают следующие стационарные со-
стояния:{

x1
1S =

√
k1 − an, x2S = 0, . . . , xnS = 0,

x2
1S = −

√
k1 − an, x2S = 0, . . . , xnS = 0

(7)

Исследование устойчивости стационарных
состояний (5) и (7) системы (1) будет проводить-
ся методом вектор-функции Ляпунова [6].

Рассмотрим устойчивость стационарного
состояния (5). Компоненты вектора градиента от
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вектор-функции Ляпунова могут быть определе-
ны из (3):
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Разложение компонентов вектора скорости
на координаты [6] найдем из уравнения состоя-
ния (3):
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Полная производная по времени от вектор-
функции Ляпунова определяется как скалярное
произведение:

dV (x)
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Как мы можем увидеть из (8), полная про-
изводная от вектор-функции Ляпунова всегда
отрицательно-определенная функция, т.е. всегда
выполняется достаточное условие асимптотиче-
ской устойчивости системы.

Построим функцию Ляпунова в следующем
виде по градиенту этой функции:
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Если k′1 > 0, то положительная определен-
ность функции Ляпунова (9) определяется усло-
виями: 

an − k1 − 1 > 0

an−1 − k2 − 1 > 0

an−2 − 1 > 0

...
a1 − 1 > 0

(10)

Таким образом, стационарное состояние (5)
системы (3) будет асимптотически устойчивым
при k′1 > 0, если условия (10) выполняются.

Заключение

В статье был предложен новый подход к
исследованию робастной устойчивости системы
управления, полученный из геометрической ин-
терпретации теоремы А.М. Ляпунова. Функ-
ция Ляпунова синтезируется в форме вектор-
функции, антиградиент которой задается компо-
нентами вектора скорости (правой частью урав-
нения состояния) системы в форме тензора.
Условия устойчивости получаются из положи-
тельной определенности вектор-функции Ляпу-
нова в форме системы неравенств по неопре-
деленным параметрам объектов управления и
заданным параметрам регулятора. В конечном
итоге, исследования показывают, что система
управления с повышенным потенциалом робаст-
ной устойчивости для линейных объектов с
одним входом и одним выходом асимптотиче-
ски устойчива в положительной и отрицатель-
но определенных областях стационарных состоя-
ний неопределенных параметров объекта управ-
ления. Стационарные состояния системы опреде-
ляются путем синтеза закона управления в клас-
се катастрофы «гиперболическая омбилика».
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