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ÊÐÀÒÊÎÅ ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äèñêðåòíîå Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå

âàæíûõ è øèðîêî èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Åãî ïðèëîæåíèÿ øè-

ðîêè è âêëþ÷àþò îáðàáîòêó ñèãíàëîâ, ñâÿçü è ñæàòèå àóäèî / èçîáðàæåíèé

/ âèäåî. Ïîýòîìó áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ ÄÏÔ î÷åíü öåííû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñàìûì áûñòðûì òàêèì àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ Áûñòðîå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ). Îáû÷íî àëãîðèòì ÁÏÔ íàçûâàåòñÿ àëãîðèò-

ìîì Êóëè-Òüþêè, òàê êàê îíè ïåðâûìè ïðîãðàììíî îñóùåñòâèëè àëãîðèòì

ÁÏÔ â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ. À â 1965 ãîäó îíè æå îïóáëèêîâàëè ñòàòüþ îá àëãî-

ðèòìå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (Cooley-TukeyFFT). ÁÏÔ âû÷èñëÿåò

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèãíàëà ðàçìåðà n çà O(nlogn) âðåìåíè.

Ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ ÄÏÔ, áîëåå áûñòðûõ, ÷åì ÁÏÔ, ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ â òåîðèè àëãîðèòìîâ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áó-

äåò ïðåäñòàâèòü àëãîðèòì âû÷èñëÿþùèé ïðèáëèæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå çà âðåìÿ áûñòðåå ÷åì ÁÏÔ.
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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëåíèÿ Äèñêðåòíîãî Ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â àëãîðèòìå îöåíùèêà òîíà IRAPT. Óêàçàííàÿ öåëü îïðå-

äåëÿåò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïðåäëîæèòü è îáîñíîâàòü àëãîðèòì îïòèìèçàöèè;

2. Îïèñàòü ýòîò àëãîðèòì;

3. Ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì îïòèìèçà-

öèè è ñðàâíèòü èõ ñ äàííûìè â àëãîðèòìå îöåíùèêà òîíà IRAPT.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è

äâóõ ïðèëîæåíèé. Â ïåðâîé ãëàâå îñâåùåíû îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ÖÎÑ è

ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì îïòèìèçàöèè -

àëãîðèòì Ðàçðåæåííîãî Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Òðåòüÿ ãëàâà îïèñûâàåò ðå-

çóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ðàçðåæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà÷èíàåòñÿ ñ õýøèðîâàíèÿ ÷àñòîòíûõ

êîýôôèöèåíòîâ x̂ â ñåãìåíòû, òàê ÷òî çíà÷åíèå ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé çíà-

÷åíèé ÷àñòîòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå õýøèðóþòñÿ â èíòåðâàë. Òàê êàê

x̂ ðåäêèé, ìíîãèå ÿ÷åéêè áóäóò ïóñòûìè è èõ ìîæíî ïðîñòî âûáðîñèòü. Àë-

ãîðèòì çàòåì ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà íåïóñòûõ ñåãìåíòàõ è âû÷èñëÿåò ïîëîæå-

íèÿ è çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áîëüøîé ÷àñòîòû â ýòèõ ñåãìåíòàõ â òîì, ÷òî

ìû íàçûâàåì øàãîì îöåíêè ÷àñòîòû. Ñãëàæèâàíèå íå÷àñòîòíîñòè ïðîöåññà

äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôèëüòðîâ. Ôèëüòð ïîäàâëÿåò è îáíóëÿåò ÷àñòîòíûå

êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå õýøèðóþòñÿ çà ïðåäåëû ñåãìåíòà, ïðîõîäÿ ÷åðåç ÷à-

ñòîòíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå õýøèðóþòñÿ â áëîê. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì

ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ôèëüòð ñãëàæèâàíèÿ. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå áàçîâîå ñâîéñòâî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: ñóáñýìïëèðîâàíèå âî âðåìåííîé îáëàñòè âûçûâàåò

ñãëàæèâàíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ôîðìàëüíî, ïóñòü b áóäåò âåðñèåé ñóáñýì-

ïëèðîâàíèÿ x, òî åñòü b (i) = x (i · p), ãäå p - êîýôôèöèåíò ñóáñýìïëèíãà,

êîòîðûé äåëèò n. Òîãäà, b̂, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò b:

b̂(i) =

p−1∑
m=0

x̂(i+m(n/p)). (1)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà ãðóïïèðîâàíèÿ, â êîòîðîé ÷àñòîòû, ðàâíûå èí-

òåðâàëó B = n/p, ðàñïðåäåëåíû ïî îäíîìó è òîìó æå ñåãìåíòó, è åñòü òàêèå

ñåãìåíòû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.13. Ôóíêöèÿ õåøèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííàÿ â

ðåçóëüòàòå ýòîãî ãðóïïèðîâàíèÿ, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê: h (f) = f mod n/p.

Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå â êàæäîì ñåãìåíòå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé çíà÷åíèé òîëüêî

÷àñòîòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå õýøèðóþò â ñåãìåíò, êàê ìîæíî âèäåòü

èç óðàâíåíèÿ 2.6. Äëÿ âûøåóïîìÿíóòîãî ôèëüòðà íàëîæåíèÿ íà ñåãìåíòû ìî-

ãóò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÁÏÔ ñ òî÷êîé B, çà âðåìÿ

O(BlogB). Ìû óñòàíàâëèâàåì B = O (k) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðóïïèðîâà-

íèÿ òðåáóåòñÿ òîëüêî O(klogk) âðåìåíè è èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî O(B)=O(k) èç

âõîäíûõ âûáîðîê x.

Íà ýòîì øàãå ðàçðåæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îöåíèâàåò ïîëîæåíèÿ è

çíà÷åíèÿ íåíóëåâûõ ÷àñòîòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå ñîçäàëè ýíåðãèþ â

êàæäîì èç íå ïóñòûõ ñåãìåíòîâ. Â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ìíîãèå íå ïóñòûå ñåãìåí-

òû, ñêîðåå âñåãî, áóäóò èìåòü õåøèíã ñ îäíèì íåíóëåâûì ÷àñòîòíûì êîýô-

ôèöèåíòîì, è òîëüêî íåáîëüøîå ÷èñëî áóäåò èìåòü ñòîëêíîâåíèå èç íåñêîëü-

êèõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåæäå âñåãî ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñåãìåíòàõ

ñ åäèíè÷íûìè íåíóëåâûìè ÷àñòîòíûìè êîýôôèöèåíòàìè è îöåíèì çíà÷åíèå

è ïîëîæåíèå ýòîé íåíóëåâîé ÷àñòîòû, ò.å. x̂(f) è ñîîòâåòñòâóþùåé f. Ïðè îò-
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Ðèñóíîê 1. � Cóáñýìïëèðîâàíèå ñèãíàëà

ñóòñòâèè êîëëèçèè çíà÷åíèå íåíóëåâîé ÷àñòîòû êîýôôèöèåíò - ýòî çíà÷åíèå

õýøà, êîòîðûé îí õýøèðóåò, ïîñêîëüêó âñå äðóãèå ÷àñòîòû, êîòîðûå õýøèðó-

þò â õýø, èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ëåãêî íàéòè

çíà÷åíèå íåíóëåâîãî ÷àñòîòíîãî êîýôôèöèåíòà â ñåãìåíòå. Òåì íå ìåíåå, ìû

äî ñèõ ïîð íå çíàåì åãî ÷àñòîòíîå ïîëîæåíèå f, ïîñêîëüêó ñãëàæèâàíèå ÷à-

ñòîòû îòîáðàæàåò íåñêîëüêî ÷àñòîò â îäíó è òó æå îáëàñòü. Ïðîñòåéøèì

ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà ôàçîâîãî âðàùåíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, â êîòîðîì ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñäâèã âî âðåìåííîé îáëà-

ñòè ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ôàçû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ñíîâà

âûïîëíÿåì ïðîöåññ ñãëàæèâàíèÿ ïîñëå êðóãîâîãî ñäâèãà x íà t îáðàçöîâ. Ïî-

ñêîëüêó ñäâèã âî âðåìåíè ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ôàçû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè,

çíà÷åíèå ñåãìåíòà èçìåíÿåòñÿ îò b̂(i) = x̂(f) äî b̂(t)(i) = x̂(f) · ej∆φ, ãäå ôàçî-
âîå âðàùåíèå:

∆φ = 2πft/n (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ èçìåíåíèå ôàçû ñåãìåíòà, ìû ìîæåì îöåíèòü

ïîëîæåíèå êîýôôèöèåíòà íåíóëåâîé ÷àñòîòû â ñåãìåíòå. Îáðàòèòå âíèìàíèå,

÷òî ôàçà îáîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã êàæäûõ 2π, è ïîýòîìó ñäâèã t äîëæåí áûòü

ðàâåí 1, ÷òîáû èçáåæàòü ôàçîâîãî ïåðåíîñà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âûêëþ÷å-

íèÿ f. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé, ýòó îöåíêó

÷àñòîòû ìîæíî ñäåëàòü ýôôåêòèâíî, èñïîëüçóÿ íå áîëåå O (k) âû÷èñëåíèé.

Íåíóëåâûå ÷àñòîòíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå èçîëèðîâàíû â èõ ñîá-

ñòâåííîì ñåãìåíòå, ìîãóò áûòü ïðàâèëüíî îöåíåíû, êàê îïèñàíî âûøå. Îäíà-

êî, êîãäà íåíóëåâûå ÷àñòîòû ñòàëêèâàþòñÿ â îäíîì è òîì æå ñåãìåíòå, ìû íå

ìîæåì îöåíèâàòü èõ ïðàâèëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïîëíûé

÷àñòîòíûé ñïåêòð, íàì íóæíî ðàçðåøèòü êîíôëèêòû. ×òîáû ðàçðåøèòü êîí-

ôëèêò, íàì íóæíî ïîâòîðèòü ïðåîáðàçîâàíèå ÷àñòîòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî îäíè è òå æå íåíóëåâûå ÷àñòîòû íå ñòàëêèâàþòñÿ äðóã

ñ äðóãîì êàæäûé ðàç. Òî, êàê ìû ýòîãî äîáèâàåìñÿ, çàâèñèò îò òèïà ôèëü-

òðà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ íàëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ôèëüòðîâ íàëîæå-

íèÿ ñïåêòðîâ, îïèñàííûõ âûøå, ìû ìîæåì ìíîãîêðàòíî îáúåäèíèòü ñïåêòð â
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ãðóïïû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèëüòðîâ íàëîæåíèÿ ñïåêòðîâ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòî-

òîé äèñêðåòèçàöèè. Ýòî ìåíÿåò õåøèðóþùóþ ôóíêöèþ ñ h(f) = f mod n/p

íà h′(f) = f mod n/p′, ãäå p è p′ âçàèìíî ïðîñòû. Ôèëüòðû ãàðàíòèðóþò,

÷òî ëþáûå äâå ÷àñòîòû, êîòîðûå ñòàëêèâàþòñÿ â îäíîé ãðóïïèðîâêå, íå áó-

äóò ñòàëêèâàòüñÿ â äðóãîé ãðóïïèðîâêå. ×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ýòîò ìîìåíò,

ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ðèñóíêå 2.14.

Ðèñóíîê 2. � Cóáñýìïëèðîâàíèå ñèãíàëà

Ïðè ïåðâîì ãðóïïèðîâàíèè ìû èñïîëüçóåì ôèëüòð íàëîæåíèÿ èìåí, êî-

òîðûé ñóáñýìïëèðóåò âðåìåííîé ñèãíàë ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà 3. Â ýòîì

ñëó÷àå äâå ÷àñòîòû, ïîìå÷åííûå êðàñíûì è ñèíèì, ñòàëêèâàþòñÿ â ñåãìåíòå,

òîãäà êàê ÷àñòîòà, ïîìå÷åííàÿ çåëåíûì, íå ñòàëêèâàåòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ôè-

ãóðà Âî âòîðîé ðàç, êîãäà ìû óïàêîâûâàåì äàííûå â ãðóïïû, ìû èñïîëüçóåì

ôèëüòð íàëîæåíèÿ èìåí, êîòîðûé ïîä âûáèðàåò íà 4. Íà ýòîò ðàç ñèíÿÿ è

çåëåíàÿ ÷àñòîòû ñòàëêèâàþòñÿ, òîãäà êàê êðàñíàÿ ÷àñòîòà íå íàêàïëèâàåòñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàçðåøèòü êîëëèçèè, âûïîëíèâ äâå èòåðàöèè. Íàïðèìåð,

ìû ìîæåì îöåíèòü çåëåíóþ ÷àñòîòó ïî ïåðâîé ãðóïïèðîâêå, ãäå îíà íå ñòàë-

êèâàåòñÿ. 2 Âû÷òåì çåëåíóþ ÷àñòîòó èç ñòàëêèâàþùåãîñÿ êîâøà ïðè âòîðîé

ãðóïïèðîâêå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãîëóáóþ ÷àñòîòó. Çàòåì ìû âîçâðàùàåìñÿ ê

ïåðâîìó ñãëàæèâàíèþ è âû÷èòàåì ñèíþþ ÷àñòîòó èç ÿ÷åéêè, ãäå îíà ñòàë-

êèâàåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðàñíóþ ÷àñòîòó. Ïåðåáèðàåì ìåæäó ðàçëè÷íûìè

ãðóïïèðîâêàìè ïóòåì îöåíêè ÷àñòîò èç ñåãìåíòîâ, ãäå îíè íå ñòàëêèâàþòñÿ

è âû÷èòàþò èõ èç ñåãìåíòîâ, ãäå îíè äåéñòâèòåëüíî ñòàëêèâàþòñÿ, ãàðàíòè-

ðóÿ, ÷òî êàæäàÿ íåíóëåâàÿ ÷àñòîòà áóäåò èçîëèðîâàíà â ñâîåì ñîáñòâåííîì

èíòåðâàëå àëãîðèòìà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïðàâèëüíî îöåíèòü êàæäóþ íåíó-

ëåâóþ ÷àñòîòó. Òàêèì îáðàçîì, â êîíöå ýòàïà ðàçðåøåíèÿ ñòîëêíîâåíèé ìû
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âîññòàíîâèëè âñå íåíóëåâûå ÷àñòîòû è, ñëåäîâàòåëüíî, óñïåøíî âû÷èñëèëè

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèãíàëà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûë ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì Ðàçðåæåííîãî Ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü

âû÷èñëåíèÿ Äèñêðåòíîãî Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûñòðåå ÷åì çà O(n log n)

âðåìåíè.

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

äëÿ àëãîðèòìà IRAPT.

Àëãîðèòì Ðàçðåæåííîãî Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå

Ñ++ è ñðàâíåí ñ àëãîðèòìîì ÁÏÔ ïàêåòà MATLAB, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ

â àëãîðèòìå IRAPT, à òàêæå ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ áèáëèîòåêîé FFTW.

Ðàçðåæåííîå Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ îöåíêè òîíà íà

ðàçëè÷íûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ. Èññëåäîâàíû õàðàêòåðèñòèêè è ñêîðîñòü ðàáî-

òû, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ Ðàçðåæåííîå Ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå íà íåáîëüøèõ îáü¼ìàõ ñèãíàëîâ óñòóïàåò Áûñòðîìó Ïðåîáðàçîâàíèþ Ôó-

ðüå, íî íà÷èíàåò âûèãðûâàòü êîãäà ñèãíàë äîñòàòî÷íî âåëèê. Ïðîöåíò îøèá-

êè àëãîðèòìà ïî Åâêëèäîâîé íîðìå L1 äîñòàòî÷íî ìàë è ïðè ïðîâåäåíèè

ýêñïåðèìåíòîâ, îøèáîê íå áûëî çàìå÷åíî.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âûïîëíåíèè öåëè è âñåõ çàäà÷ èñ-

ñëåäîâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà 56-îé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè àñïè-

ðàíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ÁÃÓÈÐ è îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ

äîêëàäîâ[1�A].
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ÑÏÈÑÎÊ ÎÏÓÁËÈÊÎÂÀÍÍÛÕ ÐÀÁÎÒ

1�A. Áåññìåðòíûé, Í. À. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ äëÿ îáðàáîòêè

çâóêîâûõ ñèãíàëîâ íà ìîáèëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ / Í. À. Áåñ-

ñìåðòíûé // Êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû è ñåòè: 55-ÿ þáèëåéíàÿ íàó÷íàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ àñïèðàíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è ñòóäåíòîâ, Ìèíñê, 22-26 àïðåëÿ 2019 ã. /

Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè è ðàäèîýëåêòðîíè-

êè. � Ìèíñê, � 2019. � Ò. 10. � Ñ. 247 � 248.
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