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ФУНКЦИЙ И ПРЕДИКАТОВ НАД ВЗВЕШЕННЫМИ ГРАФАМИ
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Введение
Основу алгебраических методов исследования программ составляют программные 

алгебры [1], то есть алгебры, носителями которых являются специальные классы функций, а 
операциями - композиции, которые представляют собой абстракции средств синтеза 
программ. В частности в терминах этих алгебр точно ставятся и решаются проблемы 
полноты в разных классах вычислимых функций. Эти проблемы до сих пор есть достаточно 
актуальными в современном программировании.

В данной работе рассматривается совокупность графових преобразователей, которые 
действуют на множестве взвешенных графов. При этом рассматриваются два разных класса
таких преобразователей: класс всех вычислимых функций над графами и класс функций, 
которые сохраняют денотаты.

Выбор множества именно графов обусловлен их важностью и популярностью в 
теоретическом и прикладном программировании (см., например, [3-11]). Инструментом 
решения поставленных проблем выступают так называемые примитивные программные 
алгебры (ППА)[2]. Целесообразность данного выбора основывается результатами, 
полученными, например, в [12-19]. Основное внимание уделено поиска порождающего
множества для такой ППА. Все использованные и неопределенные в работе понятия и 
обозначения понимаются в смысле [15].

Базовые определения, понятия, результаты

Под (конченным) графом графом g будем понимать пару  EV , , где V – некоторое 

конченное непустое множество объектов (вершин графа), а  VVE  – множество его дуг. 

Не ограничивая обобщений, положим NV  . При этом на множестве вершин вводится 
целиком естественная упорядоченность.

В некоторых случаях ребрам графа могут ставиться в соответствие разные данные -
атрибуты (метки). Если в качестве атрибутов используются целые или действительные числа, 
то такие графы называют взвешенными. Фактически, взвешенный граф представляет собой 

тройку  cEV ,, , где ):(: REcZEc  где - определенная функция, определенная на 
множестве дуг графа. В дальнейшем ограничимся простым случаем, когда вес каждой дуги 

является натуральным числом, т.е.        NEc : .
Договоримся обозначать вершины графа латинскими буквами wvu ,, , а дуги - буквами 

spe ,, , возможно с индексами ,...,..., 11 ev . В случае необходимости явным образом указать 

вершины дуги и ее направление, будем использовать запись 
uv,

, понимая, что дуга 
направлена от v   к u . Будем называть первой вершиной графа вершину с наименьшим 
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номером. Граф будем обозначать или через 

rg
E

, где r –  номер первой вершины графа g , а 

E
-  количество его дуг, или сокращено просто g . Чтобы указать, что дуга ie имеет вес ik , 

будем использовать запись  ii ke , .

Множество всех графов обозначим G .  Под функциями дальше понимаем частичные 

функции с аргументами и значениями из G , а под предикатами - частичные предикаты на.

Вычислимость G на вводится как нумерационная вычислимость (см. [1]), с помощью 

арифметической функции, которая представляет данную функцию на G в некоторой 

зафиксированной нумерации G множества G [19]. Существование такой нумерации вытекает

из счетности множества N .
Любую частично-рекурсивную многоместную функцию или любой частично-рекурсивный 

многоместный предикат ( чр-функция, чр- предикат) будем называть также графовим 
преобразователем.

Кроме того введем такое понятие как L -функция (L -предикат). Под этим будем иметь в 
виду многоместную частичную функцию (предикат) на множестве L .

Через 
чр
GA обозначим ППА, носитель которой составляют графовые преобразователи на G . 

Порождающее множество алгебры 
чр
GA назовем ее полной системой (ПС); ПС ППА -–

n
mI    

базисом, если любая ее подсистема, которая получается удалением какого-нибудь предиката 
или какой-нибудь функции, отличной от селекторной, уже не будет полной

Понятие функции, которая сохраняет денотаты вводится по аналогии с 1, однако с 

определенным обобщением. Пусть
N

на
G 2: 

, где 
N2 - множество всех конченных 

подмножеств N .

Будем говорить, что функция f арности n  -сохраняет денотаты, если существует 

оконченное множество 
NV f  такое, что для любого якого fxx n dom,,1   выполняется

.)()),,((
1=

1 fi

n

i
n Vxxxf   

В случае графов функция  есть ничто другое, как выделение множества вершин графа, т.е. 

для 
EVg ,

будем иметь Vg )( .

Через 
чр
GA , обозначим ППА, носитель которой составляют графовые преобразователи на G , 

которые  -сохраняют денотаты. Определение порождающего множества, полной системы и 

базиса - такие самые как и в случае 
чр
GA , .

При нахождении полных систем ППА являются полезными определенные необходимые 
условия полноты, которые здесь приведем в виде утверждений.

Утверждение 1. Любая полная система ППА для произвольного множества L содержит 
хотя бы одну функцию, которая не сохраняет L .

Утверждение 2. Любая полная система ППА класса функций, которые не сохраняют 
денотаты, содержит хотя бы одну функцию, которая не сохраняет денотаты.

Наконец в качестве сигнатуры ППА возьмем совокупность  )1(,,  n , где  -

операция суперпозиции,  - операция ветвления, а 
)1(  n
- так называемое 1)( n -арное 

циклирование (определение см. в [13]).
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ППА чр- функций и чр- предикатов на множестве конечных взвешенных графов

Рассмотрим 
       ,,,,,,,,, 211 4321

kvvkvvEvvVg iiiin 
, 

ni j 1
, 

,2,1j , где ,,, 21 kk - весы дуг графа. Для дальнейшего изложения полученных 
результатов будет уместным договориться об определенной упорядоченности дуг графа, то 
есть другими словами, об упорядоченности пар натуральных чисел. . (такой шаг целиком 

природный, поскольку множество 
2N , как известно, эффектовно счетное). Заметим, что 

порядок на множестве
2N можно вводить по-разному, напрмер как в канторовской нумерации 

(см., [1, стр. 60]).) , однако в данном случае более удобным нам выдается следующий:

  1,20,21,10,1,02,01,00,0 n (1)

Тогда, дуги графа занумеруем соответственно порядку (1), т.е. , первой дугой будет дуга, 
которая отвечает наименьшей паре в этом порядке (самой левой),), а самый большой номер 
будет иметь дуга, которая отвечает самой большой паре (самой правой).

Часто в литературе по теории графов рассматриваются такие естественные функции на 
множестве графов как объединение и разность графов, изъятие дуги графа, изъятие его 
вершины со всеми инцидентными ей дугами. В данной работе рассмотрим несколько
модифицированные графовые преобразователи.

Объединение графов ̂ определим так. Пусть  1111 ,,= cEVg ,  2222 ,,= cEVg , 21
ˆ gg 

21= VV  ,  cEE ,21 , где )()( 1 ecec  , если 21 , EeEe  , )()( 2 ecec  , если 21 , EeEe 

и )()()( 21 ececec  , если 21 , EeEe  . Разностью графов \ будем считать такую функцию. 

Для  1111 ,,= cEVg и  2222 ,,= cEVg , обозначим  cEVgg ,,=\ 21 , где eE { такие, что  
)()(,, 121 ececEeEe  или }0)()()(,, 2121  ecececEeEe .

Вместо функций изъятия определим функции выделение "первой" дуги eE так, что для 

     ,,,,,= 111 1
kvvvg i , 

 11 ,,)(
1

kvvgE ie 
, и выделение "первой" вершины vE : для 

   EvVg ,,= 1  , 
Ø},{=)( 1vgEv . (Функции изъятия получаются, очевидно, с помощью 

только что определенных функций выделения и разности графов). 

Также рассмотрим следующие графовые преобразователи: vD - удаление первой вершины, 

если она изолирована; константная функция 
1
00 =)( ggCG

; удаление всех дуг графа 

      
 eee DED 



; функция генерации пустого графа GG
 =)(gC

; GS -

увеличение на единицу номера первой вершины, а именно, для 
  EvvVg ,,, 21 

,

 1,)( EVgSG , где 2111 },,{\= EEvvvvEE jj 
и 

},,1{ 112 EvvvvE jj 
; eD -  уменьшение на единицу веса "первой" дуги графа, 

причем если вес равняется единице, то дуга удаляется полностью. 

Формально, пусть 
     ,,,,,= 111 1

kvvvg i , тогда 

     ,1,,,,=)( 111 1
kvvvgD ie ,  ,если 11 k и 

     ,,,,=)( 221 kevgDe , если 
11 k .
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Наконец понадобится еще частичная функция L , которая действует на множестве из двух

нулевых графов  m и  n таким образом, что- },{},,{}){},({ nmnmnmL  создание дуги.

Можно непосредственно проверить, что все эти функции являются частично-рекурсивными.

Положим .},=,,,,,\,ˆ,,{:= 1,2,=

1,=0
n

nm

n
mvveG ILDEESC G

G
G 

и

.},=,,,,,\,ˆ,{:= 1,2,=

1,=0
n

nm

n
mvve ILDEEC G

G
G, 

Вся дальнейшая работа посвящена доказательству того факта, что совокупность G ( G, ) 

является базисом ППА чр
GA ( чр

GA , ).

Из определения понятия графа, приведенного выше, естественным чином вытекает
следующее его (эффективное) представление в виде вектора. Положим вектор 














 




  


21

2

4343

1

212121
00 ll

k

iiii

k

iiiiiig vvvvvvvvvvvvA , где 
jlv , ,2,1j , – изолированные 

вершины (если они есть). То есть каждую дугу 
mj iii vve , пересчитаем в этом векторе такое 

количество раз, которой есть ее вес ik .

Очевидно, в таком представлении пустому графу отвечает пустой вектор  , а полностью 
несвязному графу, то есть графу  EVg , , , где E Ø, отвечает вектор  nvvv 0000 21  .

Заданное таким образом соответствие можно представить в виде отображения *: NG  , где , 

i

i
NN 



0=

* = , }{=0 N , которое очевидно является инъекцией (однако не является 

сюръекцией). Также понятно, что множество )(:= GV  есть рекурсивным в нумерации G .

Определение 1. V -функцию ),,( 1 nxxF  назовем векторным образом графого

преобразователя F ,, если ),,())(,),(( 11 nn ggggF  F  для всех Fdom,,1 ngg  .

Аналогично V -предикат ),,( 1 nxxP  назовем векторным образом граф- предиката 

),,( 1 n P , если ),,())(,),(( 11 nn ggggP  P  для всех Fdom,,1 ngg  .

Почти очевидными есть следующая лемма.

Лемма 1. 
1. Векторный образ чр- графового перетворвача ( чр-графового предиката) есть чр- V -
функция (чр- V -предикат).

2. Любая чр- V -функция есть чр- *N -функцией (т.б. просто векторной чр- функцией). Для 
чр- V -предикатов аналогично.
3. Векторный образ чр- графового преобразователя ( чр -граф-предиката) есть векторной 
чр- функцией (векторным чр- предикатом).

С целью моделирования векторных функций графовими преобразователями зададим также 

следующее отображение GN  *: так: любому вектору )( 21 nvvvA  поставим в 

соответствие граф    nnn vvvvvvEvvvVg ,,,,,,,,,, 1322121   , каждая дуга 

которого имеет вес 1.
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Определение 2. Графовий преобразователь ),,( 1 n F называется граф- моделью

векторного преобразователя ),,( 1 nxxF  , если )),,(())(,),(( 11 nn vvFvv  F для всех 

Fvv n dom,,1  .Граф- Модель предиката вводится аналогично. 

Лемма 2. Для любых векторных чр- функций и чр- предикатов существуют их граф-
модели, которые принадлежат замыканию  G (  

 G, ) . 

Пусть  := . Очевидно, что )(: VG  - биекция. Через  обозначим какое-

нибудь расширение отображения 1 .. Графу преобразователи  и  можно рассматривать 
как функцию- кодер и функцию- декодер, соответственно.

Непосредственно из приведенных выше определений вытекает лемма. 

Лемма 3. Пусть ),,( 1 n F - чр -граф- функция, а ),,( 1 n H - граф- модель векторного 

образа функции ),,( 1 n F . . Тогда

)))(,),(((=),,( 11 nn AAAA   HF   для всех iA , ni 1,= , .

Аналогично, пусть ),,( 1 m P - чр -граф- предикат, а - ),,( 1 m K -граф- модель 

векторного образа этого предиката. Тогда 

))(,),((=),,( 11 nn AAAA   KP для всех iA , ni 1,= . 

Лемма 4. Имеет место 
 G , (   G,, )

  
Доказательство.  

    1.   .
Положим

)(*))((=)(1 
 ee DE G

и 

         )(,,)(*))((=),( 111
,

2 


GGEEEGDLEE evevee G .

Тогда ),(2 gG представляет собой граф-код за исключением изолированных вершин. А 
вот, полный граф-код

  )(,)(ˆ 2 gDgGgg e



 .

    2.   .

Рассмотрим функцию        
 11
,

3 ,),( GGEE ee G . Тогда

  )ˆ(ˆ,)ˆ( 3 gDgGgg e



  .

Что и нужно было доказать.

Теорема 1. G ( G, ) является базисом ППА чр
GA ( чр

GA , ). 

Вывод

В данной работе рассматривались два разных класса графовых преобразователей: класс всех 
вычислимых функций над графами и класс функций, которые сохраняют денотаты.
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Было найдено порождающее множество для примитивной программной алгебры над 
графовыми фукциями.
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