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и
− 𝑔′1(𝑡) ∈ 𝑁𝐶(𝑡)(𝑔1(𝑡)) + 𝛾𝑔1(𝑡) + 𝜙′(𝑡− 𝑙), 𝑡 ∈ [𝑙, 2𝑙],

𝑔1(𝑙) = 𝑔0(𝑙).

Функции 𝑔𝑖(𝑡) (𝑡 ∈ [𝑖𝑙, (𝑖 + 1)𝑙]) для четных 𝑖 > 2 являются решениями «sweeping»
процессов

−𝑔′𝑖(𝑡) ∈ 𝑁𝐶(𝑡)(𝑔𝑖(𝑡)) + 𝛾𝑔𝑖(𝑡) + 2

(𝑖−2)/2∑︁
𝑘=0

𝑔′2𝑘(𝑡− 𝑖𝑙 + 2𝑘𝑙) + 𝜙′(𝑖𝑙 + 𝑙 − 𝑡), 𝑔𝑖(𝑖𝑙) = 𝑔𝑖−1(𝑖𝑙),

а для нечетных – решениями «sweeping» процессов

−𝑔′𝑖(𝑡) ∈ 𝑁𝐶(𝑡)(𝑔𝑖(𝑡)) + 𝛾𝑔𝑖(𝑡) + 2

(𝑖−1)/2∑︁
𝑘=1

𝑔′2𝑘−1(𝑡− 𝑙− 𝑖𝑙+ 2𝑘𝑙) +𝜙′(𝑡− 𝑖𝑙), 𝑔𝑖(𝑖𝑙) = 𝑔𝑖−1(𝑖𝑙).

Теорема. Пусть функция 𝜉(𝑡) является абсолютно непрерывной на [0,+∞),
функция 𝜙(𝑥) абсолютно непрерывна на [0, 𝑙], и

𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑙) ∈ 𝐶(0), −𝜙′(𝑙) − 𝛾𝜙(𝑙) ∈ 𝑁𝐶(0)(𝜙(𝑙)).

Тогда решение задачи (1) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =
Φ(𝑥− 𝑡) + Φ(𝑥+ 𝑡)

2
.
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В [1] и [2] рассматривались уравнения, описывающие течения вязкой несжимаемой
жидкости в ограниченной области двумерного евклидова пространства, и была дока-
зана теорема о разрешимости соответствующей задачи на временных слоях 𝑡𝑚 = 𝑚𝜏.
В [3] была предложена модель пространственного движения вязкой жидкости в ци-
линдрической трубе кругового сечения. В данной работе речь идет о разрешимости
модели из [3].
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Уравнения записываем в цилиндрических координатах 𝑟, 𝜙, 𝑧, полагаем, что ис-
комые неизвестные: компоненты скорости 𝑢𝑧, 𝑢𝑟 и давление 𝑝 являются функциями
только переменных 𝑟, 𝑧 (и времени 𝑡) и что плотность 𝜌 равна единице, (см. [3])
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Учитывая специфику полученных уравнений, помимо срезающей функции 𝜁(𝑥),
введенной в [1] (здесь она обозначена 𝜁(𝑧)), вводим в рассмотрение еще и срезающую
функцию 𝜉(𝑟) :

𝜉(𝑟) = 0, если −𝜀/2 6 𝑟 6 𝜀/2, 0 6 𝑧 6 𝐿;
0 6 𝜉(𝑟) 6 1, если (−𝜀 6 𝑟 6 −𝜀/2)

⋃︀
(𝜀/2 6 𝑟 6 𝜀), 0 6 𝑧 6 𝐿;

𝜉(𝑟) = 1, если (−𝑅 6 𝑟 6 −𝜀)
⋃︀

(𝜀 6 𝑟 6 𝑅), 0 6 𝑧 6 𝐿,
где 𝜀 – малое положительное число, и приходим к системе [3]
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Для уравнения (1) решаем задачу Дирихле в области Ω̃𝑇 = Ω̃ × [0, 𝑇 ], где Ω̃ есть
область Ω = [0 < 𝑧 < 𝐿,−𝑅 < 𝑟 < 𝑅], граница которой сглажена (см. [1]), пред-
варительно заменив в нем производную по времени разностной производной. Длина
трубы 𝐿, радиус сечения 𝑅, в качестве оси 𝑧 выбрана ось трубы. Границу области
Ω̃ обозначим 𝑆.

Компонента скорости 𝑢𝑟 находится из уравнений (2), граничные условия для ко-
торых ставятся так же, как в [1]. Для уравнения (3), из которого находится давление,
рассматривается задача Неймана с граничным условием
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где
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𝑆

– производная по направлению вектора �̄� внутренней нормали к границе,

cos𝛼1, cos𝛼2 – направляющие косинусы вектора �̄�.
Теорема. Пусть выполнены условия: граничная функция для (1) принадлежит

𝐶𝑙,𝛼(𝑆𝑇 ), начальная функция – 𝐶𝑙,𝛼(Ω̃), 𝑓 ∈ 𝐶𝑙,𝛼(Ω̃𝑇 ), 𝑆 ∈ 𝐶𝑙,𝛼, 𝜁, 𝜉 ∈ 𝐶𝑙,𝛼(Ω̃𝑇 ), 𝑙 > 3,
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𝛼 ∈ (0, 1), 𝜕𝑓/𝜕𝑧 > 𝛽 = const, 1/𝜏 + 𝛽 > 0, функция 𝑓 вводится в рассмотрение
так же, как и в [1]. Тогда задача (1)–(4), в которой производные 𝜕𝑢𝑧/𝜕𝑡 и 𝜕𝑢𝑟/𝜕𝑡
заменены разностными производными, имеет единственное решение на каждом из
временных слоев 𝑡= 𝑡𝑚 =𝑚𝜏, лежащих в области Ω̃𝑇 ([−𝑅 6 𝑟 6 −𝜀]

⋃︀
[𝜀 6 𝑟 6 𝑅]),

𝑢𝑧 ∈ 𝐶𝑙,𝛼(Ω̃𝑚), 𝜕𝑢𝑟/𝜕𝑟 ∈ 𝐶𝑙−1,𝛼(Ω̃𝑚), 𝑝 ∈ 𝐶𝑙−1,𝛼(Ω̃𝑚), Ω̃𝑚 – 𝑚-й временно́й слой.
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С характеристиками для гиперболических уравнений связаны многие свойства их,
постановка задач, решения задач, методы исследования. В частности, многие задачи
для гиперболических уравнений, заданных в областях с границами, представляющими
собой характеристические поверхности, с заданными условиями на границе исследо-
ваны и являются корректными. В [1–3] с помощью методов функционального анали-
за и операторов осреднения с переменным шагом доказаны теоремы существования
и единственности сильного решения задачи Гурса для гиперболических уравнений.
В [3], кроме того, методом последовательных приближений получено классическое
решение для гиперболического уравнения, записанного во втором каноническом виде
в случае двух независимых переменных. Однако здесь не исследована зависимость
гладкости решения от заданных функций в точках их соприкосновения, как это сде-
лано для других задач в случае нахождения классических решений [3].

Наша задача состоит в том, чтобы найти классическое решение рассмотренных за-
дач Гурса и доказать необходимые и достаточные условия согласования для заданных
функций помимо их гладкости, чтобы решение их было классическим. Это позволяет
сделать метод характеристик.

Наибольший интерес из рассмотренных авторами задач Гурса представляет задача
с условиями на характеристиках для одномерного волнового уравнения, заданного на
всей плоскости. Сформулируем эту задачу и полученный результат в виде теоремы.

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

L𝑢 = (𝜕2𝑥1
𝑢− 𝑎2𝜕2𝑥2

𝑢)(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)


