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В работе было проведено исследование одного из методов решения проблемы APSP (All Pairs Shortest Path) в 
алгоритмической теории графов с использованием подхода динамического программирования. Была прослежена связь 
решения проблемы с перемножением матриц, а также был осуществлен вывод сложности с её последующим улучшением. 

Любой динамически программируемый алгоритм включает в себя следующие этапы: задание 
общей структуры оптимального решения поставленной задачи, рекурсивное определение 
оптимального решения, вычисление значения, процесс конструирования решения. 

 Пусть граф задан матрицей смежности W = (wij). Рассмотрим кратчайший путь p из вершины i 

в вершину j, причем p содержит не более чем m дуг графа. В случае, если i = j, путь p имеет нулевой 

вес и не содержит дуг. В случае, если i ≠ j, проведем разложение пути p в i
p′
→ k → j, где p’ – путь, 

содержащий не более чем m - 1 дуг графа. Таким образом, общая структура наикратчайшего пути из 
вершины i в вершину j может быть задана формулой: 

 

δ(i, j) =  δ(i, k) + wkj,                                                              (1) 

 
где i, j, k – вершины графа. 

Пусть lij
m – вес самого короткого пути из вершины i в вершину j с не более чем m дугами. Тогда 

справедлива следующая рекуррентная формула: 
 

lij
m  = min1≤k≤n[lik

{m−1}
+ wkj],                                                          (2) 

 
где i, j, k – вершины графа. 

Тогда вес кратчайшего пути из вершины i в вершину j может быть задан следующим образом: 
 

𝛿(𝑖, 𝑗)  = 𝑙𝑖𝑗
{𝑛−1}

= 𝑙𝑖𝑗
{𝑛}

= 𝑙𝑖𝑗
{𝑛+1}

= ⋯.                                                 (3) 

 

В алгоритме происходит последовательное вычисление матриц вида L(m) = (lij
m) . Для 

вычисления очередной матрицы используется функция ESP(L, W). 
 

 
 

Пользуясь повторным возведением в квадрат, можно сконструировать следующий алгоритм 

для решения задачи APSP с общей сложностью Θ(n3 ln n), где n – количество вершин графа. 
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