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АЛГЕБРЫ ГОЛОНОМИИ НЕТРИВИАЛЬНЫХ 
СВЯЗНОСТЕЙ БЕЗ КРУЧЕНИЯ НА ТРЕХМЕРНЫХ 

ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
Во введении указан объект исследования – алгебры голономии аффинных связностей. В работе 

изучены трехмерные однородные пространства, допускающие инвариантную аффинную связность 
с только нулевым кручением. Определены основные понятия: однородное пространство, изотропно-
точная пара, аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, алгебра голономии. 
Целью данной работы является описание ненулевых алгебр голономии нетривиальных связностей  
с нулевым кручением на трехмерных однородных пространствах, а также самих однородных 
пространств, допускающих связности указанного вида. В основной части работы для трехмерных 
однородных пространств определено, при каких условиях инвариантная аффинная связность является 
нетривиальной с только нулевым кручением. Также найдены и выписаны в явном виде сами аффинные 
связности, тензоры Риччи, тензоры кривизны и алгебры голономии, приведено явное локальное описание 
соответствующих трехмерных однородных пространств. Исследования основаны на применении свойств 
алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят в основном локальный характер. Особенностью 
методов, представленных в работе, является использование чисто алгебраического подхода к описанию 
многообразий и структур на них, а также сочетание различных методов дифференциальной геометрии, 
теории групп и алгебр Ли и теории однородных пространств. В заключении изложены полученные 
результаты, которые являются новыми и могут быть применены в работах по дифференциальной 
геометрии, дифференциальным уравнениям, топологии, а также в других разделах математики и физики, 
а алгоритмы, приведенные в исследовании, могут быть компьютеризованы и использованы для решения 
аналогичных задач в больших размерностях.

Ключевые слова: аффинная связность, однородное пространство, тензор кривизны, алгебра 
голономии, тензор кручения.

Введение. Еще Феликс Клейн [1] утверждал, что наиболее полезным способом изучения 
геометрических структур является изучение симметрий, т.е. групп преобразований, 
сохраняющих особенности структуры. Этот подход произвел революцию в изучении 
геометрии и продолжает влиять на ее развитие и сегодня. Основополагающим в подходе 
Ф. Клейна является понятие однородного пространства. Интерес к трехмерным геометриям 
после Г. Римана, Ф. Клейна и Н. И. Лобачевского возобновился в связи с развитием других 
областей науки, например общей теории относительности и трехмерной топологии;  
У. Терстон разработал метод исследования трехмерных многообразий; широко известны гипотеза 
Пуанкаре и более общая гипотеза Терстона о геометризации трехмерных многообразий [2],  
доказательство которых предложено Г. Перельманом. После работ Э. Картана (например, [3])  
фундаментом и основной составляющей дифференциальной геометрии является понятие 
многообразия, а также теория групп и алгебр Ли. Важный подкласс среди всех многообразий 
формируют изотропно-точные однородные пространства. В частности, этот подкласс 
содержит все однородные пространства, допускающие инвариантную аффинную связность. 
«Необходимость сравнивать те или иные геометрические величины в разных точках «кривого» 
пространства делает понятие связности одним из важнейших в геометрии и физике» [4]. Также 
связности – важнейший объект, к которому приводит геометрическая формулировка теории 
поля. Большой вклад в развитие теории связностей внесли работы Э. Картана, А. П. Нордена, 
П. К. Рашевского, М. Куриты, А. П. Широкова, Э. Б. Винберга, Ш. Кобаяси, К. Номидзу и др. 
Связность на многообразии определяет (через параллельный перенос) понятие голономии.  
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В качестве примеров можно привести голономию связности Леви–Чевита в римановой 
геометрии (называемую «римановой голономией»), голономию связностей в векторных 
расслоениях, голономию связностей Картана и др. В каждом из перечисленных случаев 
голономия связности может быть описана через группу Ли – группу голономии. Первое 
упоминание о голономии (в классической механике) датируется 1895 г. и принадлежит Г. Герцу, 
в математических работах понятие голономии возникло в 1923 г. у Э. Картана применительно 
к римановым многообразиям, каждой специальной группе голономии отвечает та или иная 
геометрия. Э. Картан исследовал голономию для изучения и классификации симметрических 
пространств, позже группы голономии использовались, чтобы изучить риманову геометрию  
в целом. Исследования структуры кривизны многообразий с совершенной группой голономии 
(т.е. вся алгебра голономии порождается только операторами кривизны) проводились, например, 
в работе [5] и других работах автора. Связь группы голономии лоренцевых пространств  
с рекуррентными тензорными полями рассматривалась в [6], применение групп голономии 
в супергравитации описано в [7], а также в [8]. Детальный анализ групп голономии и их 
приводимости для естественно редуктивных однородных пространств и произвольных 
римановых однородных пространств проведен Б. Костантом в [9] и [10] соответственно. 
Алгебры голономии тривиальных связностей изучались в работах [11; 12], целью же данного 
исследования является описание алгебр голономии нетривиальных аффинных связностей без 
кручения на трехмерных однородных пространствах, их тензоров кривизны и тензоров Риччи, 
а также самих однородных пространств, допускающих связности указанного вида.

Основные определения. Пусть M  – дифференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа Ли G , ( M , G ) – однородное пространство, = xG G  – 
стабилизатор произвольной точки x M∈ . Проблема классификации однородных пространств 
( M , G ) равносильна классификации (с точностью до эквивалентности) пар групп Ли ( G , G ),  
где G G⊂  (например, [13]). Необходимое условие существования аффинной связности 
состоит в том, что представление изотропии для G  должно быть точным, если G  эффективна  
на /G G  [14]. Пусть g  – алгебра Ли группы Ли G , а g  – подалгебра, соответствующая подгруппе G .  
Пара ( gg, ) называется изотропно-точной, если точно изотропное представление g . Там, где 
это не будет вызывать разночтения, будем отождествлять подпространство, дополнительное 
к g  в g , и факторпространство ggm /= . Аффинной связностью на паре ( gg, ) называется 
такое отображение : ( ),Λ →g gl m  что его ограничение на g  есть изотропное представление 
подалгебры, а все отображение является g -инвариантным. Инвариантные аффинные 
связности на однородном пространстве находятся во взаимно однозначном соответствии 
(например, [15]) с аффинными связностями на паре ( gg, ). Тензоры кручения )(1

2 mInvTT ∈  
и кривизны )(1

3 mInvTR∈  имеют вид: [ ] ,,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ  [ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm   
– [Λ(x), Λ(y)] − Λ([x, y]) для всех ., g∈yx  Будем говорить, что Λ  имеет нулевое кручение 
или является связностью без кручения, если = 0T . Определим тензор Риччи 2T (Ric Inv∈ m): 

( , ) = tr{ ( , ) }.Ric y z x R x y z  Одной из важнейших характеристик связности является группа 
голономии. Переформулируем теорему Вана [16] об алгебре группы голономии инвариантной 
связности: алгебра Ли *h  группы голономии инвариантной связности )(3,: glg →Λ  на паре 
( gg, ) – это подалгебра алгебры Ли (3, )gl   вида [ ( ), ] [ ( ),[ ( ), ]] ,V V V+ Λ + Λ Λ +g g g  V  – 
подпространство, порожденное {[ ( ), ( )] ([ , ]) | , }.x y x y x yΛ Λ −Λ ∈ g

Алгебры голономии нетривиальных связностей. Будем описывать пару ( gg, ) при 
помощи таблицы умножения алгебры g , через },...,{ 1 nee  обозначим базис g  ( dim=n g ). Будем 
полагать, что подалгебра g  порождается векторами 31,..., −nee , а },,{ 31221 nnn eueueu === −−  – 
базис m . Для нумерации подалгебр используем запись . ,d n  а для нумерации пар – запись . . ,d n m  
соответствующие приведенным в [17], где d  – размерность подалгебры, n  – номер подалгебры 
в (3, )gl  , а m  – номер пары. Связность называется тривиальной, если 1( )uΛ = 2( )uΛ = 3( )uΛ =0,  
в противном случае связность нетривиальная. Будем описывать связность через образы 
базисных векторов 1( ),uΛ  2( ),uΛ  3( ),uΛ  тензор кривизны R  – через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  

2 3( , ),R u u  а тензор кручения T  – через 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  Предполагается, что 
параметры обозначены греческими буквами и принадлежат .

Можей Н. П. Алгебры голономии нетривиальных связностей без кручения  
на трехмерных однородных пространствах (С. 13–22)
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Теорема 1. А. Трехмерные однородные пространства, допускающие нетривиальную 
аффинную связность с только нулевым кручением (и ненулевой алгеброй голономии), такие, 
что g  не является разрешимой, локально имеют следующий вид:

2.8.7, λ = 1/2 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 (1/2)e1 e1 0 u1

e2 –(1/2)e1 0 0 u2 (1/2)u3

u1 –e1 0 0 0 u3

u2 0 –u2 0 0 0
u3 –u1 –(1/2)u3 –u3 0 0

3.13.6, μ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –(1/2)e2 (1/2)e3 u1 0 (1/2)u3

e2 (1/2)e2 0 0 e3 2e2 u2

e3 – (1/2)e3 0 0 0 e3 u1

u1 –u1 –e3 0 0 –u1 0
u2 0 –2e2 –e3 u1 0 2u3

u3 –(1/2)u3 –u2 –u1 0 –2u3 0

4.21.11, μ = 1/2 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3

e1 0 e2 –(1/2)e3 (1/2)e4 u1 0 (1/2)u3

e2 –e2 0 e4 0 0 e2+u1 0
e3 (1/2)e3 –e4 0 0 0 –2e3 u2

e4 – (1/2)e4 0 0 0 0 –e4 e2+u1

u1 –u1 0 0 0 0 0 0
u2 0 –e2–u1 2e3 e4 0 0 –2u3

u3 –(1/2)u3 0 –u2 –e2–u1 0 2u3 0

Б. Трехмерные однородные пространства, допускающие нетривиальную аффинную 
связность с только нулевым кручением (и ненулевой алгеброй голономии), такие, что g  
разрешима, локально имеют следующий вид:

1.2.1, λ = 1/4, μ = 1/2 e1 u1 u2 u3

e1 0 u1 (1/4)u2 (1/2)u3

u1 –u1 0 0 0
u2 –(1/4)u2 0 0 0
u3 –(1/2)u3 0 0 0

2.9.1, λ = 1/2, μ = 1/4 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 (3/4)e2 u1 (1/2)u2 (1/4)u3

e2 –(3/4)e2 0 0 0 u1

u1 –u1 0 0 0 0
u2 –(1/2)u2 0 0 0 0
u3 –(1/4)u3 –u1 0 0 0

Матэматыка (Геаметрыя)
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2.9.3, μ = 1/4 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 (3/4)e2 u1 (1/2)u2 (1/4)u3
e2 –(3/4)e2 0 0 0 u1
u1 –u1 0 0 0 0
u2 –(1/2)u2 0 0 0 e2
u3 –(1/4)u3 –u1 0 –e2 0

3.13.2, μ = 1/4∨ μ = 1/2 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (1–3μ)e2 (1–μ)e3 u1 (1–2μ)u2 μu3

e2 (3μ–1)e2 0 0 0 0 u2

e3 (μ–1)e3 0 0 0 0 u1

u1 –u1 0 0 0 0 0
u2 (2μ–1)u2 0 0 0 0 e3

u3 –μu3 –u2 –u1 0 –e3 0

3.20.4, λ = 1/4 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (3/4)e2 (1/2)e3 u1 (1/4)u2 (1/2)u3
e2 –(3/4)e2 0 0 0 u1 0
e3 –(1/2)e3 0 0 0 0 u1
u1 –u1 0 0 0 0 0
u2 –(1/4)u2 –u1 0 0 0 e2
u3 –(1/2)u3 0 –u1 0 –e2 0

3.20.26, λ = 1/4 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (3/4)e2 (1/2)e3 u1 (1/4)u2 (1/2)u3
e2 –(3/4)e2 0 0 0 u1 0
e3 –(1/2)e3 0 0 0 e2 u1
u1 –u1 0 0 0 0 0
u2 –(1/4)u2 –u1 –e2 0 0 0
u3 –(1/2)u3 0 –u1 0 0 0

3.20.27 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 (4/5)e2 (3/5)e3 u1 (1/5)u2 (2/5)u3
e2 –(4/5)e2 0 0 0 u1 0
e3 –(3/5)e3 0 0 0 e2 u1
u1 –u1 0 0 0 0 0
u2 –(1/5)u2 –u1 –e2 0 0 e3
u3 –(2/ 5) u3 0 –u1 0 –e3 0

Действительно, заметим, что если кривизна нулевая, то алгебра голономии также нулевая, 
т.е. будем рассматривать случай ненулевой кривизны. Случай алгебр голономии тривиальных 
связностей изучался в работах [11; 12], поэтому рассматриваем только нетривиальные 
связности. Подалгебры в (3, )gl   описаны, например, в [17]. Для каждой такой подалгебры 
найдены изотропно-точные пары, инвариантные аффинные связности на них и определены 
пары, допускающие нетривиальную аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии 
(причем кручение только нулевое).

Пусть здесь и далее

1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

1 2,1 2,2 2,3 2 2,1 2,2 2,3 3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

( ) , ( ) , ( )
p p p q q q r r r

u p p p u q q q u r r r
p p p q q q r r r

     
     

Λ = Λ = Λ =     
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для некоторых , ,i jp  , ,i jq  ,i jr ∈  (при , = 1,3i j ). Рассмотрим, например, локально однородное  
пространство 3.13.6 при = 1/ 2µ  (случай А), тогда 3 1 3 1 3 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e uΛ Λ Λ ⇒ Λ Λ   
имеем 3,1 3,2= = 0,p p  3,3 1,1= ,p p  2,1 = 0.p  Поскольку 2 1 2 1 2 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )]e u e u e uΛ Λ Λ ⇒ Λ Λ =  

3( ),e= Λ  1,2 = 1,p −  1,1 2,2= .p p  Так как 1 1 1[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  1,1 2,3 1,3= = = 0.p p p  Если 
3 2 3[ ( ), ( )] = ( ),e u eΛ Λ Λ  то 3,1 3,2= = 0,q q  3,3 1,1= 1,q q +  2,1 = 0.q  Поскольку 2 2 2[ ( ), ( )] = 2 ( ),e u eΛ Λ Λ  

1,2 = 0,q  1,1 2,2= 1.q q +  Так как 1 2[ ( ), ( )] = 0,e uΛ Λ  имеем 1,3 2,3= = 0.q q  Если 3 3 1[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  
то 3,1 = 0,r  3,2 = 1,r −  3,3 1,1= ,r r  2,1 = 0.r  Поскольку 2 3 2[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  1,1 1,2= = 0,q r  1,1 2,2= .r r  
Так как 1 3 3[ ( ), ( )] = (1/ 2) ( ),e u uΛ Λ Λ  1,1 2,3= 0, = 0r r . Получим, что

1,3

1 2 3

0 1 0 0 0 0 0 0
( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 1 0 , ( ) = 0 0 0 .

0 0 0 0 0 1 0 1 0

r
u u u

−     
     Λ Λ − Λ     
     −     

Тензор кривизны 1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,R u u R u u

[ ] [ ]
1,3

2 3 2 3 2 3

0 0 3
( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 .

0 0 0

r
R u u u u u u

− 
 Λ Λ −Λ  
 
 

Тензор кручения получился нулевым, как и тензор Риччи. 
Алгебра голономии *h – это подалгебра алгебры Ли (3, )gl   вида [ ( ), ]V V+ Λ +g  

[ ( ),[ ( ), ]] ,V+ Λ Λ +…g g  V  – подпространство, порожденное {[ ( ), ( )] ([ , ]) | , },x y x y x yΛ Λ −Λ ∈ g  при 
1,3 0r ≠  *h не совпадает с алгеброй, порожденной множеством = {[ ( ), ( )] ([ , ]) | ,V x y x y x yΛ Λ −Λ ∈

g } (т.е. алгебра голономии не является совершенной), *

0
= 0 0 0 ,

0 0 0

1 2p p 
 
 
 
 

h 1p , 2p ∈ , cвязность 

не является нормальной. При 1,3 0r ≠  алгебра голономии нулевая.
Для остальных трехмерных однородных пространств, допускающих нетривиальную 

аффинную связность, кривизна которой не только нулевая, а кручение только нулевое, таких, 
что g  не является разрешимой, рассуждения аналогичны. Таким образом, получаем, что 
аффинные связности (в случае А) имеют вид, указанный в таблице 1.

Таблица 1 – Аффинные связности ( g  неразрешима)

Пара Аффинная связность

4.21.11, μ = 1/2
1,30 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r     
     
     
     −     

3.13.6, μ = 1/2
1,30 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0

r−     
     −     
     −     

2.8.7, λ = 1/2 2,3

1 / 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 1 / 2 0 0 0 1 / 2 0 0

r
−     
     
     
     −     

Прямыми вычислениями получаем, что во всех указанных случаях тензоры Риччи нулевые. 
При этом тензоры кручения T также нулевые.

Рассмотрим теперь локально однородное пространство 3.13.2 при 0µ ≠  (случай Б), тогда

1 2 3

1 0 0 0 0 0 0 0 1
( ) = 0 1 2 0 , ( ) = 0 0 1 , ( ) = 0 0 0 .

0 0 0 0 0 0 0 0
e e eµ

µ

     
     Λ − Λ Λ     
     
     

Отображение Λ  является g -инвариантным, 3 1 3 1 3 1[ ( ), ( )] ([ , ]) [ ( ), ( )] 0,e u e u e uΛ Λ = Λ ⇒ Λ Λ =   
следовательно, 3,1 3,2= = 0,p p  3,3 1,1= ,p p  2,1 = 0.p  Из 2 1 2 1 2 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e uΛ Λ Λ ⇒ Λ Λ   
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получим 1,2 = 0,p  1,1 2,2= .p p  Так как 1 1 1[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  то 1,1 2,3 1,3= = = 0.p p p  Если 
3 2[ ( ), ( )] = 0,e uΛ Λ  то 3,1 3,2 2,1= = = 0,q q q  3,3 1,1= .q q  Поскольку 2 2[ ( ), ( )] = 0,e uΛ Λ  1,2 = 0,q  

1,1 2,2= .q q  Так как 1 2 2[ ( ), ( )] = (1 2 ) ( ),e u uµΛ Λ − Λ  имеем 1,1 1,3 2,3( 1 2 ) = = = 0.q q qµ− +  Если 
3 3 1[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  то 3,1 3,2 2,1= = = 0,r r r  3,3 1,1= .r r  Поскольку 2 3 2[ ( ), ( )] = ( ),e u uΛ Λ Λ  

1,1 1,2= = 0,q r  1,1 2,2= .r r  Так как 1 3 3[ ( ), ( )] = ( ),e u uµΛ Λ Λ  получим 1,1 1,3 2,3= (1 2 ) = (1 4 ) = 0.r r rµ µ− −  
Итак,

1,3

1 2 3 2,3

0 0 0 0 0
( ) = ( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 0

0 0 0 0 0 0

r
u u u r

   
   Λ Λ Λ   
   
   

; 1,3 = 0r  при 1/ 2µ ≠ , 2,3 = 0r  при 1/ 4µ ≠ .

Тензор кривизны 1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,R u u R u u

[ ] [ ]2 3 2 3 2 3

0 0 1
( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 .

0 0 0
R u u u u u u

− 
 Λ Λ −Λ  
 
 

Тензор кручения – нулевой, как и тензор Риччи. 
Алгебра голономии *h  совершенна (совпадает с алгеброй, порожденной множеством 

= {[ ( ), ( )] ([ , ]) | ,V x y x y x yΛ Λ −Λ ∈ g }), *

0 0
= 0 0 0 ,

0 0 0

1p 
 
 
 
 

h 1p ∈  связность не является 

нормальной.
Для остальных трехмерных однородных пространств, допускающих нетривиальную 

аффинную связность с только нулевым кручением (кривизна которой не только нулевая), 
таких, что g  является разрешимой, рассуждения аналогичны. Таким образом, получаем, что, 
как и в случае А, в случае Б аффинные связности имеют вид, представленный в таблице 2. 

Таблица 2 – Аффинные связности ( g  разрешима)

Пара ( , )g g Аффинная связность

3.13.2, = 1/ 4µ
2,3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r
     
     
     
     
     

3.13.2, = 1/ 2
3.20.4, = 1/ 4

µ
λ

1,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r     
     
     
     
     

3.20.26, = 1/ 4λ 1,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

r     
     
     
     
     

3.20.27 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

     
     
     
     
     

2.9.1, = 1/ 2, = 1/ 4
2.9.3, = 1/ 4
λ µ

µ

1,2

2,3

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q
r

     
     
     
     
     

1.2.1, = 1/ 4, = 1/ 2λ µ 1,3

3,2

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

r

q
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Прямыми вычислениями получаем, что во всех указанных случаях тензоры Риччи нулевые. 
При этом тензоры кручения T  также нулевые.

Находим и выписываем тензоры кривизны всех приведенных связностей. В случае А 
имеем, что тензоры кривизны имеют вид, указанный в таблице 3.

Таблица 3 – Тензоры кривизны ( g  неразрешима)

Пара Тензор кривизны

4.21.11, = 1/ 2µ 1,30 0 0 0 0 0 0 0 3
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r     
     
     
     
     

3.13.6, = 1/ 2µ 1,30 0 0 0 0 0 0 0 3
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r−     
     
     
     
     

2.8.7, = 1/ 2λ
2,3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 3 / 2 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r
     
     −     
     
     

В случае Б получаем, что тензоры кривизны имеют вид, указанный в таблице 4.

Таблица 4 – Тензоры кривизны ( g  разрешима)

Пара Тензор кривизны

3.13.2, = 1/ 4,1/ 2
3.20.27
µ 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

−     
     
     
     
     

3.20.4, = 1/ 4λ 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

−     
     
     
     
     

3.20.26, = 1/ 4λ 1,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r−     
     
     
     
     

2.9.1, 1 / 2, 1/ 4λ µ= = 1,2 2,30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q r     
     
     
     
     

2.9.3, = 1/ 4µ 1,2 2,30 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q r −     
     
     
     
     

1.2.1, 1 / 4, 1/ 2λ µ= = 1,3 3,20 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r q−     
     
     
     
     

Тогда прямыми вычислениями получаем, что алгебры голономии на пространствах, 
приведенных в теореме 1, имеют вид, представленный в теореме 2.
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Теорема 2. А. Пусть ( , )g g  – трехмерное однородное пространство, приведенное  
в теореме 1 А. Алгебры голономии нетривиальных связностей на указанных пространствах 
имеют вид, указанный в таблице 5.

Таблица 5 – Алгебры голономии ( g  неразрешима)

Пара Алгебра голономии ( 1p , 2p ∈ )

4.21.11, = 1 / 2µ  и 3.13.6, = 1/ 2µ  при 1,3 0r ≠

0
0 0 0
0 0 0

1 2p p 
 
 
 
 

2.8.7, = 1 / 2λ  при 2,3 0r ≠

0 0 0
0

0 0 0
1 2p p

 
 
 
 
 

В случаях 4.21.11, = 1/ 2, 3.13.6, = 1/ 2µ µ  при 1,3 = 0r , а в случае 2.8.7, = 1/ 2λ  при 2,3 = 0r , 
алгебра голономии нулевая.

Б. Пусть ( , )g g  – трехмерное однородное пространство, приведенное в теореме 1 Б. 
Алгебры голономии нетривиальных связностей на указанных пространствах имеют вид, 
представленный в таблице 6.

Таблица 6 – Алгебры голономии ( g  разрешима)

Пара Алгебра голономии ( 1p , 2p ∈ )

3.20.4, 1 / 4λ = ; 3.20.26, = 1/ 4λ  при 1,3 0r ≠ ; 
1.2.1, = 1/ 4, = 1/ 2λ µ  при 1,3 3,2 0r q ≠  

0 0
0 0 0
0 0 0

1p 
 
 
 
 

3.13.2, 1/ 4,1/ 2µ = ; 2.9.1, = 1/ 2, = 1/ 4λ µ  при 1,2 2,3 0q r ≠ ; 
2.9.3, = 1/ 4µ  при 1,2 2,3 1q r ≠

0 0
0 0 0
0 0 0

1p 
 
 
 
 

3.20.27

0
0 0 0
0 0 0

1 2p p 
 
 
 
 

В случаях 3.20.26, = 1/ 4λ  при 1,3 = 0r , 2.9.1, = 1/ 2, = 1/ 4λ µ  при 1,2 2,3 = 0q r , 2.9.3, = 1/ 4µ  
при 1,2 2,3 = 1q r , 1.2.1, = 1/ 4, = 1/ 2λ µ  при 1,3 3,2 = 0r q , алгебра голономии нулевая.

Заключение. Для трехмерных однородных пространств определено, при каких условиях 
связность является нетривиальной с нулевым кручением, также найдены и выписаны 
в явном виде сами аффинные связности, тензоры Риччи, тензоры кривизны и алгебры 
голономии, приведено явное локальное описание соответствующих трехмерных однородных 
пространств, отдельно выделены случаи неразрешимой и разрешимой группы преобразований. 
Особенностью методов, представленных в работе, является применение чисто алгебраического 
подхода к описанию многообразий и связностей на них. Полученные результаты могут быть 
использованы при исследовании многообразий, а также иметь приложения в различных 
областях математики и физики, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях 
связаны с изучением инвариантных объектов на однородных пространствах, а алгоритмы, 
приведенные в работе, могут быть компьютеризованы и использованы для решения 
аналогичных задач в больших размерностях.
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Abstract. In the introduction, an object of investigation is pointed – holonomy algebras of affine connections.  
In this paper, it is studied three-dimensional homogeneous spaces, admits the nontrivial invariant affine 
connections with only zero torsion. The basic notions, such as a homogeneous space, an isotropically-faithful 
pair, an affine connection, a torsion tensor, a curvature tensor, Ricci tensor, a holonomy algebra, are defined. 
The purpose of the work is the description of nonzero holonomy algebras of nontrivial connections without 
torsion on three-dimensional homogeneous spaces, as well as the homogeneous spaces that admit connections 
of the specified type. In the main part of the paper, for three-dimensional homogeneous spaces, it is determined 
under what conditions the invariant affine connection is nontrivial with zero torsion only. The affine connections, 
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Ricci tensors, curvature tensors, and holonomy algebras are also found and written out explicitly, and the local 
classification of the corresponding three-dimensional homogeneous spaces is given. Studies are based on  
the application of properties of Lie algebras, Lie groups, and homogeneous spaces and they mainly have 
local character. The peculiarity of techniques presented in the work is the use of purely algebraic approach  
to the description of manifolds and structures on them, as well as compound of methods of differential geometry, 
the theory of Lie groups and algebras, and the theory of homogeneous spaces. In conclusion, it is indicated 
that the results obtained in this work are new and can be applied in works on differential geometry, differential 
equations, topology, as well as in other areas of mathematics and physics, and the algorithms given in this paper 
can be computerized and used to solve similar problems in large dimensions.

Keywords: affine connection, homogeneous space, curvature tensor, holonomy algebra, torsion tensor.
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