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✃àôåäðà êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì✱ ➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåäîïðåäåëåííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✭Ñ❐➚Ó✮ â êîòîðûõ íà✲

ðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû✱ ñîñòàâëÿþùèìè âëîæåííóþ ñåòåâóþ ñòðóêòóðó áëî÷íî✲äèàãîíàëüíîãî âèäà✱

ñîäåðæèòñÿ îáùàÿ ÷àñòü✳ Ïðè ýòîì✱ êàæäûé áëîê ðàçðåæåííîé ÷àñòè ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èí✲

öèäåíòíîñòè ãðàôà✳ ❮à îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è òåîðåòèêî✲ãðàôîâûõ

ñâîéñòâ ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè ãðàôà ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äåêîìïîçèöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì✳

➶âåäåíèå

➮ññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ Ñ❐➚Ó ñ èñïîëüçî✲
âàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé✳ ➚êòóàëüíîñòü
îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ ðåøàòü çàäà÷è ðàç✲
ðåæåííîãî ìàòðè÷íîãî è ñåòåâîãî àíàëèçà áîëü✲
øîé ðàçìåðíîñòè íà îñíîâå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí✲
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèé àëãîðèòìè÷å✲
ñêîé òåîðèè ãðàôîâ✳

■✳ Ñèñòåìà áàçèñíûõ öèêëîâ â ìåòîäàõ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ðàçðåæåííûõ

íåäîîïðåäåëåííûõ Ñ❐➚Ó

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ îðèåíòèðîâàííóþ
ñâÿçíóþ ìóëüòèñåòü S = (I, U) áåç ïåòåëü✱ ãäå
I ✖ ìíîæåñòâî óçëîâ✱ U ✖ ìíîæåñòâî ìóëüòè✲
äóã✱ îïðåäåëåííûõ íà I × I✱ |I| < ∞✱ |U | < ∞✳
Ïóñòü K ✖ ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîòî✲
êà â ìóëüòèñåòè S✱ |K| < ∞✳ ❰áîçíà÷èì ÷å✲
ðåç Sk =

(
Ik, Uk

)
✕ ñâÿçíóþ ñåòü✱ ñîîòâåòñòâó✲

þùóþ òèïó ïîòîêà k ∈ K✱ ãäå Ik ⊆ I ✕ ìíî✲
æåñòâî óçëîâ✱ Uk ✕ ìíîæåñòâî äóã ñåòè Sk äëÿ
ïîòîêà òèïà k ñîîòâåòñòâåííî✳ ❰ïðåäåëèì ñëåäó✲
þùèå ìíîæåñòâà✿ K(i)✿ K(i) =

{
k ∈ K : i ∈ Ik

}

è K(i, j) =
{
k ∈ K : (i, j)k ∈ Uk

}
✖ ìíîæåñòâà

òèïîâ ïîòîêà✱ òðàíñïîðòèðóåìûõ ÷åðåç êàæäûé
óçåë i ∈ I è êàæäóþ äóãó (i, j) ∈ U ñîîòâåòñòâåí✲
íî✳ ➶âåäåì ïîäìíîæåñòâî ìóëüòèäóã U0 ⊆ U òà✲
êîå✱ ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâà K0(i, j) ⊆ K(i, j) âû✲
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå✿ |K0(i, j)| > 1✳

❮à ââåäåííîé ìóëüòèñåòè ðàññìîòðèì ðàç✲
ðåæåííóþ íåäîîïðåäåëåííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó
ñëåäóþùåãî âèäà✿

∑

j∈I+
i
(Uk)

xkij −
∑

j∈I−

i
(Uk)

xkji = aki , i ∈ Ik, k ∈ K, ✭✶✮

∑

(i,j)∈U

∑

k∈K(i,j)

λkpij x
k
ij = αp, p = 1, q, ✭✷✮

∑

k∈K0(i,j)

xkij = zij , (i, j) ∈ U0, ✭✸✮

ãäå I+i
(
Uk

)
=

{
j ∈ Ik : (i, j)k ∈ Uk

}
✱ I−i

(
Uk

)
=

=
{
j ∈ Ik : (j, i)k ∈ Uk

}
❀ aki ✱ λ

kp
ij ✱ αp✱ zij ∈ R ✕ ïà✲

ðàìåòðû ñèñòåìû❀ x =
(
xkij , (i, j)

k ∈ Uk, k ∈ K
)
✕

âåêòîð íåèçâåñòíûõ✳
➶ ðàáîòå ❬✶❪ ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû

è òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ðàçðåæåí✲
íûõ íåäîîïðåäåëåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá✲
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îäíîðîäíîãî ïîòîêà
â ñåòè Sk è èõ ðåàëèçàöèÿ â ñèñòåìå ❲♦❧❢r❛♠
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ➶ ❬✶❪ òàêæå ðàçðàáîòàíû è ïðè✲
ìåíåíû ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áà✲
çèñà ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòå✲
ìû✱ ïîðîæäåííîé èç ñèñòåìû (1) ✭õàðàêòåðèñòè✲
÷åñêèå âåêòîðû

{
δk(τ, ρ), (τ, ρ)k ∈ Uk\Uk

T

}
✮ äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî k ∈ K✳ Ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííî✲
ñòè ìàòðèöû ñèñòåìû (1) è òåîðåòèêî✲ãðàôîâûõ
ñâîéñòâ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ÷èñëî îïåðàöèé àëãî✲
ðèòìà ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî âåêòîðà áàçèñà ïðî✲
ñòðàíñòâà ðåøåíèé ñîñòàâëÿåò O(|Ik|) â íàèõóä✲
øåì ñëó÷àå✳

Òåîðåìà ✶ Ñèñòåìà ïîðîæäåííûõ õàðàêòåðè✲
ñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ

{
δk(τ, ρ), (τ, ρ)k ∈ Uk\Uk

T

}

áàçèñíûõ öèêëîâ {C(τ, ρ), (τ, ρ) ∈ Uk\Uk
T } îòíî✲

ñèòåëüíî çàäàííîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà Uk
T îá✲

ðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà öèêëîâ â ñåòè Sk✳
➘ðóãèìè ñëîâàìè✱ ñèñòåìà ïîðîæäåííûõ õàðàê✲
òåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ îáðàçóåò áàçèñ ïðî✲
ñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû✱ ïî✲
ðîæäåííîé èç ñèñòåìû (1) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
k ∈ K [2, 3]✳

❰áîçíà÷èì δk(C) ✕ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
âåêòîð ïðîèçâîëüíîãî öèêëà C â ñåòè Sk ñî ñëå✲
äóþùèìè êîìïîíåíòàìè✿ δkτρ(C) = 1✱ åñëè (τ, ρ)k

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé äóãîé öèêëà C✱ ò✳å✳ (τ, ρ)k ∈
C+ ⊆ C❀ δkτρ(C) = −1✱ åñëè (τ, ρ)k ÿâëÿåòñÿ îá✲

ðàòíîé äóãîé öèêëà C✱ ò✳å✳ (τ, ρ)k ∈ C− ⊆ C❀
δkτρ(C) = 0✱ åñëè (τ, ρ)k /∈ C✳

Òåîðåìà ✷ Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà áàçèñíûõ
öèêëîâ {C(τ, ρ), (τ, ρ) ∈ Uk\Uk

T } îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà Uk

T ñåòè Sk

✾✹



è ïóñòü C ✖ ïðîèçâîëüíûé öèêë â ñåòè Sk✱
k ∈ K✳ Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ëþ✲
áîãî öèêëà C èìååò ïðåäñòàâëåíèå✿

δk(C) =
∑

(τ,ρ)∈Uk\Uk
T

δkτρ(C)δ
k(τ, ρ).

❮à îñíîâàíèè òåîðåì ✶ ✕ ✷ è äåêîìïîçèöèîííî✲
ãî ïîäõîäà ❬✷✱ ñ✳ ✶✺❪ ñèñòåìà óðàâíåíèé ✭✶✮ ✕ ✭✸✮
ïðåäñòàâëåíà â âèäå |K| íåçàâèñèìûõ ðàçðåæåí✲
íûõ ïîäñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ✲
íåíèé ñ ìàòðèöàìè èíöèäåíòíîñòè ãðàôîâ Sk✱
k ∈ K è ñèñòåìû îáùåãî âèäà✳ Ýòî ïîçâîëÿåò íà✲
õîäèòü ðåøåíèÿ ðàçðåæåííîé íåäîîïðåäåëåííîé
ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè ãðàôà Sk íà
íàäëåæàùèõ ñòðóêòóðàõ äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâ✲
ëåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáðà✲
ùåíèÿ ìàòðèö✳

■■✳ Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé
ðàçðåæåííîé íåäîîïðåäåëåííîé Ñ❐➚Ó

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
ðàçðåæåííîé íåäîîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåé✲
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìóëüòèñå✲
òè S✱ ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå ✶✳ ❒óëüòèñåòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñåòåé Sk =
=

(
Ik, Uk

)
✱ k ∈ K = {1, 2, 3}✱ ãäå ìíîæåñòâî K

ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ ïîòîêà✳
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Ðèñ✳ ✶ ✕ ❰áúåäèíåíèå ñåòåé Sk
=

(

Ik, Uk
)

✱
k ∈ K = {1, 2, 3}

➶ûáåðåì îïîðó Uk
T ✱ k ∈ K✱ ìóëüòèñåòè

S = (I, U) äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮ ❬✷✱ ñ✳ ✶✵❪✳ ➶ûáðàí✲
íàÿ îïîðà ñîñòîèò èç ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ Uk

T ✱
k ∈ K✳ Ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî öèêëè÷åñêèõ äóã
UC =

{
Uk
C ⊆ Uk\Uk

T , k ∈ K
}
✱ |UC | = q + |U0|✱

ãäå UC =
3⋃

k=1

Uk
C =

{
(1, 3)1, (5, 6)2, (6, 2)3

}
✱ U0 =

= {(2, 3)}✳ Ñòðóêòóðû✱ ïðåäñòàâëÿþùèå îáúåäè✲
íåíèå ìíîæåñòâ Uk

T

⋃
Uk
C ✱ k ∈ K✱ ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêå ✷✳ ➘óãè✱ âõîäÿùèå â Uk
T ✱ k ∈ K✱ îòîá✲

ðàæåíû áîëåå íàñûùåííûìè ëèíèÿìè❀ öèêëè÷å✲
ñêèå äóãè Uk

C ✱ k ∈ K ✕ ìåíåå íàñûùåííûìè✳
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Ðèñ✳ ✷ ✕ ❒íîæåñòâà Uk
T

⋃

Uk
C äëÿ ñåòåé Sk✱

k ∈ K = {1, 2, 3}

Ïî ïðàâèëàì✱ óêàçàííûì â ❬✷❪✱ ñôîðìèðóåì

ìàòðèöó äåòåðìèíàíòîâ D =



−11 −7 10
−5 −1 0
−1 0 0


✱

detD ̸= 0✳ ➬àòåì âû÷èñëèì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè✿

β =




88 + x17,5 − 7x37,4
−5− 3x17,5 − 2x37,4

6 + x17,5


 , xC =




x11,3

x25,6

x36,2


 .

➶ ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû D äóãî✲
âûå ïîòîêè xC =

(
xkτρ, (τ, ρ)

k ∈ Uk
C , k ∈ K

)
âû✲

÷èñëèì îäíîçíà÷íî èç ñèñòåìû xC = D−1β✳
Ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû ñèñòå✲

ìû (1) è òåîðåòèêî✲ãðàôîâûõ ñâîéñòâ êîðíåâûõ
äåðåâüåâ ❬✶❪ ÷èñëî îïåðàöèé àëãîðèòìà âû÷èñëå✲
íèÿ xkij ✱ (i, j)

k ∈ Uk
T ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó âû✲

÷èñëÿåìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Uk
T ✱ ∀k ∈ K✳

➬àêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äå✲
êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì✱ êîòîðûå îñíî✲
âàíû íà ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóð✲
íûõ ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû öèêëîâ✳
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ðåøåíèÿ ðàçðåæåííîé
íåäîîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè✲
÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìóëüòèñåòè✱ ñîñòîÿùåé èç
òðåõ òèïîâ ïîòîêà✳

✶✳ Ïèëèï÷óê✱ ❐✳ ➚✳ ➚ëãîðèòìû è òåõíîëîãèè ïîñòðîå✲
íèÿ ðåøåíèé ðàçðåæåííûõ íåäîîïðåäåëåííûõ ëèíåé✲
íûõ ñèñòåì â ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✴ ❐✳ ➚✳ Ïèëèï✲
÷óê✱ ➚✳ ➚✳ ❐àãóòî ✴✴ Òåõíîëîãèè èíôîðìàòèçàöèè
è óïðàâëåíèÿ ✭❚■▼ ✷✵✶✻✮✿ ìàòåðèàëû ■■■ ❒åæäóíà✲
ðîäíîé íàó÷íî✲ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè✱ ➹ðîäíî✱
✶✹✕✶✺ àïðåëÿ ✷✵✶✻ ã✳ ✖ ➹ðîäíî✿ ➹ð➹Ó✱ ✷✵✶✻✳ ✕ ✾ ñ✳

✷✳ Ïèëèï÷óê✱ ❐✳ ➚✳ Ðàçðåæåííûå íåäîîïðåäåëåííûå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴
❐✳ ➚✳ Ïèëèï÷óê✳ ✕ ❒èíñê✿ ➪➹Ó✱ ✷✵✶✷✳ ✕ ✷✻✵ ñ✳

✸✳ Ðîìàíîâñêèé✱ ➮✳ ➶✳ ➘èñêðåòíûé àíàëèç ✴ ➮✳ ➶✳ Ðîìà✲
íîâñêèé ✕ ÑÏá✳✿ ❮åâñêèé äèàëåêò❀ ➪Õ➶✲Ïåòåðáóðã✱
✷✵✵✽✳ ✕ ✸✸✻ ñ✳

✾✺


