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Целью данной работы является описание четырехмерных изотропно-точных однородных про-
странств с инвариантной невырожденной почти симплектической структурой над полем действи-
тельных чисел. В публикации определены основные понятия: почти симплектическая структура, 
изотропное представление, изотропно-точная пара, комплексификация алгебры Ли, антиинволю-
ция, вещественная форма. Приведен алгоритм классификации изотропно-точных однородных про-
странств с инвариантной невырожденной почти симплектической структурой. Описано нахождение 
вещественных форм как подалгебр линейных алгебр Ли, так и изотропно-точных пар и проведено 
в явном виде описание четырехмерных изотропно-точных почти симплектических однородных 
пространств в вещественном случае. Особенностью методов, представленных в работе, является 
применение чисто алгебраического подхода к описанию однородных пространств и структур на 
них. Полученные результаты могут быть применены в работах по дифференциальной геометрии, 
дифференциальным уравнениям, топологии, а также в других разделах математики и физики, а 
алгоритмы, приведенные в работе, могут быть компьютеризованы и использованы для решения 
аналогичных задач в больших размерностях. 
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Введение. Симплектическое многообразие – 
это многообразие с заданной на нем симплектиче-
ской формой (замкнутой невырожденной диффе-
ренциальной 2-формой). Интерес к симплектиче-
ским многообразиям возродился после публика-
ции трудов А. Лихнеровича [1], А. Кириллова [2], 
А. Вайнштейна [3] и др. Симплектическое много-
образие позволяет естественным геометрическим 

образом ввести гамильтонову механику и дает на-
глядное толкование многим ее свойствам. Аппа-
рат симплектической геометрии переносится с 
геометрической оптики и классической механи-
ки и на квантовую механику. 

В работе [4] автором описаны подалгебры ал-
гебры Ли ,)(4,sp  а в работе [5] – четырехмер-
ные изотропно-точные почти симплектические 
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однородные пространства над полем ,  там же 
даны основные определения и приведено более 
подробное обоснование применяемых методов, 
целью же данной работы является классифика-
ция четырехмерных изотропно-точных однород-
ных пространств с инвариантной невырожденной 
почти симплектической структурой над полем .  

Основная часть. Пусть ( , )G M  – четырехмер-
ное однородное пространство, а = xG G  – стаби-
лизатор произвольной точки .x M∈  Паре ( , )G G  
поставим в соответствие пару ,),( gg  где g – ал-
гебра Ли группы G и g – подалгебра в ,g  соответ-
ствующая подгруппе .G  Изотропное представ-
ление пары ),( gg  – это отображение 

[ ] gg ++ yxyx ,=).(  для всех ., gg ∈∈ yx  

Пара ( gg, ) называется изотропно-точной, ес-
ли точно изотропное представление .g  

Пространство 
 ⊗VV =  называется ком-

плексификацией вещественного векторного про-
странства .V  Если на V  задана структура веще-
ственной алгебры Ли ,g  то она продолжается до 
структуры комплексной алгебры :g  

.,,,

 ;],[=],[

2121

21212211
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Алгебра g  называется комплексификацией 
алгебры Ли g. 

Пусть теперь g – алгебра Ли над ,  a  – веще-
ственная подалгебра в ,g  ga ⊂  (алгебру над  
можно рассматривать как алгебру над  вдвое 
большей размерности). Подалгебра a называется ве-
щественной формой алгебры Ли ,g  если =aa i⊕  

0= ,= aag i∩  (тогда ga = ).  
Пусть a – вещественная форма алгебры g. Со-

пряжением относительно a  называется отобра-
жение ,: gg→σ  ( ) =x iy x iyσ + −  ., a∈∀ yx  Отоб-
ражение называется антиинволюцией, если оно 
обладает следующими свойствами:  

.,,, )()(=)(

;]),([=)](),([;=2

∈μλ∈∀σμ+σλμ+λσ

σσσσ

g

g

yxyxyx
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Нетрудно проверить, что сопряжение являет-
ся антиинволюцией. 

Вещественные формы алгебры Ли – непо-
движные точки антиинволюций. Действитель-
но, если a – вещественная форма, то множество 
{ | ( ) = }g g gσ  есть алгебра :a  

.0,=;=)(= a∈−+σ+ xyiyxiyxiyx  

С другой стороны, пусть σ – антиинволюция, 

),()(= ggg −+ ⊕ PP  

где 21
= ; = ;

2
P P P±

± σ
 )(g+P  – множество непо-

движных точек .σ  

Две вещественные формы переводятся друг 
в друга автоморфизмом тогда и только тогда, 
когда соответствующие антиинволюции сопря-
жены. Действительно, если σ – антиинволюция, 
ϕ – автоморфизм ,g  то 1=~ −ϕσϕσ  – тоже антиин-
волюция, причем если ,=)( aaσ  то .)(=))((~ aa ϕϕσ  

Таким образом, чтобы классифицировать ве-
щественные формы абстрактной алгебры Ли, нуж-
но классифицировать с точностью до группы ав-
томорфизмов все антиинволюции. 

Пусть gg/=V  – g-модуль, соответствующий 
изотропному представлению. Пространство ( )B V  
билинейных форм на V естественным образом ста-
новится g-модулем, если положить  

1 2 1 2 1 2( . )( , ) = ( . , ) ( , . ),x b v v b x v v b v x v− −  

где ,g∈x  1 2, ,v v V∈  ( ).b B V∈  Почти симплекти-
ческой структурой на g-модуле V  называется не-
вырожденная, кососимметрическая билинейная 
форма ( )b B V∈  такая, что . = 0x b  для всех .g∈x  
Другими словами, g.)(VBb ∈  Множество всех эн-
доморфизмов пространства ,V  сохраняющих не-
вырожденную кососимметрическую билинейную 
форму ,b  является алгеброй Ли, которая обозна-
чается .)(4,sp   

Возникает вопрос: как связаны между собой 
классификации подалгебр в )(4,sp  и в ,)(4,sp  
т. е. в вещественном и комплексном случаях. Мож-
но классифицировать подалгебры над полем ,  
используя классификацию над полем .  Этот спо-
соб основан на понятии вещественных форм ли-
нейных алгебр Ли. Основная идея – нахождение 
всех вещественных форм для комплексной линей-
ной алгебры Ли. Выше определены основные по-
нятия для абстрактного случая. Рассмотрим те-
перь случай линейных алгебр Ли. 

Пусть )(Vglg⊂  – вещественная линейная ал-
гебра Ли, V  – вещественное векторное простран-
ство. Тогда алгебра Ли 

 ⊗gg =  может быть 
естественным образом рассмотрена как алгебра Ли 
эндоморфизмов комплексного векторного про-
странства := 

 ⊗VV  

( ).( ) = ( . ) ( ),x v x v⊗ α ⊗ β ⊗ αβ  

,∈x g  ,v VÎ  ., ∈βα  Полученную линейную ал-
гебру )(  Vglg ⊂  будем называть комплекси-
фикацией линейной алгебры Ли .)(Vglg⊂  

Опишем конструкцию, обратную данной. Пусть 
)(Wglh⊂  – комплексная линейная алгебра Ли; 

W  – комплексное векторное пространство. Веще-
ственной формой линейной алгебры Ли )(Wglh⊂  
называется пара ,),( Vg  где g – вещественная фор-
ма алгебры Ли h; V  – вещественная форма про-
странства W, причем .)( VV ⊂g  В этом случае g 
может быть рассмотрена как подалгебра алгеб-
ры Ли )(Vgl , т. е. как вещественная линейная ал-
гебра Ли, действующая на вещественном вектор-
ном пространстве V (действительно, если . = {0}xV  
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для некоторого ,g∈x  то .( ) = ( . ) = {0}.x iV i xV  Сле-
довательно, . = {0}xW  и = 0x ). 

Множество всех вещественных форм линей-
ной алгебры Ли )(Wglh⊂  находится во взаим-
но однозначном соответствии с множеством 
таких антиинволюций σ пространства W, что 

.= hh σσ   Действительно, пусть σ – такая ан-
тиинволюция пространства W, что hh =σσ   и 

hh→σ :~  – антиинволюция алгебры Ли ,h  опреде-
ленная как ( ) = .y yσ σ σ    Тогда, как нетрудно 
проверить, пара ),(

~ σσ Wh  является вещественной 
формой линейной алгебры Ли )(Wglh⊂  и σ – ан-
тиинволюция пространства W, соответствующая 
вещественной форме V: 

1 2 1 2 1 2: ; , .v iv v iv v v Vσ + − ∈  

Для любого элемента ,h∈y  однозначно пред-
ставимого в виде 1 2= ,y x ix+  ,, 21 g∈xx  имеем: 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) .( ) = ( ).( ) =x ix v iv x ix v ivσ + σ + σ + −    

1 1 2 2 1 2 2 1.(( . . ) ( . . )) =x v x v i x v x v= σ + − −  

1 1 2 2 1 2 2 1( . . ) ( . . ) =x v x v i x v x v= + + −  

1 2 1 2= ( ).( ),x ix v iv− +  

для всех 1 2, .v v V∈  Т. е. 1 2 1 2( ) = ,x ix x ixσ + σ −   
и отображение : ,y yσ σ σ     h∈y  является ан-
тиинволюцией алгебры Ли ,h  соответствующей 
вещественной форме .g  

Для ссылки на подалгебры, полученные в  
работе [4], будем использовать обозначение d.n, 
где d – размерность подалгебры, а n – ее порядко-
вый номер. Будем говорить, что пара ),( gg  имеет 
тип (d.n), если изотропное представление пары со-
пряжено подалгебре ,g  номер которой (d.n). На па-
ры, приведенные в статье [5], будем ссылаться че-
рез d.n.m, где m – порядковый номер пары типа (d.n).  

В качестве примера классификации пар с за-
данным изотропным представлением рассмотрим 
пары ),( gg  типа 2.9, т. е. имеющие подалгебру g 
следующего вида: 

0 0 0

0 0 0
 .

0 0 0

0 0 0

x

y

x

y

−
−

 

Теорема 1. Любая вещественная форма ли-
нейной алгебры Ли 2.9 сопряжена одной и только 
одной из следующих линейных алгебр Ли: 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1. , 2. ,

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

x x

y y

x x

y y

−
− −

−

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
3. , 4. .

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x x y

y y x

x x y

y y x

− −
−

− −
−

 

Доказательство. Справедливость утвержде-
ния будет следовать из классификации пар, но 
можно провести и независимое доказательство. 
Каждая антиинволюция σ векторного пространст-
ва 4  порождается матрицей :A  

: , = .A v Av AA Eσ   

Из этого следует, что ),(4,)(4,:~  glgl →σ A  
,X AXA  = .AA E  

Требование gg =)(~
Aσ  дает ограничение на вид 

матрицы A: 

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 1 0 .

0 0 0 1 0 1 0 0

0, , , {0,1}, =

i

j k

a

d
A

c

d

abcd i j k AA E

  
  
  ∈ ×      

           ×     
        

≠ ∈ 

 

Классифицируем все такие A (соответствен-
но Aσ ) с точностью до группы автоморфизмов. 
Если ),( ,=. 1 gAffff ∈σσ −  то .f σ и σ сопря-
жены. В матрицах это имеет вид: 1.A FAF −  Ус-
ловие )(gAf ∈  в нашем случае дает  

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1

.1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 0

0, , , {0,1}

i

j k

p

q
f

r

s

abcd i j k

  
  
  ∈ ×      

           ×     
    
    

≠ ∈ 

 

Рассмотрим случаи, не сопряженные относи-
тельно :)(gA  

1) = = = 0i j k ; 
2) = 1, = = 0i j k  (или = 1 = = ,k i j  сопряжены 

относительно )(gA ); 
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3) = 1, = = 0j i k  (или = 1, = = 0,k i j  сопря-
жены относительно )(gA ); 

4) = = 1, = 0.j k i  
Если = =1, = 0i k j  или = =1,  = 0,i j k  то .AA E≠  
1) Тогда = 1, = 1, = 1, = 1.aa bb cc dd  Авто-

морфизм переводит  
1 1 1 1, , , .a pap b qbq c rcr d sds− − − −     

F можно выбрать так, чтобы 1, pap−  1, qbq −  1, rcr −  
1sds −  стали единицами. Следовательно, =A E и 

1 2 3 4= < , , , >,AV e e e eσ  

.,

000

000

000

000

=

























∈



















−
−

σ yx

y

x

y

x

Ag  

2) = 1, =1ab cd . 

1

1

1

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 00 0 0

0 0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

a p

b q

c r

d s

pa

b q

c r
d s

−

−

−

−

   
   
   ×
   
   
   

    
  ×        



 

1,a paq −  1.c rcs −  

F можно выбрать так, чтобы 

0 1 0 0

1 0 0 0
= ,

0 0 0 1

0 0 1 0

A

 
 
 
 
 
 

    

x y

y x

z t

t z

   
   
   
   
   
   

  

и 1 2 1 2 3 4 3 4= < , , , >,AV e e ie ie e e ie ieσ + − + −  
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Аналогично получаем 
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Теперь остановимся подробнее на классифи-
кации пар. Рассмотрим пару .),( gg  Пара ),(  gg  
называется комплексификацией пары ;),( gg  па-
ра ),( aa  называется вещественной формой па-
ры ),( gg , если a  – вещественная форма алгебры ,g  
а a – вещественная форма подалгебры g.  

Множество всех вещественных форм па- 
ры ),( gg  находится во взаимно однозначном со-
ответствии с множеством таких антиинволю-
ций σ алгебры g, что g.g =)(σ  

С учетом вышеизложенного, решение пробле-
мы классификации четырехмерных изотропно-
точных однородных пространств с инвариантной 
невырожденной почти симплектической структу-
рой разобьем на следующие части. 

1. Классификация с точностью до сопряжен-
ности всех подалгебр ,g  удовлетворяющих (1), 
что равносильно классификации (с точностью до 
сопряженности) подалгебр алгебры Ли .)(4,sp  
Это проделано в работе [4]. 

2. Для каждой подалгебры g из пункта 1 про-
изводим классификацию (с точностью до эквива-
лентности) изотропно-точных пар ,),(  gg  у ко-
торых изотропное представление сопряжено по-
далгебре .g  Подробнее с этим пунктом можно 
ознакомиться в работе [5]. 

3. Для каждой пары ),(  gg  находим (с точ-
ностью до эквивалентности пар) все веществен-
ные формы .),( gg  

Таким образом, остановимся подробнее на п. 3 
и получим классификацию в вещественном слу-
чае. Ограничимся случаем, когда множество ниль-
потентных элементов алгебры )(gρ  отлично от .)(gρ  

Пусть 1{ , , }nE e e=   – базис алгебры Ли g 
( = dim )n g  и 1 2 3 4{ , , , }u u u u  – базис векторного про-
странства, дополнительного к g в .g  Рассмотрим, 
например, пару 2.9.2, имеющую следующий вид: 

2.9.2 e1 e2 u1 u2 u3 u4 
e1 0 0 u1 0 –u3 0 
e2 0 0 0 u2 0 –u4 
u1 –u1 0 0 0 e1 0 
u2 0 –u2 0 0 0 0 
u3 u3 0 –e1 0 0 0 
u4 0 u4 0 0 0 0 
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Теорема. Любая вещественная форма па-
ры 2.9.2 (над полем ) эквивалентна одной и толь-
ко одной из пар 2.9.5–2.9.10, где 

2.9.5 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u1 0 –u3 0
e2 0 0 0 u2 0 –u4

u1 –u1 0 0 0 e1 0
u2 0 –u2 0 0 0 0
u3 u3 0 –e1 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

 
2.9.6 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u1 0 –u3 0
e2 0 0 0 u4 0 –u2

u1 –u1 0 0 0 e1 0
u2 0 –u4 0 0 0 0
u3 u3 0 –e1 0 0 0
u4 0 u2 0 0 0 0

 
2.9.7 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u3 0 –u1 0
e2 0 0 0 u2 0 –u4

u1 –u3 0 0 0 2 e1 0
u2 0 –u2 0 0 0 0
u3 u1 0 –2 e1 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

 
2.9.8 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u3 0 –u1 0
e2 0 0 0 u2 0 –u4

u1 –u3 0 0 0 –2 e1 0
u2 0 –u2 0 0 0 0
u3 u1 0 2 e1 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

 
2.9.9 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u3 0 –u1 0
e2 0 0 0 u4 0 –u2

u1 –u3 0 0 0 2 e1 0
u2 0 –u4 0 0 0 0
u3 u1 0 –2 e1 0 0 0
u4 0 u2 0 0 0 0

 
2.9.10 e1 e2 u1 u2 u3 u4

e1 0 0 u3 0 –u1 0
e2 0 0 0 u4 0 –u2

u1 –u3 0 0 0 –2 e1 0
u2 0 –u4 0 0 0 0
u3 u1 0 2 e1 0 0 0
u4 0 u2 0 0 0 0

Доказательство. Множество автоморфизмов 
пары 2.9.2 имеет вид: 
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Классифицируем антиинволюции с точностью 
до группы автоморфизмов. В матричной форме это 
обозначает следующее: антиинволюции ∈II

~
,  со-

пряжены тогда и только тогда, когда существует 
∈A  такая, что 1= .I AIA−  Отсюда получаем, что 

любая антиинволюция пары сопряжена одной и 
только одной из следующих антиинволюций:  

1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

= ,
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

I
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Для 1I  очевидно, что таблица умножения ве-
щественной формы имеет вид 2.9.5.   

Найдем множество неподвижных точек ото-
бражения 2 .I  Пусть = ( , , , , , ),X a b x y z t  2 ( ) =I X  
= ( , , , , , ),a b x t z y−  2 ( ) = .I X X  Следовательно,  
получим = ( , , , , , ),X a b x y z y  где ,∈y  ,ib ∈  

.,, ∈zxa  Выберем базис множества неподвиж-
ных точек: 

1 1 2 2 1 1 2 2 4

3 3 4 2 4

' = ;  ' = ;  ' = ;  ' = ;

' = ;  ' = .

e e e ie u u u u u

u u u iu iu

+
−

 

В этом базисе таблица умножения веществен-
ной формы, соответствующей антиинволюции 2 ,I  
имеет вид 2.9.8.  

Найдем множество неподвижных точек 3.I  
Пусть 3( ) = ( , , , , , ),I X a b z y x t− − −  отсюда следует: 

= ( , ,X a b  , , , ),x y x t−  ,∈x  ,ia ∈  .,, ∈tyb  Базис 
множества неподвижных точек:  

1 1 2 2 1 1 3 2 2

3 1 3 4 4

' = ;  ' = ;  ' = ;  ' = ;

' = ( );  ' = .

e ie e e u u u u u

u i u u u u

−
+

 

В этом базисе таблица умножения веществен-
ной формы, соответствующей 3 ,I  имеет вид 2.9.7.   

Аналогично для отображения 4 :I  4 ( ) =I X  
= ( , , , , , )a b z y x t− , тогда = ( , , , , , ),X a b x y x t  где 

,∈x  ,ia ∈  .,, ∈tyb  Базис множества непод-
вижных точек: 

1 1 2 2 1 1 3 2 2

3 1 3 4 4

' = ;  ' = ;  ' = ;  ' = ;

' = ( );  ' = ,

e ie e e u u u u u

u i u u u u

+
−

 

таблица умножения вещественной формы, ко-
торая соответствует антиинволюции 4 ,I  имеет 
вид 2.9.6.  

Найдем множество неподвижных точек 5 :I  

5 ( ) = ( , , , , , )I X a b z t x y− − − − , отсюда следует: =X  
= ( , , , , , )a b x y x y− , ,, ∈yx  ., iba ∈  Базис множе-
ства неподвижных точек: 

1 1 2 2 1 1 3 2 2 4

3 1 3 4 2 4

' = ;  ' = ;  ' = ;  ' = ;

' = ;  ' = ,

e ie e ie u u u u u u

u iu iu u iu iu

− +
+ −

 

таблица умножения вещественной формы, со-
ответствующей 5 ,I  имеет вид 2.9.10.  Аналогич-
но для 6 :I  6 ( ) = ( , , , , , )I X a b z t x y− − , следова-
тельно, = ( , , , , , )X a b x y x y , где ,, ∈yx  ., iba ∈  
Базис: 

1 1 2 2 1 1 3 2 2 4

3 1 3 4 2 4

' = ;  ' = ;  ' = ;  ' = ;

' = ;  ' = ,

e ie e ie u u u u u u

u iu iu u iu iu

+ +
− −

 

таблица умножения вещественной формы, соот-
ветствующей 6 ,I  имеет вид 2.9.9.  

Применяя аналогичные рассуждения для всех 
остальных случаев, получаем искомый результат 
классификации пар над полем .  

Заключение. Приведен алгоритм классифика-
ции изотропно-точных однородных пространств 
с инвариантной невырожденной почти симплек-
тической структурой. Описано нахождение веще-
ственных форм как подалгебр линейных алгебр Ли, 
так и изотропно-точных пар и проведено в явном 
виде описание четырехмерных изотропно-точных 
почти симплектических однородных пространств 
в вещественном случае. Алгоритмы, приведенные 
в работе, могут быть компьютеризованы и исполь-
зованы для решения аналогичных задач в больших 
размерностях, а полученные в работе результаты 
могут найти приложения в различных отраслях 
математики и физики. 
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