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В каком случае однородное пространство допускает инвариантную аффинную связность?
Если существует хотя бы одна инвариантная связность, то пространство является изотропно-
точным, но обратное неверно. Если однородное пространство является редуктивным, то оно
всегда допускает инвариантную связность (см., например, [1]).

ПустьM – дифференцируемое многообразие, на котором связная группа Ли Ḡ действует
транзитивно и эффективно, G = Ḡx – стабилизатор произвольной точки x ∈ M . Пусть ḡ –
алгебра Ли группы Ли Ḡ, а g – подалгебра, соответствующая подгруппе G. Все изотропно-
точные пары с codimḡ g = 3 приведены в [2]. Однородное пространство Ḡ/G редуктивно,
если ḡ может быть разложена в прямую сумму векторных пространств – алгебры Ли g и
ad(G)-инвариантного подпространства m, т. е. если ḡ = g + m, g

⋂
m = 0; ad(G)m ⊂ m.

Второе условие влечет [g,m] ⊂ m и наоборот, если G связна. Такое разложение называется
каноническим. Если Ḡ/G является симметрическим, то [g, g] ⊂ g, [g,m] ⊂ m и [m,m] ⊂ g.

Аффинной связностью на паре (ḡ, g) называется такое отображение Λ : ḡ → gl(m),
что его ограничение на g есть изотропное представление подалгебры, а все отображение
является g-инвариантным. Инвариантные аффинные связности на однородном простран-
стве (M , Ḡ) находятся во взаимно однозначном соответствии с аффинными связностями
на паре (ḡ, g) (см., например, [3]). Тензор кручения T ∈ Inv T2

1(m) имеет вид T (xm, ym) =
Λ(x)ym − Λ(y)xm − [x, y]m для всех x, y ∈ ḡ; тензор кривизны R ∈ Inv T3

1(m) имеет вид:
R(xm, ym) = [Λ(x),Λ(y)] − Λ([x, y]) для всех x, y ∈ ḡ. Алгебра Ли группы голономии инва-
риантной связности Λ : ḡ → gl(3,R) на паре (ḡ, g) – это подалгебра алгебры Ли gl(3,R)
вида V + [Λ(ḡ), V ] + [Λ(ḡ), [Λ(ḡ), V ]] + . . . , где V – подпространство, порожденное множе-
ством {[Λ(x),Λ(y)] − Λ([x, y])|x, y ∈ ḡ}. Определим тензор Риччи Ric: Ric(y, z) = tr{x 7→
R(x, y)z}. Будем говорить, что аффинная связность Λ является локально эквиаффинной,
если trΛ([x, y]) = 0 для всех x, y ∈ ḡ. Под эквиаффинной связностью будем понимать аф-
финную связность Λ без кручения, для которой trΛ(x)=0 для всех x ∈ ḡ.

Инвариантная связность, определяемая равенством Λ |m = 0, называется канонической
связностью (относительно разложения ḡ = g + m), ее также называют канонической связ-
ностью второго рода. Каждое редуктивное однородное пространство допускает единствен-
ную инвариантную аффинную связность без кручения, имеющую те же геодезические, что
и каноническая: Λm(x)y = 1/2[x, y]m, x, y ∈ m. Такая связность называется естественной
связностью без кручения, ее также называют канонической связностью первого рода.

Найдены трехмерные редуктивные и симметрические однородные пространства (а так-
же трехмерные изотропно-точные однородные пространства, не являющиеся редуктивными),
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получены все инвариантные аффинные связности на каждом таком пространстве, опреде-
лено, при каких условиях связность является эквиаффинной, выделены канонические связ-
ности и естественные связности без кручения, описаны также тензоры кривизны, кручения,
алгебры голономии, тензоры Риччи.
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Все рассматриваемые группы конечны. Примарной называют группу, порядок которой
есть степень некоторого простого числа. Пермутизатором [1, p. 26] подгруппы H в группе G
называется подгруппа PG(H), порожденная всеми теми циклическими подгруппами груп-
пы G, каждая из которых перестановочна с H. Понятно, что пермутизатор подгруппы H
содержит ее нормализатор.

Следуя [2], подгруппу H группы G будем называть
(1) пермутируемой в G, если PG(H) = G;
(2) сильно пермутируемой в G, если PU (H) = U для любой подгруппы U из G такой, что

H ≤ U ≤ G.
Следуя [3], подгруппаH группы G будем называть P-субнормальной в G, если существует

цепочка подгрупп
H = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hn = G,

такая, что |Hi : Hi−1| ∈ P ∪ {1} для любого i. Здесь P — множество всех простых чисел.
В разрешимой группе P-субнормальная холлова подгруппа сильно пермутируема [2]. На-

ми доказано обратное утверждение. Таким образом, справедлива

Теорема. Пусть G — разрешимая группа, H — холлова подгруппа. Тогда и только тогда
H P-субнормальна в G, когда H сильно пермутируема в G.

Следствие. Пусть G — группа. Тогда следующие утверждения эквивалентны.
(1) В группе G каждая холлова подгруппа пермутируема или P-субнормальна.
(2) В группе G каждая холлова подгруппа сильно пермутируема или P-субнормальна.
(3) Группа G сверхразрешима.

В силу теоремы для каждой холловой подгруппы разрешимой группы ее P-субнормаль-
ность эквивалентна сильной пермутируемости. Однако для неразрешимых подгрупп данное
утверждение не всегда верно. Например, в L2(9) силовская 2-подгруппа сильно пермутиру-
ема, но не P-субнормальна.




