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Исследованы аналитические свойства решений трех семейств трехмерных автономных консерва-
тивных систем с двумя или четырьмя квадратичными нелинейностями. Консервативные системы
первого семейства имеют две квадратичные нелинейности и две линейные компоненты. Системы
второго семейства – консервативные системы, имеющие две квадратичные нелинейности, одну ли-
нейную компоненту и один постоянный член. К системам третьего семейства относятся консерва-
тивные системы с четырьмя квадратичными нелинейностями. Для анализа решений рассматривае-
мых систем использован тест Пенлеве, а также сведение систем к эквивалентным им уравнениям
второго или третьего порядков и сравнение последних с известными нелинейными уравнениями Р-
типа. Выделены три системы, общие решения которых обладают свойством Пенлеве. Решения од-
ной из указанных систем выражаются через элементарные функции, а двух других – через функ-
ции-решения первого или второго уравнений Пенлеве. Показано, что среди систем, не являющихся
системами Пенлеве-типа, имеются такие, одна из компонент которых вообще не имеет подвижных
особых точек. Для каждой из систем третьего семейства построены точные однопараметрические
семейства решений. Кроме того, показано наличие у одной из систем третьего семейства двухпара-
метрического семейства мероморфных решений. Общим (с качественной точки зрения) для данных
систем (за исключением одной) является отсутствие в них хаоса.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] исследованы аналитические свой-

ства решений четырех семейств трехмерных авто-
номных консервативных систем с одной или тре-
мя квадратичными нелинейностями. Указанные
системы принадлежат [2] к классу из семи се-
мейств консервативных систем с общим числом
членов в правых частях равным 4.

Настоящая статья является продолжением ра-
боты [1]. В ней исследуются аналитические свой-
ства решений остальных трех семейств трехмер-
ных автономных консервативных систем с двумя
или четырьмя квадратичными нелинейностями.

Напомним, что система дифференциальных
уравнений (или уравнение) является системой
(уравнением) Пенлеве-типа, если подвижными
(зависящими от начальных условий) ее (его) ре-
шения могут быть только полюсы [3]. В данном
случае говорят, что система (уравнение) является
системой (уравнением) Р-типа или обладает Р-

свойством решений. Для анализа решений, рас-
сматриваемых в данной статье систем, будем ис-
пользовать тест Пенлеве [4, 5], а также сведение
систем к эквивалентным им уравнениям второго
или третьего порядков и сравнение последних с
известными нелинейными уравнениями Р-типа
[6, 7].

2. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ 
С ДВУМЯ КВАДРАТИЧНЫМИ 

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ И ДВУМЯ 
ЛИНЕЙНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ
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В системах (1)–(15)  – неизвестные

функции независимой переменной ;  Всю-
ду ниже будем считать переменную  комплекс-
ной.

В работе [2] доказано, что каждая из систем (1)–
(14) не имеет хаотического поведения.

Теорема 1. Ни одна из систем (1)–(3), (5–15) не
является системой Р-типа. Вместе с тем, компо-
нента  систем (5), (14) вообще не имеет подвиж-
ных особых точек.

Доказательство. Системы (1)–(3) эквивалент-
ны уравнениям третьего порядка

, (16)

(17)

(18)
соответственно. Уравнения (16)–(18) не входят в
список [7] уравнений, общие решения которых
свободны от подвижных критических особых
точек.

Из второго уравнения системы (5)  где
 – произвольная постоянная. Уравнение, опре-

деляющее функцию , имеет вид  и не
входит в список [6] уравнений второго порядка,
являющихся уравнениями Р-типа.

Системы (6), (7) эквивалентны уравнениям
третьего порядка

, (19)

, (20)
соответственно. Каждое из данных уравнений не
входит в список [7] уравнений, общие решения
которых обладают свойством Пенлеве.
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Из второго уравнения системы (14) .
Тогда для определения функции  имеем урав-
нение

(21)
Уравнение (21) не принадлежит к классу [6]

уравнений второго порядка, являющихся уравне-
ниями Р-типа.

Система (15) эквивалентна уравнению

(22)
которое на основании [7] не является уравнением
Р-типа.

Что касается систем (8)–(13), то ни одна из них
не проходит первый шаг теста Пенлеве. А имен-
но, применение первого шага теста показывает
наличие хотя бы у одной из компонент решения
подвижных критических особых точек. Теорема
доказана. Нетрудно проверить, что системы (8)–
(13) эквивалентны уравнениям третьего порядка
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, (27)

(28)
соответственно.

Теорема 2. Система (4) является системой Пе-
нлеве-типа.

Доказательство. Из второго уравнения систе-
мы (4)  – произвольная посто-
янная. Уравнение для определения функции 
имеет вид

(29)

Преобразованием

(30)

уравнение (29) сводится к уравнению Бесселя

(31)

общее решение которого имеет вид [8]
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где  – произвольные постоянные.
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Из (32) с учетом (30) следует, что , а также
 – однозначные функции, не имеющие по-

движных особых точек. Теорема доказана.
Относительно решений систем (3), (15) спра-

ведлива Лемма. Система (3) преобразованием
(33)

сводится к системе (15).
Применение к системе (15) теста Пенлеве пока-
зывает, что компонента  имеет разложение

(34)

где  – произвольная постоянная. Не-
смотря на то, что корни резонансного уравнения

 третья произвольная посто-
янная отсутствует в разложении (34).

Отметим, что преобразование (33) не позволя-
ет сделать вывод о том, что система (15) (также,
как и система (3)) не имеет хаотического поведе-
ния.

3. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ С ДВУМЯ 
КВАДРАТИЧНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ, 

ЛИНЕЙНОЙ КОМПОНЕНТОЙ 
И ПОСТОЯННЫМ ЧЛЕНОМ

,  ,  . (35)

  . (36)

  . (37)

  . (38)

  . (39)

  . (40)

  . (41)

  . (42)

  . (43)

  . (44)

  . (45)

  . (46)

  . (47)

  . (48)

  . (49)

  . (50)

z
= �x z

= = = − = −v,    ,    ,   t iT x iu y z iw

z

= − + + τ − τ − τ + τ + τ + …
τ

2 3 4 50
0 0 5

6 9 33 ,
2 10 4
zz z z z

=0 518, z z

= − = =1 2 31,   1,   6,r r r

= +�

2x y yz =�y x =� 1z

= +�

2 2,x y z =� ,y x =� 1z

= +�

2 1 ,x y =� ,y xz =�z y

= ε +�

2  ,x y =�

2,y z =�z x

= +�  1 ,x yz =�

2,y x =�z x

= +� 1  ,x yz =�

2,y x =�z y

= +� 1  ,x yz =�

2,y z =�z x

= + ε�

2 1 ,x y =�

2,y x =�z x

= +�  1 ,x yz =� ,y xz = ε�z y

= +�

2 1 ,x z =�

2,y x =�z y

= + ε�

2  ,x z =� ,y xz =�z y

= +�  1 ,x y =� ,y xz =� 2z x

= +�  1 ,x y =� ,y xz =� 2z y

= +�  1 ,x y =�

2,y z =� 2z x

= +�  1 ,x y =�

2,y z =�z xy

= +�

2  ,x x y =� 1,y = −� 2z xz

  . (51)

  . (52)

  . (53)

  . (54)

  . (55)
Теорема 3. Системы (43), (50), (53) являются

системами Пенлеве-типа.
Доказательство. Действительно, система (43)

имеет первый интеграл  где  –

произвольная постоянная. Из первого уравнения
системы (42) следует, что . Тогда из второго
уравнения получаем . В силу этого из
первого интеграла получаем уравнение относи-
тельно :

(56)

Уравнение (56) преобразованием z = λw,
 где  приводится ко

второму уравнению Пенлеве [6]

при значении параметра 
Система (50) с учетом того, что  где

 – произвольная постоянная, сводится к системе

. (57)
Отметим, что первое уравнение системы (57) есть
уравнение Риккати и его общее решение не имеет
подвижных критических особых точек. Уравне-
ние, определяющее функцию  имеет вид

. (58)

Вводя в (58) подстановку  относи-
тельно  получим уравнение Риккати  –

. Функция  в качестве подвижной осо-
бенности имеет простой полюс с вычетом 2. А то-
гда функция  вообще не имеет подвижных осо-
бых точек.

Что касается системы (53), то она (с учетом то-
го, что , где  – произвольная постоян-
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Исключая неизвестную функцию  относи-
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Последнее уравнение (аналогично как уравне-
ние (56)) приводится к первому уравнению Пен-
леве. Теорема полностью доказана.

Теорема 4. Ни одна из систем (35)–(42), (44)–
(49), (51)–(52), (54)–(55) не является системой
Пенлеве-типа.

Доказательство. Система (35) эквивалентна
уравнению  (  – произвольная
постоянная), которое не входит в список [6] урав-
нений, общие решения которых не имеют по-
движных критических особых точек.

Система (36) эквивалентна уравнению
 общее решение которого со-

гласно [6] не свободно от подвижных критиче-
ских особых точек.

Система (37) не проходит первый шаг теста
Пенлеве. Она также эквивалентна уравнению

 которое не имеет полиноми-
нальных и целых трансцендентных решений [9].
В силу этого (37) не является системой Пенлеве-
типа. Для системы (38) не выполняется условие
первого шага теста Пенлеве. Кроме того, она эк-
вивалентна уравнению  Данное
уравнение не имеет полиномиальных и целых
трансцендентных решений, так как содержит
один доминантный член [9]. На основании этого
система (38) не является системой Пенлеве-типа.
Система (39) эквивалентна уравнению

 которое не имеет полиноми-
альных и целых трансцендентных решений (так
как содержит один доминантный член). Для нее
не выполняется условие первого шага теста Пен-
леве. Поэтому она не является системой Пенлеве-
типа.

Система (40) (с учетом наличия первого инте-

грала  где  – произвольная посто-

янная) эквивалентна уравнению второго поряд-
ка, которое не входит в список [6]. Таким обра-
зом, система (40) не является системой Пенлеве-
типа.

Для системы (41) не выполняется условие пер-
вого шага теста Пенлеве. Она эквивалентна урав-
нению  не имеющему полиноми-
нальных и целых трансцендентных решений.

Характерной особенностью системы (42) явля-
ется то, что ее первые два уравнения не содержат
неизвестную функцию  Компонента  допус-
кает представление в виде ряда Лорана

 Но тогда из третьего уравне-

ния системы сразу следует, что компонента  со-
держит логарифм. На основании этого делаем за-
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ключение, что система (42) не является системой
Пенлеве-типа.

Для системы (44) не выполняется условие пер-
вого шага теста Пенлеве. Она также эквивалентна
уравнению  которое не имеет по-
линомиальных (отличных от постоянной) и це-
лых трансцендентных решений.

Применение первого шага теста Пенлеве к си-
стемам (45)–(49) показывает наличие хотя бы у
одной из компонент решения подвижных крити-
ческих особых точек. Каждую из данных систем
можно заменить эквивалентным ей уравнением
третьего порядка, которые не имеют полиноми-
альных и целых трансцендентных решений.

Система (51) также не является системой Пен-
леве-типа, т.к. заменой  она
сводится к системе (46).

Система (52) эквивалентна уравнению
 где   – про-

извольная постоянная. Указанное уравнение не
входит в список [6] уравнений, являющихся урав-
нениями Р-типа. Следовательно, система (52) не
является системой Пенлеве-типа.

Система (54) эквивалентна неавтономной си-
стеме

(59)

где  – произвольная постоянная. Данная систе-
ма не является системой Пенлеве-типа, а именно,
число произвольных постоянных, входящих в ря-
ды Лорана, представляющих ее формальные ре-
шения, не равно порядку системы.

Замечание. Отсутствие у общего решения си-
стемы (59) свойства Пенлеве следует также из ре-
зультатов работы [10].

Система (55) (как и система (52)) эквивалентна
уравнению  которое не
входит в список [6] уравнений, являющихся урав-
нениями Р-типа. Следовательно, данная система
не является системой Пенлеве-типа. Теорема до-
казана.

4. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ 
С ЧЕТЫРЬМЯ КВАДРАТИЧНЫМИ 

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

,  , . (60)

  . (61)

  . (62)

  . (63)

  . (64)
  . (65)
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  (66)

  . (67)

  . (68)

  . (69)

  . (70)

Теорема 5. Ни одна из систем (60)–(70) не яв-
ляется системой Пенлеве-типа.

Доказательство. Для системы (60) не выпол-
няется второй шаг теста Пенлеве, а именно,
2 корня резонансного уравнения являются ком-
плексно-сопряженными с положительной действи-
тельной частью. Система имеет точное решение

Для системы (61) возможны два случая. В пер-
вом случае она не проходит второй шаг теста Пен-
леве, т.к. имеет два иррациональных положитель-
ных корня. Во втором случае система (61) допус-
кает решение, представимое в виде формальных
рядов Лорана, содержащих 2 (вместо трех) произ-
вольных постоянных. Отметим, что система (61)
имеет 2 семейства точных решений:

Система (62) обладает теми же свойствами, что
и система (61), т.к. преобразованием ,

,  сводится к (61).
Что касается системы (63), то для нее не вы-

полняется условие второго шага теста Пенлеве:
2 корня резонансного уравнения комплексно-со-
пряженные с положительной действительной ча-
стью. Система (63) имеет точное решение

Система (64) не нуждается в исследовании,
т.к. преобразованием  она
сводится к (63).

Что касается системы (65), то она имеет пер-

вый интеграл  где  – произвольная

постоянная. В результате система (65) редуциру-
ется к системе второго порядка

= − +�   2 ,x xy yz =�

2,y y =� 2z x

= +�

2,x xy z = ε�

2,y x = −�y yz

= +�

2,x xy z =� ,y xz = −�y xz

= − +�

22 ,x xy z =�

2,y y =� 2z x

= − +�

22 ,x xy z =�

2,y y =�z xy

= = =
τ τ τ

ε−= =

0 0

2 2
0 0

1 , , ,
2

3, .
4

y zx y z

z y y

−= = =
τ τ τ
= = − =

τ

1 1 3, , ,   
2 4

1, 0.

x y z

x y z

→y z
→z y →x x

= = = −
τ τ τ

=
2

30 0
0

1 , ,  , 3.
2

z zx y z z

→ → →,   ,  y z z y x x

= − + 1 ,
2

Czx
z 1C

 = ε − = − 
 

� �

1 ,  ,
2

C zy z z yz
z

которая эквивалентна уравнению

(71)

имеющему первый интеграл [8]

(72)

где  – произвольная постоянная.
Если  то уравнение (72) не является

уравнением Р-типа. Если  то оно интегри-
руется в эллиптических функциях. Таким образом:

1. Система (65) не является системой Пенлеве-
типа.

2. Система (65) имеет двухпараметрическое се-
мейство мероморфных решений, порождаемых

решением уравнения  интегрируе-

мого в эллиптических функциях.

Система (65) имеет точное решение ,

Система (66) не является системой Пенлеве-
типа, т.к. она эквивалентна (с учетом того, что

) уравнению  которое не содер-

жится в списке уравнений [6], являющихся урав-
нениями Р-типа. Система (66) также имеет точ-

ное решение 

Для системы (67) (также, как и для системы (61))
возможны 2 случая. В первом случае она не про-
ходит второй шаг теста Пенлеве, т.к. имеет 2 ком-
плексно-сопряженных корня с положительной
действительной частью. Во втором случае систе-
ма (5.8) допускает решение, представимое в виде
формальных рядов Лорана, содержащих 2 (вместо
трех) произвольных постоянных.

Система (67) имеет точное решение ,

Система (68) не является системой Пенлеве-
типа, так как она эквивалентна уравнению

 общее решение которого не свободно
от подвижных критических особых точек [7]. Си-

стема (68) также имеет точное решение 

Система (69) (с учетом того, что ) реду-

цируется к системе
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ЦЕГЕЛЬНИК

которая не является системой Пенлеве-типа, т.к.
корни резонансного уравнения иррациональны.
Система (69) имеет точное решение

Что касается системы (70) то она (с учетом то-

го, что ) эквивалентна уравнению

 не принадлежащему согласно [6] к
уравнениям Р-типа. Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследованы аналитические свойства

решений трех семейств трехмерных автономных
консервативных систем с двумя или четырьмя
квадратичными нелинейностями. Общее число
членов в правых частях каждой из указанных си-
стем равно 4. Для анализа решений использован
тест Пенлеве, а также замена систем эквивалент-
ными им уравнениями второго или третьего по-
рядков и сравнение последних с известными не-
линейными уравнениями Пенлеве-типа. Выделе-
ны 3 системы, общие решения которых обладают
свойством Пенлеве. Решения одной из указанных
систем выражаются через элементарные функ-
ции, а двух других – через функции-решения
первого или второго уравнений Пенлеве. Показа-
но, что среди систем, не являющихся системами
Пенлеве-типа, имеются такие, одна из компо-
нент которых вообще не имеет подвижных осо-
бых точек.
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Abstract—The analytical properties of solutions of three families of three-dimensional autonomous conser-
vative systems with two or four quadratic nonlinearities are studied. The conservative systems of the first fam-
ily have two quadratic nonlinearities and two linear components. The conservative systems of the second fam-
ily have two quadratic nonlinearities, one linear component, and one constant term. The conservative sys-
tems of the third family have four quadratic nonlinearities. To analyze the solutions of the systems under
consideration, the Painlevé test, the reduction of the systems to second- or third-order equations equivalent
to them, and the comparison of the latter with the known nonlinear P-type equations are used. Three systems
whose general solutions have the Painlevé property are separated. The solutions of one of these systems are
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expressed in terms of elementary functions, and the other two are expressed in terms of solutions of the first
or second Painlevé equation. It is shown that there are some non-Painlevé -type systems, one of the compo-
nents of which does not have any moving singular points. For each of the systems of the third family, exact
one-parameter families of solutions are constructed. In addition, it is shown that one of the systems of the
third family has a two-parameter family of meromorphic solutions. A common qualitative property of these
systems, except for one, is the absence of chaos in them.

Keywords: conservative system, non-chaotic behavior, Painlevé test, P-property, Painlevé equations
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