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Получены новые аналитические представления для усеченных спектральных характеристик  
четырехточечной функции когерентности лазерного пучка излучения, распространяющегося в тур-
булентной среде. Эти представления верны для любого уровня флуктуаций показателя преломления 
воздуха. Для двух частных случаев они переходят в точные соотношения, выведенные ранее c ис-
пользованием интегро-функционального уравнения для усеченной спектральной характеристики  
четырехточечной функции когерентности. Предложена конструктивная процедура получения при-
ближенных аналитических выражений для самой четырехточечной функции когерентности лазер-
ного пучка излучения, распространяющего в турбулентной среде. 

Ключевые слова: интегро-функциональное уравнение, турбулентная среда, флуктуации, четы-
рехточечная функция когерентности, усеченные спектральные характеристики, виртуальные пара-
метры инвариантного погружения, биективные связи, аналитическое представление, лазерный пучок. 

 
New analytical representations for the truncated spectral characteristics of the four-point coherence 

function of a laser beam propagating in a turbulent medium are obtained. These representations are valid 
for any level of fluctuations of the refractive index in air. For two particular cases they turn into exact ana-
lytical representations previously derived by the authors with using of an integro-functional equation for 
truncated spectral characteristic of the four-point coherence function. A constructive procedure for obtain-
ing approximate analytical expressions of the four-point coherence function of a laser beam propagating in 
a turbulent medium is proposed. 

Keywords: integro-functional equation, turbulent medium, fluctuations, four-point coherence func-
tion, truncated spectral characteristics, virtual parameters of invariant embedding, bijective connections, 
analytical representations, laser beam. 

 
Введение. Для решения целого ряда научных и научно-технических проблем передачи инфор-

мации в открытых оптических системах связи, локации, геофизики, астрономии, акустики и диагно-
стики биологических объектов необходимо установить закономерности процесса распространения 
волн (в частности, электромагнитных и акустических) в стохастических средах, свойства которых 
изменяются случайным образом в пределах пространственных масштабов, значительно меньших по 
сравнению с общей длиной распространения этих волн в них. Ситуация такого рода имеет место, 
например, при распространении лазерного излучения в турбулентной атмосфере Земли. Теоретиче-
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ское исследование процесса распространения электромагнитных волн в такой атмосфере можно све-
сти к решению трех задач: моделирование стохастических процессов, описывающих изменение ло-
кальных физических, в частности оптических, характеристик самой атмосферы; вывод (в рамках не-
которых физико-математических гипотез и допущений) уравнений для тех характеристик волновых 
полей в турбулентной атмосфере, которые можно найти с использованием экспериментальных мето-
дов; разработка точных, асимптотических, приближенных аналитических или численных методов 
решения данных уравнений. Эти три задачи общей проблемы изучения процесса распространения 
электромагнитного излучения в турбулентной атмосфере Земли, несмотря на более чем полувековую 
историю исследований, решены частично в силу своей сложности или неполной адекватности ис-
пользуемых методов их решения.  

Первые фундаментальные исследования по решению первой задачи выполнены в работах [1—3]. 
Однако до настоящего времени проводятся уточнения классических моделей, описывающих локаль-
ные характеристики турбулентной атмосферы на приземных трассах и в ионосфере (см., например, 
[4, 5] и ссылки там). Поскольку локальные свойства турбулентной атмосферы изменяются случай-
ным образом, при решении второй задачи, строго говоря, изначально приходится сталкиваться с 
необходимостью решения краевых задач для стохастических волновых уравнений или для их след-
ствий, каковыми, в частности, являются стохастические уравнения Гельмгольца. Однако даже фор-
мальные строгие решения скалярных стохастических уравнений (волнового, Гельмгольца и даже су-
щественно более простых) до сих пор не получены. Сведения об общих математических свойствах 
стохастических дифференциальных уравнений и сложностях получения их явных строгих решений 
изложены, например, в [6—10]. В связи с наличием такого рода трудностей при решении проблемы 
распространения электромагнитного (лазерного) излучения на достаточно большие расстояния для 
случая мелкомасштабных флуктуаций в турбулентной атмосфере с учетом незначительного обратно-
го рассеяния при переходе от соответствующих стохастических дифференциальных уравнений к ди-
намическим дифференциальным уравнениям для различных статистических моментов волновых по-
лей применялись различные методы [10, 11]. Эти методы позволили получить замкнутые динамиче-
ские дифференциальные уравнения для статистических моментов любого порядка. С учетом наличия 
экспериментальных методов [12] нахождения статистических моментов предпринимались попытки 
решения краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных, которым они 
удовлетворяют. Получение решений данных задач относится к третьей составляющей вышеуказан-
ной проблемы. В ряде работ (см., например, [13—15] и ссылки там) получены решения соответству-
ющих краевых задач для статистических моментов первого и второго порядков. Однако для нахож-
дения отношений типа сигнал/шум необходимо найти момент четвертого порядка, т. е. фактически 
отыскать четырехточечную функцию когерентности Г22(…) [3]. К сожалению, для отыскания функ-
ции Г22(…), которая, вообще говоря, для случая ограниченных лазерных пучков излучения является 
функцией девяти скалярных переменных, не удалось предложить достаточно обоснованных матема-
тических методов и алгоритмов. В частности, в работах [15—20] при нахождении данной функции 
использовались только приближенные и численные методы. Исключением является работа [21], в ко-
торой выведено новое интегро-функциональное уравнение для четырехмерного образа по Фурье  
(он имеет смысл усеченной спектральной характеристики) от четырехточечной функции когерентно-
сти Г22(…) лазерного пучка излучения в турбулентной атмосфере. Данное уравнение получено на ос-
нове ряда эвристических процедур метода редукции общих соотношений инвариантности (GIRRM), 
который является одним из общих и эффективных методов решения многомерных задач теории пе-
реноса излучения, оптики рассеивающих сред и математической физики (см., например, [21—30] и 
ссылки там). Посредством анализа структуры этого уравнения в [21] впервые найдены в явной форме 
точные аналитические представления для семейства интегральных характеристик функции Г22(…). 

В настоящей работе показано, что интегро-функциональное уравнение (13) из работы [21] можно 
также эффективно использовать для получения различных аналитических представлений как для 
усеченных спектральных характеристик функции Г22(…), так и для самой функции. 

Постановка задачи. Рассмотрим замкнутое полупространство [V], на границе S которого распо-
ложена плоскость OXY прямоугольной декартовой правой системы координат OXYZ. Ось Ƶ направим 
внутрь полупространства [V]. Пусть [V] заполнено случайно неоднородной средой, свойства которой 
идентичны свойствам некоторой прозрачной части турбулентной атмосферы Земли. На любой плос-
кости z = const (const ≥ 0) возьмем четыре точки M1, M2, M3, M4, положения которых определяются 
радиусами-векторами r1 = (11,12,z), r2 = (21,22,z), r1 = (11,12,z), r2 = (21,22,z); далее использу-
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ем обозначения: 1 = (11,12), 2 = (21,22), 1 = (11,12), 2 = (21,22). Предположим, что полу-
бесконечная среда облучается монохроматическим линейно поляризованным пучком излучения, 
проекции напряженности электрического поля которого на оси X и Y могут быть записаны в виде  
ei(t – kz)U(; z), где i — мнимая единица; k = 2/ — волновое число; λ — длина волны излучения;  
 — круговая частота излучения; U(;z) — комплексная амплитуда, которая является случайной 
функцией и незначительно изменяется на расстояниях порядка длины волны излучения;  = (1,2) — 
двумерный вектор, параллельный плоскости OXY. Считаем, что мощность пучка — конечная вели-
чина, и он является почти финитным (фактически ограниченным в любом его поперечном сечении), 
отношение /a удовлетворяет неравенству /a  1 (a — точная верхняя грань множества длин хорд, 
соединяющих любые две точки границы поперечного сечения такого пучка лазерного излучения, 
равная удвоенному эффективному радиусу этого сечения). Полагаем также, что центр поперечного 
сечения исходного пучка лазерного излучения лежит на оси Ƶ и комплексная амплитуда пучка для 
любых конечных z[0,+) допускает оценку U(;z) = O[exp(–w0)] при + (w0 — некоторое по-
ложительное конечное число, имеющее размерность [L–1], обратную размерности длины [L]). Кроме 
того, считаем, что объем известной информации о когерентных свойствах пучка излучения достато-
чен для задания четырехточечной функции когерентности Г22(1,2,1,2;z) [31, 32] на плоскости 
z = 0 в системе OXYZ: 

         * *
22 1 2 1 2 1 2 1 2Γ , , , ; ; ; ; ; .z U z U z U z U z    ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ         (1) 

Здесь … означает операцию усреднения по ансамблю реализаций; * — символ операции комплекс-
ного сопряжения; U(1;z), U(2;z), U(1

;z), U(2;z) имеют смысл комплексных амплитуд волнового 
поля на плоскости, задаваемой аппликатой z и параллельной плоскости OXY, в точках M1, M2, M3, M4 
соответственно. 

В исходное дифференциальное уравнение в частных производных, решением которого является 
функция Г22(1,2,1,2;z) (см., например, [21, 31—33]), входят вторые частные производные по всем 
переменным 11, 12, 21, 22, 11, 12, 21, 22 и частная производная первого порядка по переменной z. 
Пусть функция Г22(1,2,1,2;0), описывающая свойства исходного пучка лазерного излучения на 
плоскости OXY и задающая одно из граничных условий для искомой функции Г22(1,2,1,2;z), име-
ет непрерывные частные производные до n-го порядка (n  2) включительно по всем переменным 11, 
12, 21, 22, 11, 12, 21, 22. Тогда естественно искать решение краевой задачи для исходного диф-
ференциального уравнения для функции Г22(1,2,1,2;z) в классе функций, которые имеют непре-
рывную производную по переменной z (z[0, +)), непрерывные частные производные до n-го по-
рядка включительно по всем переменным 11, 12, …, 21, 22. При этом в качестве второго краевого 
условия для функции Г22(1,2,1,2;z) берем оценку Г22(1,2,1,2;z) = O(exp(–w0(1+2+1+ 2)), 
когда хотя бы одна из величин 1, 2, 1, 2 стремится к + (указанные выше пучки автоматиче-
ски удовлетворяют этому условию). В рамках сделанных допущений получены аналитические пред-
ставления для усеченных спектральных характеристик функции Г22(…) и самой функции.  

Аналитические представления. Интегро-функциональное уравнение (13) из [21] имеет вид: 
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Функция Ф(q;z) = constФ(q;z), где функция Ф(q;z) имеет смысл спектральной плотности 
флуктуаций диэлектрической проницаемости  воздуха, которая с учетом соотношения n =  непо-
средственно связана с плотностью флуктуаций показателя преломления n (const есть положительное 
число, которое определяется выбором форм записи прямого и обратного преобразований Фурье). 
Выражения типа (al) в (4)—(6) обозначают скалярное произведение векторов a и l. Функция Ф(q;z) 
удовлетворяет равенству Ф(q;z) = Ф(–q;z), которое автоматически выполняется, когда 
Ф(q;z) = Ф(q;z). Отметим, что величина z и компоненты двумерных вещественных векторов 1, 
2, u, p, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1ω , 2ω , , , , ,  имеют размерность длины [L], а компоненты век-

торов , , q — размерность [L–1]. 
В (2), (5) и (6) величина  и компоненты 1, 2 вектора  являются произвольными веществен-

ными числами, от которых решение уравнения (2) не зависит. Однако от данных “виртуальных” па-
раметров инвариантного погружения зависят значения членов, входящих в правую часть интегро-
функционального уравнения (2). Эти параметры при отыскании приближенных или асимптотических 
аналитических решений данного уравнения следует брать такими, чтобы в (2) модуль комплексно-
значной функции ( , , , ; / 2; , )g kz σ θ ζ γ α  принимал значения, существенно меньшие по сравнению 

с модулем данной функции, когда параметры ,  не используются, т. е.  = 0 и  = 0 = (0,0). 
Положим  = 1 и  = 0 в (2). Тогда с учетом (3), четности косинуса, равенства Ф(q;z) =  

= Ф(–q;z) и в силу существования равномерно ограниченных и непрерывных частных производных 

первого и второго порядков от комплексно-значной функции 22 ( , , , ; / 2)kz  σ θ ζ η γ   по веществен-

ным переменным (1, 2) уравнение (2) можно преобразовать к виду 

           1222 1 2 1 2 1 22 2 1Г , , , ; / 2 exp , , , ; ;1 , ,  , ,  ; 0 ,  , , ; ,kz f z B z   ω ω ζ γ ω ω ζ γ 0 ω ω ζ γ ω ω ζ γ           (7) 
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Здесь        1 2;   z z z z        σ ω γ ζ θ ω γ ζ    ;  1 2η ,η c   η η  (безразмерный параметр 

с(0,1)); 2 (...)d η
 — дифференциал второго порядка от комплексно-значной функции 

 22 , , , ; / 2kz  σ θ ζ η γ  по переменным  1 2,    в некоторой “точке”  = (c1, c2). Данный диффе-

ренциал с учетом определений функций 22 22(...), (...)   и биективных связей между различными ве-

личинами (см. формулы (3) и (4)) можно выразить через четырехточечную функцию когерентности 
Г22(…): 
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        (9) 

где 1 1 1
1 1 2 2 3 1 22 ( ( )( )), 2 ( )( ), 2 ( ( )z z z z z z                     Λ x ω ω y γ ζ Λ x γ ζ Λ x y ω ω     

1
4 2( )), 2 ( )( )z z       γ ζ Λ x ω γ ζ  . 

Модуль функции g(…) в уравнении (2), когда  = 1 и  = 0, равен модулю двукратного интеграла 
по переменным 1, 2 в формуле (8), в которой дифференциал второго порядка представлен в виде 
(9). Поэтому значение данного модуля в существенной мере зависит от функционального вида спек-

тральной плотности  2 ; / 2kz
  η   и величин, стоящих в квадратных скобках в (8). Опишем кратко 

ряд условий, при выполнении которых модуль функции g(,,,;kz/2;1,0) обращается в нуль или 
может принимать достаточно малые значения по сравнению со случаем  = 0,  = 0. Во-первых, в 
уравнениях (2), (7) вторые слагаемые в правых частях обращаются в нуль при выполнении любых 
непротиворечивых условий: 

 –  = ( + ).              (10) 

Применительно к уравнению (7) условия (10) соответствуют ситуациям 2 = 0,  = , 1 — произ-
вольный двумерный вектор; 1 = 0,  = –, 2 — произвольный двумерный вектор. При выполнении 

любого из этих условий функция 122 2( , , , ; )z ω ω ζ γ  равна первому члену в правой части (7). Условия 

такого рода использованы [21] для получения точных аналитических представлений для интеграль-
ных характеристик четырехточечной функции когерентности. Во-вторых, для конечных значений z  
первые члены в правых частях уравнений (2), (7) являются главными членами асимптотик для функ-

ции 22 (...)  (через нее непосредственно выражаются усеченные спектральные характеристики функ-

ций 22 (...) , Г22(…)) для случаев: 1) 1 — произвольный вектор, 2  0,  –   0; 2) 2 — произ-

вольный вектор, 1  0,  +   0. В-третьих, в силу фактической поперечной ограниченности мо-
дельных и реальных лазерных пучков [34, 35] и наличия множителя 2–1(  y)2 в двукратном интегра-
ле по переменным (y1, y2) в (9) и достаточно быстрого убывания неотрицательной вещественной 

функции  2 ; / 2kz  η   при возрастании  (см., например, [4, 10, 32]) может происходить суще-

ственное уменьшение модуля второго члена в правой части (7) по сравнению с ситуацией, когда 
в уравнении (2) вовсе не используются “виртуальные” параметры погружения  и , т. е. когда в (2) 
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эти параметры заменены на нуль и нулевой вектор. Для указанных выше пучков интегрирование в 
правой части (9), по сути, должно выполняться только по части четырехмерного евклидова простран-

ства 4, если хотя бы один из модулей 1, 2, 3, 4, 1
 – 2, 1 – 3, 1 – 4, 2 – 3, 2 – 4,  

3 – 4 для заданного набора (1,2, ( )z z  ,,) больше a. Если выполнено хотя бы одно из нера-

венств 1 – 3  a, 2 – 4  a, то правая часть (9) практически равна нулю, так как верно прибли-
женное равенство Г22(…)  0. Например, для случаев, когда 1 = 0, 2 = 0,  = 0,  — произвольный 
двумерный вектор, или 1 = 0, 2 = 0,  = 0,  — произвольный двумерный вектор, модуль y удовле-
творяет неравенству y  2a. При наличии ограничений подобного типа на модуль y величина B1(…) 
в правой части (7) может принимать по модулю значения, существенно меньшие модуля второго сла-
гаемого в правой части (2), когда  = 0 и  = 0. Это подтверждает, что величина B1(…) в уравнении 
(7) может быть поправочным слагаемым к первому члену в его правой части, а само (7) можно ис-

пользовать для получения различных аналитических представлений функций 
22 (...) , 22 (...) , 

22 (...) . Для обоснования данного утверждения выполнено сравнение модулей второго слагаемого в 

уравнении (2) для случаев  = 1,  = 0 и  = 0,  = 0. В качестве модельного пучка использован кол-
лимированный гауссов пучок с радиусом когерентности, равным бесконечности, с нормально рас-
пределенным случайным полем и заданной корреляционной функцией Г11(…). Функция Г22(…) на 
плоскости, заданной уравнением z = 0, представлена в виде [17, 19]: 

         22 1 2 1 2 11 1 1 11 2 2 11 1 2 11 2 1Γ , , , ;0 Γ , ;0 Γ , ;0 Γ , ;0 Γ , ;0      ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ .        (11) 

Выбор такого модельного пучка обусловлен рядом причин: 1) относительной простотой анали-
тического представления функции Г22(1,2,1,2;0) для него; 2) в рамках квадратичного приближе-
ния структурной функции показателя преломления функция Г22(…) сохраняет свой функциональный 
вид для произвольных значений z; 3) возможностью реализации значительной части преобразований 
и оценок кратных интегралов, входящих в (2), (7)—(9), аналитически. Для иллюстрации эффективно-
сти сделанного выбора “виртуальных” параметров в (8) выполнены оценки модуля отношения 
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B z
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ω ω ζ γ 0

ω ω ζ γ 0




 для модифицированного спектра Кармана [4] в случае  = 0. На рис. 1 пред-

ставлены  зависимости модулей отношений β от эффективного радиуса поперечного сечения гауссо-
ва пучка b для различных значений с. При этом предполагалось выполнение условий: L0 = 24lk;  
1 – 2 = 2lk; 1 + 2 – 2 z  = 2.449lk; b = a/2 = 0.05lk÷0.6lk, l0 = 0.04lk; l0, L0 и lk — внутренний, внеш-
ний и поперечный масштабы турбулентности соответственно [12]; lk полагалось 0.08 м. 
 

 

Рис. 1. Зависимость модуля  от эффективного радиуса пучка b, с = 1 (1), 0.5 (2) и 0.2 (3) 
 

Из рис. 1 видно, что для выбранных “виртуальных” параметров ,  и используемых ограничен-
ных лазерных пучков [12, 34, 35] существует непустое множество реализуемых величин L0, l0, 1, 2, 
a, z , , в рамках которого отношение β по модулю почти на порядок и более меньше единицы. С уче-

1 

                  2 
 
 

                   3 

           0.1     0.2     0.3    0.4     0.5      0.6    b 


0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0



РОГОВЦОВ Н. Н., АНИСИМОВ В. Я. 
 

878 

том этих фактов и принятых выше допущений относительно исходных моделей лазерных пучков 
из (2) и (7) получаем аналитические представления для усеченной спектральной характеристики функ-

ции 22 1 2Γ ( , , , ; ) :z ω ω u p  

          22 1 2 22;0 1 2 1 2 22 1 2, , , ; , , , ; exp , , , ; ;1, Г , , , ;0 ;     z z f z     ω ω ζ γ ω ω ζ γ ω ω ζ γ 0 ω ω ζ γ    (12) 

     
       

    

   

22 1 2 22;1 1 2 22;0 1 2

3
1 2 1 2

0

1 2

1 2 1 2

Г , , , ; , , , ; , , , ;

2 exp , , , ; ;1, , , , ; ;0      

Φ 2 ; / 2 cos 2( )     

cos ( 2( ) exp , ,

z

z z z

k f z f z dz

kz z z

z z f

  







 

     

      

      

 





 

ω ω ζ γ ω ω ζ γ ω ω ζ γ

ω ω ζ γ 0 ω ω ζ γ

η η ω ω ζ

η ω ω γ ω ω ζ η


  

  





   
         22 1 2 1 2 22 1 2 1 2

, ; ;1,   

, , , ;0 exp , , , ; ;1, , , , ;0 η η .

z

f z d d 

  
   


γ 0

ω ω ζ η γ ω ω ζ γ 0 ω ω ζ γ





     (13) 

При выполнении любого из условий (10) знак  в (11) и (12) можно заменить на знак равенства. 
Отметим, что аргументы экспонент в (11), (12) неположительные, поскольку имеют место равенства: 
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где 1 1 ( )( )z z    ω ω γ ζ  , 2 2 ( )( )z z   ×ω ω γ ζ  . Формулы (14) получены элементарными пре-

образованиями функции 1 2( , , , ; ;1, )f hω ω ζ γ 0  , в которой аргумент h равен z  или z ( z [0, z ]). 

Соотношения (11)—(14) можно использовать для нахождения ряда аналитических представле-
ний для усеченных спектральных характеристик функций Г22(…), а также самой функции. Для иллю-
страции утверждения запишем простейшие аналитические представления такого рода, которые в 
рамках описанных допущений получены на основе (11). В частности, имеют место аналитические 
представления: 
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a и b — произвольные двумерные векторы, каждая компонента которых имеет размерность [L]; 
m = (m1, m2), n = (n1, n2); величина A1 задается правой частью выражения (16), в котором векторы 
 +  и  –  заменены на векторы n и m. 

Заключение. Аналитические представления (11)—(16) обобщают и конкретизируют результаты, 
полученные в [21], и позволяют в явной (точной или приближенной) аналитической форме находить 
важные величины, описывающие статистические характеристики ограниченных пучков лазерного 
излучения, распространяющихся в турбулентной атмосфере Земли. В частности, на основе получен-
ных аналитических представлений можно найти усеченные спектральные характеристики четырех-
точечной функции когерентности, ее саму и индекс мерцаний [10] для конкретных типов модельных 
пучков. Эвристические идеи метода редукции общих соотношений инвариантности [25, 27, 29], ис-
пользованные в [21] при выводе уравнения (2), позволяют получать различные аналоги данного 
уравнения на основе иных разбиений и представлений слагаемых, входящих в дифференциальное 
уравнение в частных производных второго порядка для четырехточечной функции когерентности. 
Это расширяет возможности поиска более точных аналитических представлений для усеченных 
спектральных характеристик четырехточечной функции когерентности и ее самой. Предлагаемый 
подход допускает обобщение на случай статистических моментов любого порядка и позволяет полу-
чать точные и приближенные аналитические представления для них.  
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