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Аннотация. В настоящей работе рассматриваются возможные аппроксимации пропускной способности 
систем с множеством передающих и приемных антенн при наличии рэлеевских замираний в канале связи. 
Эти аппроксимации позволяют решить проблему оптимизации размещения ресурсов в радиосетях и 
других системах, используемых при обмене информацией, например, в системах контроля полета 
беспилотных летательных аппаратов. Предлагается аналитическая оценка точности определения 
пропускной способности при использовании предлагаемых аппроксимаций и демонстрируется точное 
совпадение с аналитическим определением пропускной способности. 
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Abstract. This paper introduces functional approximations to the MIMO capacity over flat Rayleigh 
fading channels, which allow for analytical solutions to network resource optimization problems. This 
approximation allows to solve the problem of resource allocation optimization in radio networks and in other 
systems used to transfer information. The precision of the suggested approximations is assessed and is shown to 
provide a very close match to the exact capacity expression. 
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Введение 

Характеристики пространственно-временного распространения сигналов, свойственные 
системам с множеством передающих и приемных антенн (в дальнейшем для краткости будем 
использовать англоязычное обозначение таких систем, т. е. MIMO – multiple-input multiple-out-
put), позволяют обеспечивать более высокую скорость передачи информации по сравнению с 
системой с одной передающей и одной приемной антеннами [1, 2]. Для неэргодических 
медленно изменяющихся замираний в каналах связи вероятность отказа поддерживать заданную 
скорость передачи данных значительно уменьшается, как это показано в [1], в то время как для 
эргодических быстро изменяющихся замираний в каналах связи пропускная способность может 
быть резко снижена [2]. Шагом вперед для поддержания заданной пропускной способности 
канала связи является использование соответствующим образом пространственно-временных 
методов кодирования, таких как пространственно-временное блочное кодирование [3], 
пространственно-временное решетчатое кодирование [4], или создание структуры системы на 
основе технологии BLAST (Bell Laboratories Layered Space-Time) [5]. Позднее была предложена 
MIMO технология [6–9]. В [10, 11] было показано, что пропускная способность канала связи при 
ортогональном пространственно-временном кодировании сигналов в случае наличия замираний 
в канале связи либо сохраняется, если число передающих антенн равно двум, либо даже 
уменьшается, если число передающих антенн больше двух, по сравнению с системой с одной 
передающей антенной. 

Теоретические предпосылки 

В настоящей работе мы предполагаем, что первичный пользователь передает 
информационный сигнал нескольким пространственно-распределенным узлам или вторичным 
пользователям, которые принимают информацию, декодируют данные, осуществляют 
пространственно-временное кодирование и ретранслируют эти данные, используя 
многоканальные методы передачи информации, которые опять получают распределенные узлы 
сенсорной радиосети или пользователи. Процедура пространственно-временного декодирования 
и последующего кодирования продолжается до тех пор, пока заинтересованный пользователь не 
получит запрашиваемую информацию [7]. Для обеспечения максимального значения пропускной 
способности ресурсы когнитивной радиосистемы с учетом предусмотренной полосы пропускания 
частот и заданной мощности передаваемого сигнала должны быть распределены оптимальным 
образом для каждого пользователя в зависимости от действующих ограничений для канала связи. 
Это требует решения многомерной проблемы оптимизации распределения ресурсов при заданных 
предельных условиях функционирования когнитивной радиосистемы.  

Метод множителей Лагранжа может использоваться для попытки решения такой 
оптимизационной задачи [10]. Однако эта и подобные меры оптимизации пропускной 
способности приводят, как это можно показать, к множеству нелинейных уравнений, которые 
решаются только методами численного интегрирования [8]. Это нежелательно, поскольку 
в большинстве случаев есть ограничение на вычислительную мощность в сетевых узлах 
когнитивной радиосистемы. Шаг вперед, с целью преодоления этой проблемы, был предложен 
в [8], где логарифмическое представление пропускной способности по Шеннону 

аппроксимируется в виде 2log (1 ) , 10x x x  дБ.  
Предлагаемая простая аппроксимация пропускной способности по Шеннону очень 

близка к оптимальному решению проблемы оптимизации когнитивной радиосистемы на основе 
конфигурации с одной передающей и одной приемной антеннами [8]. В настоящей работе 
предлагаются две аппроксимации пропускной способности по Шеннону для когнитивной 
радиосистемы с MIMO конфигурацией. Строго анализируются ошибки аппроксимации. Подобно 
конфигурации с одной передающей и приемной антеннами, предлагаемые аппроксимации 
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потенциально обеспечивают разработку протоколов точного распределения ресурсов 
когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией и распределенного множества сенсоров, что 
позволяет получить почти оптимальную пропускную способность каналов связи 
с минимальными вычислительными затратами и простой архитектурой вычислительного 
комплекса. Эти аппроксимации могут использоваться при разработке протоколов контроля и 
управления в среде передачи данных или канала связи для любого типа когнитивных 
радиосистем с MIMO конфигурацией и сенсорных сетей. Сложность при выводе конечных 
математических выражений для пропускной способности в когнитивных радиосистемах с MIMO 
конфигурацией стала толчком для разработки различных видов аппроксимаций [12–15]. Хотя все 
эти аппроксимации и обеспечивают более узкий диапазон определения значений пропускной 
способности в когнитивных радиосистемах с MIMO конфигурацией по сравнению 
с аппроксимациями, представленными в настоящей работе, любая форма оптимизации приводит 
к нелинейному множеству уравнений, которые можно решить только методами численного 
интегрирования. В настоящей работе уделяется особое внимание не только определению 
точности ошибки аппроксимации, но практической применимости этих аппроксимаций. 

Точное выражение пропускной способности для MIMO конфигурации 

Выражение для эргодической пропускной способности С с размерностью бит/сек/Гц 
когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией при наличии нормализованных гладких 
(медленных) рэлеевских замираний в канале связи при ограничении мощности передаваемых 
сигналов sP  было получено в [2] и может быть представлено в следующем виде: 

 ])()λ(1[logE 2λ nsT PPNmWC  , (1) 

где W – используемая ширина полосы частот; },min{ TR NNm  , RN – число приемных антенн; 

TN – число передающих антенн; nP – мощность помехи в канале связи; λ– случайные 

собственные значения комплексной матрицы размером TR NN  , определенные в [2]; }{Eλ  – 
математическое ожидание случайных собственных значений λ  комплексной матрицы 
коэффициентов, характеризующих канал связи с рэлеевскими замираниями, обладающих 
плотностью распределения вероятностей, 
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это интеграл от показательной функции. Заметим, что (3) отличается по форме от аналогичного 
выражения, полученного в [16], однако очевидно, что это один и тот же результат.  

Проблемы оптимизации пропускной способности обычно требуют оптимального 
распределения относительной ширины полосы частот Wα  и/или относительной мощности 
передаваемого сигнала sPβ , где β  – коэффициент затухания сигнала, обусловленный замираниями 
в канале связи когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией. Однако из-за наличия 
интеграла от показательной функции невозможно оптимизировать аналитически пропускную 
способность когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией. По этой причине мы 
рассматриваем и анализируем два вида аппроксимации. 

Аппроксимация пропускной способности вида x  для MIMO конфигурации 

Используя аппроксимацию вида xx  )1(log2 , (1) можно представить в виде 

}λ{Eλ Tns NmPPWC  . (7) 

Выражение (7) устраняет зависимость ширины полосы частот W и мощности сигнала sP  

от сложного члена }λ{Eλ TNm , обусловленного коэффициентом усиления пропускной 

способности когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией. В этом случае стратегии 
распределения аналитических ресурсов когнитивной радиосистемы могут разрабатываться без 
особых сложностей, как это показано в [8], для случая с одной передающей и одной приемной 
антеннами. Математическое ожидание случайного собственного значения λ можно оценить, 
используя строгое математическое выражение [17] 
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где )(23 F  – обобщенная гипергеометрическая функция с тремя параметрами, )( – полная Гамма-
функция. 

На рис. 1 представлены кривые пропускной способности, полученные точным 

аналитическим расчетом и с помощью аппроксимации вида x , для различных 
MIMO конфигураций когнитивной радиосистемы. Были выбраны следующие конфигурации: 

1,  1; 8,  T R T RN N N N    2; 2,  8;T RN N  8,  8.T RN N   Для первой конфигурации разность 

между точным аналитическим значением пропускной способности и ее аппроксимацией очень 
мала. С увеличением числа передающих и/или приемных антенн резко увеличивается ошибка 
аппроксимации. 

Среднее значение ошибки аппроксимации представлено в табл. 1 для набора 
конфигураций 101  TN  и 101  RN  при отношении сигнал/помеха (SNR) в диапазоне от 0 
до 10 дБ. Из табл. 1 видно, что при MIMO конфигурации когнитивной радиосистемы, если число 
передающих антенн приблизительно совпадает с числом приемных антенн, ошибка 
аппроксимации не превышает 5 % (выделено жирным шрифтом в табл. 1). Увеличение ошибки 
аппроксимации пропускной способности при остальных MIMO конфигурациях когнитивной 
радиосистемы ограничивает применимость данного вида аппроксимации на практике. Более 
точная и с меньшей ошибкой аппроксимация пропускной способности когнитивной радиосети с 
MIMO конфигурацией рассматривается в следующем разделе.  
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Рис. 1. Пропускная способность, полученная точным расчетом и с помощью аппроксимации 

)1(log2 x  x как функция отношения сигнал/помеха при различных конфигурациях передающей 
и приемной антенн: 1 – 8,8  RT NN  (точный); 2 – 8,8  RT NN (аппрок.); 3 – 8,2  RT NN (точный); 
4 – 8,2  RT NN  (аппрок.); 5 – 2,8  RT NN (точный); 6 – 2,8  RT NN (аппрок.); 7 – 1,1  RT NN

(точный); 8 ,1TN 1RN (аппрок.) 

Fig. 1. Exact and approximate by xx  )1(log2 capacities versus SNR for various transmit and receive array 
configurations; 1– 8,8  RT NN (exact); 2 – 8,8  RT NN  (approx.); 3 – 8,2  RT NN  (exact);  

4 – 8,2  RT NN  (approx.); 5 – 2,8  RT NN (exact); 6- 2,8  RT NN (approx.); 7- 1,1  RT NN (exact); 
8 – 1,1  RT NN  (approx.) 

Таблица 1. Среднее значение ошибки аппроксимации пропускной способности, % 
Table 1. Approximation error mean of capacity, % 

RT NN  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 6  8  8  9  10  12  13  15  16  18  
2 9  5  6  8  8  8  8  9  9  10  

3 8  7  5  6  6  7  7  8  8  8  
4 9  7  5  5  5  6  7  7  7  8  
5 10  8  7  6  5  5  6  6  6  7  

6 9  8  7  6  5  5  6  6  6  7  
7 10 9  7  7  6  5  5  5  6  6  
8 10  9  8  7  7  7  6  5  5  6  

9 10 8  8  7  7  7  6  5  5  5  
10 10  9  9  8  7  7  6  6  5  5  

Аппроксимация пропускной способности вида bax  для MIMO конфигурации 

Наилучшая функциональная точность достигается при аппроксимации вида 
baxx  )1(log2 . Константы a  и b  выбираются с целью минимизации математического 

ожидания ошибки аппроксимации пропускной способности. В этом случае (1) можно 
представить в виде 

})λ({E)( λ
b
T

bb
ns NmaPPWC  . (9) 

Как и прежде, ширина полосы частот W и мощность передаваемого сигнала sP  не зависят 

от математического ожидания })λ({Eλ
b
T

b Nma   случайного собственного значения λ  в (8), 

обусловленного пропускной способностью когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией. 
К сожалению, получить компактное математическое выражение, аналогичное (9), невозможно. 
Тем не менее математическое ожидание может быть легко рассчитано в конечной форме, 
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используя расширение квадрата представления Родригеса присоединенного многочлена Лагерра 
k-го порядка [17] 
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где интеграл аппроксимации пропускной способности )(ˆ bM p  определяется и решается 

следующим образом [17]: 





0

)1()exp()(ˆ pbdxxxxbM pb
p . (12) 

Коэффициенты a  и b , которые минимизируют среднюю ошибку аппроксимации между 
точным аналитическим определением пропускной способности когнитивной радиосистемы с 
MIMO конфигурацией (3) и ее аппроксимацией, представленной в (9), определялись численным 
интегрированием. Полученные минимизированные средние значения ошибки аппроксимации 
представлены в табл. 2, в которой ошибка аппроксимации пропускной способности когнитивной 
радиосистемы не превышает 3 % для любых MIMO конфигураций. Значения коэффициентов а 
и b представлены в табл. 3 и 4 соответственно для 101  TN  и 101  RN  при отношении 
сигнал/помеха (SNR) в диапазоне от 0 до 10 дБ.  

Таблица 2. Минимизированное среднее значение ошибки аппроксимации, % 
Table 2. Minimized approximation error mean, % 

RT NN  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 3  2  2 2 2 2 2 2 2 2 
2 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2 

3 3 2 2 3 3 3 3 3 2  3 
4 3 2 3 2 2 3 3 3 3 3 
5 3 2 3 3 2 2 3 3 3 3 

6 3 2 3 3 3 2 3 3 3 3 
7 3 2 3 3 3 2 2 2 3 3 
8 3 2 3 3 3 3 3 2 2 2 

9 3 2 3 3 3 3 3 3 2 2 
10 3 2 3 3 3 3 3 3 3 2 

Таблица 3. Коэффициент a для различных MIMO конфигураций 
Table 3. Coefficient a for various MIMO configurations 

RT NN  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,95 1,15 1,30 1,50 1,50 1,50 1,75 1,75 1,75 1,75 
2 1,10 1,05 1,05 1,20 1,30 1,30 1,30 1,50 1,50 1,50 

3 1,05 1,00 1,05 1,05 1,15 1,20 1,20 1,30 1,30 1,30 
4 1,05 1,10 1,00 1,05 1,05 1,15 1,20 1,20 1,20 1,30 
5 1,05 1,05 1,10 1,00 1,05 1,05 1,05 1,15 1,15 1,20 

6 1,05 1,05 1,10 1,00 1,05 1,05 1,05 1,05 1,15 1,15 
7 1,05 1,05 1,10 1,00 1,00 1,05 1,05 1,05 1,05 1,15 

8 1,05 1,05 1,05 1,00 1,00 1,00 1,05 1,05 1,05 1,05 
9 1,05 1,05 1,05 1,00 1,00 1,00 1,00 1,05 1,05 1,05 
10 1,05 1,05 1,05 1,10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,05 1,05 
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Таблица 4. Коэффициент b для различных MIMO конфигураций 
Table 4. Coefficient b for various MIMO configurations 

RT NN  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,55 0,45 0,40 0,35 0,35 0,35 0,30 0,30 0,30 0,30 

2 0,50 0,50 0,50 0,45 0,40 0,40 0,40 0,35 0,35 0,35 
3 0,55 0,55 0,50 0,50 0,45 0,45 0,45 0,40 0,40 0,40 

4 0,55 0,50 0,55 0,50 0,50 0,45 0,45 0,45 0,45 0,40 
5 0,55 0,55 0,50 0,55 0,50 0,50 0,50 0,45 0,45 0,45 
6 0,55 0,55 0,50 0,55 0,50 0,50 0,50 0,50 0,45 0,45 

7 0,55 0,55 0,50 0,55 0,55 0,50 0,50 0,50 0,50 0,45 
8 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,50 0,50 0,50 0,50 
9 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,50 0,50 0,50 

10 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,55 0,50 0,50 

На рис. 2 представлены точные аналитические значения пропускной способности 
когнитивной радиосистемы и аппроксимация пропускной способности, тождественная 
преобразованию bax  для анализируемых MIMO конфигураций в когнитивной радиосистеме. 
По сравнению с результатами, представленными на рис. 1, наблюдается более близкое сходство 
с кривыми аналитической пропускной способности и формируется достаточно управляемое 
решение. Два вида предлагаемой аппроксимации пропускной способности когнитивной 
радиосистемы с MIMO конфигурацией применимы для процессов оптимизации, что позволяет 
расширить протоколы передачи данных в когнитивной радиосистеме с MIMO конфигурацией, 
предложенные в [8].  

Рассматриваемые виды аппроксимаций пропускной способности в когнитивных 
радиосистемах могут также использоваться для разработки алгоритмов расписания в системах 
радиовещания с MIMO конфигурацией и в системах с множественным доступом, обеспечивая 
при этом пропускную способность, близкую к оптимальной. Полученные методики расчета 
пропускной способности когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией могут быть 
использованы для анализа пропускной способности при наличии произвольного числа 
передающих антенн с учетом пространственной корреляции сигналов при использовании 
квазиортогонального кодирования сигналов. 

 
Рис. 2. Пропускная способность, полученная точным расчетом и с помощью аппроксимации 

 )1(log2 x bax  как функция отношения сигнал/помеха при различных конфигурациях передающей 
и приемной антенн: 1 – 8,8  RT NN (точный); 2 – 8,8  RT NN (аппрок.); 3 – 8,2  RT NN
(точный); 4 – 8,2  RT NN   (аппрок.); 5 – 2,8  RT NN (точный); 6 – 2,8  RT NN (аппрок.);  

7 – 1,1  RT NN (точный); 8 –  RT NN ,1  1 (аппрок.) 

Fig. 2. Exact and approximate by baxx  )1(log2 capacities versus SNR for various transmit and receive 
array configurations; 1 – 8,8  RT NN (exact); 2 – 8,8  RT NN (approx.); 3 – 8,2  RT NN  (exact);  

4 –  RT NN ,2  8 (approx.); 5- 2,8  RT NN (exact); 6 – 2,8  RT NN (approx.);  
7 – 1,1  RT NN (exact); 8 – 1,1  RT NN ( approx.) 
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Заключение 

Оптимизация пропускной способности для когнитивной радиосистемы и сетей 
специального назначения требует оптимального распределения относительной ширины полосы 
частот Wα  и/или относительной мощности передаваемого сигнала β sP  для заданной MIMO 
конфигурации.  

Вследствие нелинейного характера пропускной способности (логарифмическая 
зависимость), не представляется возможным оптимизировать пропускную способность 
когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией аналитическим образом. В настоящей работе 
предлагаются два вида функциональной аппроксимации пропускной способности когнитивной 
радиосистемы с MIMO конфигурацией при наличии рэлеевских замираний в канале связи.  

Первый вид аппроксимации представляет собой наиболее простой вид функциональной 

аппроксимации xx  )1(log2  и применяется с целью демонстрации того факта, что ширина 

полосы частот W и мощность передаваемого сигнала Ps в выражении для пропускной 
способности не связаны с довольно-таки сложным слагаемым, представляющим собой 
пропускную способность когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией. 
Следовательно, простые методики осуществления аппроксимации пропускной способности 
вполне применимы и приводят к аналитическим алгоритмам распределения ресурсов. 
Недостатком такой простой аппроксимации является тот факт, что ошибка аппроксимации 
довольно-таки высокая, более 5 % для большинства видов MIMO конфигураций в когнитивной 
радиосети. Второй вид аппроксимации пропускной способности когнитивной радиосети, более 

точный и довольно-таки простой, является функциональной зависимостью вида baxx  )1(log2 , 
также исследуется в настоящей работе. Использование второго вида аппроксимации пропускной 
способности позволяет получать минимальные средние ошибки аппроксимации не более 3 % для 
любой MIMO конфигурации когнитивной радиосистемы. Минимальные средние ошибки 
аппроксимации пропускной способности когнитивных радиосистем с MIMO конфигурацией 
определяются методами численного интегрирования.  

Таким образом, предлагаемые виды функциональной аппроксимации пропускной 
способности когнитивной радиосистемы с MIMO конфигурацией позволяют осуществлять 
более точно разработку стратегий по распределению ресурсов когнитивной радиосети 
без необходимости осуществления оптимизации на основе методов численного интегрирования, 
требующей значительных вычислительных ресурсов и временных затрат. 
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