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Введение. Компьютерная графика является одним из наиболее перспективных и 

популярных направлений в современном мире. Для эффективного использования данных 

отображений в задачах компьютерной графики более удобной и быстрой является матричная 

запись. В свою очередь использование перспективных матриц в 3D графике позволяет 

реализовать модель видимости человеческого глаза. 

Основная часть. Компьютерный монитор представляет собой двухмерную 

поверхность. Трехмерная сцена, созданная с помощью OpenGL, должна проецироваться на 

экран компьютера как двухмерное изображение. Для этого преобразования проекции 

используется перспективная матрица. Во-первых, он преобразует все данные вершин из 

координат глаза в координаты отсечения. Затем эти координаты клипа также преобразуются в 

нормализованные координаты устройства путем деления на компонент w координат клипа. 

В перспективной проекции трехмерная точка в усеченной пирамиде (координаты глаза) 

отображается в куб; диапазон координат x от [l, r] до [-1, 1], координаты y от [b, t] до [-1, 1] и 

координаты z от [-n, -f] до [-1, 1]. 

 
Рисунок 1 – Усеченная перспектива и нормализованные координаты устройства 

В OpenGL трехмерная точка в пространстве глаза проецируется на ближнюю плоскость 

(плоскость проекции). На следующих диаграммах показано, как точка (xe, ye, ze) в пространстве 

глаза проецируется на (xp, yp, zp) на ближней плоскости. 

                                          
 

Рисунок 2 – Вид сверху на усеченный бассейн                              Рисунок 3 – Вид сбоку на усеченный конус 

На виде сверху на усеченный конус координата x пространства глаза xe отображается в 

xp, который рассчитывается с использованием отношения подобных треугольников; 
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𝑥𝑝
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, 

𝑥𝑝 =
−𝑛 ∙ 𝑥𝑒
𝑧𝑒

=
𝑛 ∙ 𝑥𝑒
−𝑧𝑒

. 

Со стороны усеченного конуса yp также рассчитывается аналогичным образом; 

𝑦𝑝

𝑦𝑒
=
−𝑛

𝑧𝑒
, 

𝑦𝑝 =
−𝑛 ∙ 𝑦𝑒
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. 

После преобразования координат глаза путем умножения перспективной матрицы, 

координаты клипа по-прежнему являются однородными координатами. Следовательно, 

теперь координаты клипа становятся нормализованными координатами устройства путем 

деления на w-компонент координат клипа. 
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. 

 

Следовательно, можно установить w-компонент координат клипа как -ze. И 4-я строка 

матрицы становится равной (0, 0, -1, 0). 

 

(

𝑥𝑐𝑙𝑖𝑝
𝑦𝑐𝑙𝑖𝑝
𝑧𝑐𝑙𝑖𝑝
𝑤𝑐𝑙𝑖𝑝

) = (

∙
∙
∙
0

∙
∙
∙
0

∙
∙
∙
−1

∙
∙
∙
0

) ∙ (

𝑥𝑒𝑦𝑒
𝑦𝑒𝑦𝑒
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Затем сопоставим xp и yp с xn и yn устройства с линейной зависимостью: 

[l, r] ⇒ [-1, 1] и [b, t] ⇒ [-1, 1].  

 

 
 

Рисунок 4 – Отображение от xp до xn 
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Рисунок 5 – Отображение от yp до yn 
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Затем подставим xp и yp, которые найдены ранее: 
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Теперь требуется решить только 3-ю строку матрицы. Нахождение zn отличается от 

других, потому что ze в пространстве глаза всегда проецируется на -n на ближней плоскости. 

Поскольку известно, что z не зависит от значения x или y, используется w-компонента, чтобы 

найти взаимосвязь между zn и ze. Следовательно, можно указать 3-ю строку матрицы 

следующим образом: 

𝑧𝑛 =
𝑧𝑐
𝑤𝑐

=
𝐴𝑧𝑒 + 𝐵𝑤𝑒

−𝑧𝑒
. 
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В глазном пространстве we равно 1. Следовательно, уравнение принимает вид: 

 

𝑧𝑛 =
𝐴𝑧𝑒 + 𝐵

−𝑧𝑒
. 

Чтобы найти коэффициенты A и B, используется соотношение (ze, zn), (-n, -1) и (-f, 1): 

 

{
 

 
−𝐴𝑛 + 𝐵

𝑛
= −1

−𝐴𝑓 + 𝐵

𝑓
= 1

, 

{
−𝐴𝑛 + 𝐵 = −𝑛
−𝐴𝑓 + 𝐵 = 𝑓

, 

𝐵 = 𝐴𝑛 − 𝑛, 

−𝐴𝑓 + (𝐴𝑛 − 𝑛) = 𝑓, 

−(𝑓 − 𝑛)𝐴 = 𝑓 + 𝑛, 

𝐴 = −
𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
, 

(
𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
)𝑛 + 𝐵 = −𝑛, 

𝐵 = −𝑛 − (
𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
)𝑛 = −(1 +

𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
)𝑛 = −(

𝑓 − 𝑛 + 𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
)𝑛 = −

2𝑓𝑛

𝑓 − 𝑛
, 

𝑧𝑛 =
−
𝑓 + 𝑛
𝑓 − 𝑛

𝑧𝑒 −
2𝑓𝑛
𝑓 − 𝑛

−𝑧𝑒
. 

 

Полная матрица проекции: 

 

(
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𝑟 − 𝑙
0
0
0

0
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𝑡 − 𝑏
0
0

𝑟 + 𝑙

𝑟 − 𝑙
𝑡 + 𝑏

𝑡 − 𝑏

−
𝑓 + 𝑛

𝑓 − 𝑛
−1

0
0

−
2𝑓𝑛

𝑓 − 𝑛
0

)

 
 
 
 

. 

 

Далее, опираясь на математическое обоснование и используя библиотеку GLUT в C++ 

реализуется изображение 3D куба, координаты которого заданы перспективной матрицей. 

 
 

Рисунок 6 – Параметры куба для глубины зрения изображения 1 
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Рисунок 7 – Параметры куба для глубины зрения изображения 2 

                                
 

Рисунок 8 – Результат выполнение кода 1                  Рисунок 9 – Результат выполнение кода 2 

Заключение. Создавая 3D изображения в компьютерной графике, для реализации 

реалистичных размеров изображений в зависимости от расстояния до изображения, 

используются перспективные проекции данных изображений, которые описываются 

перспективными матрицами. В свою очередь рассматриваемый Opengl имеет в свободном 

доступе большое количество библиотек для их программной реализации. 
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