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Аннотация. В данной работе рассматриваются числа Фробениуса и составлена программа для их 
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Введение. Пусть            — натуральные числа, взаимно простые в 

совокупности (наибольший общий делитель всех чисел равен 1). Числом Фробениуса 

             называется наибольшее целое число, непредставимое в виде линейной 

комбинации  
                      

где            — целые неотрицательные числа. 

Задачу о нахождении числа Фробениуса также называют ―Задачей Фробениуса с обменом 
монет‖, поскольку число Фробениуса — это максимальная сумма, которую нельзя представить 

купюрами номиналом           . 

Множеством    называется конечное множество всех целых чисел, непредставимых в 

виде линейной комбинации (1), числом Фробениуса - наибольшее число из этого множества. 
Известна формула, полученная Сильвестром [1], нахождения числа Фробениуса при    : 

                         

Нахождение числа Фробениуса при     с использованием цепных дробей 

рассматривается в работах Сельмера, А. О. Бейера и О. Дж. Рѐдсета [2]. 

При     известны формулы для нахождения              лишь для некоторых 

частных случаев. Показано [3], что для фиксированного   решение можно найти за 

полиномиальное время, а при произвольно выбранном   такая задача является NP-трудной. 

Нахождение числа Фробениуса с использованием двухконтурных сетей изучено А.В. 
Устиновым [4]. Формула нахождения числа Фробениуса при помощи цепных дробей получена 
Рѐдсетом [3].  

В статье рассматривается нахождение числа Фробениуса двумя способами: с помощью 
двухконтурных сетей и цепных дробей. Составлен алгоритм и написана программа нахождения 

числа Фробениуса при     указанными способами. 

Формула Джонсона [5]. При нахождении числа Фробениуса          можно 

избавляться от общих делителей аргументов 

 (         )     (     )   (   )      

Учитывая данную формулу, в дальнейшем будем считать, что                   
          . 

Двухконтурная сеть. Допустим, что             . Каждой тройке чисел 

      поставим в соответствие двухконтурную сеть – ориентированный граф с   вершинами 

          и ребрами двух типов:               и               весами      и      

соответственно. 

На рисунке 1 приведен пример двухконтурной сети для             . Черным 

пунктиром обозначены связи с весом     . Синими обозначены связи с весом     . 
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Красным изгибом обозначен самый длинный путь с самым большим суммарным весом из 

вершины  . 

 

Рисунок 1 - Схема двухконтурной сети для             

Введем функцию                , которая определяет суммарный вес пути, где 

  - количество ребер весом   , а   - количество ребер весом   . Для каждого кратчайшего 

пути из вершины   до каждой другой вершины двухконтурной сети поставим в соответствие 

клетку с координатами       и запишем в нее значение           - сумма весов маршрута. 

Получится диаграмма, приведенная на рисунке 2.1. Построим вторую диаграмму, для каждого 

значения           запишем в клетку с координатами       значение            
                 (рисунок 2.2). Из построения получим: чтобы дойти из вершины   до 

вершины, записанной в клетке полученной диаграммы, координаты которой      , надо пройти 

  ребер с весом   , и   ребер с весом   . 

Диаграмма (рисунок 2.1), построенная в соответствии с графом (рисунок 1), имеет  -

образную форму. Тогда пусть точка           и           - крайние правые точки 

ступеней построенной  -образной диаграммы. В примере:                и 

              соответственно. 

  

Рисунок 2.1 Рисунок 2.2 

 
Теорема 1. Число Фробениуса равно: 
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Формула Рѐдсета. Составим дробь  
 

  
, где целое число     определяется из 

условия: 

             ,        . 

Построим числовую последовательность      , используя алгоритм Евклида в виде: 

{
 
 

 
 

                      
                   
                   

 
                                

                      

 

Тогда число 
 

  
  можно представить в виде цепной дроби: 

 

  
      

 

   
 

  
 

     
 
  

 

Также определим целочисленную последовательность                  

                              . Полагая, что 
   

   
  , и так как     , 

последовательность      монотонно возрастает,      монотонно убывает, значит имеет место 

неравенство: 

  
    

    
 

  

  
   

  

  
 

   

   
   

 Найдем номер           такой, что 
    

    
 

 

 
 

  

  
 . 

Теорема 2. Пусть       – положительные целые числа и     взаимно простые. Число 

Фробениуса определяется по формуле: 

                                                      

 Результат работы. Результатом работы является составленная нами 

программа, которая быстро подсчитывает число Фробениуса двумя способами: на основе 
двухконтурной сети и формулы Рѐдсета. А также рисует двухконтурную сеть, две диаграммы и 
подробный ход нахождения числа Фробениуса с использованием цепных дробей. Скриншот 

работы программы для примера                приведен на рисунке 3. 

Части интерфейса программы. Программа условно поделена на четыре 

части: поле ввода данных, поле вывода численных данных, 3 графика, относящиеся к методу 
двухконтурных сетей, и 1 график с подсчѐтом через формулу Рѐдсета. 

Часть ввода данных представлена в виде надписи «Введите 3 числа:» и трех полей ввода, 
где пользователь может ввести три числа, для которых будет найдено число Фробениуса. 
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Ниже находиться кнопка «Посчитать», нажатие на которую запускает программу. 
Часть вывода численных данных представлена в виде четырех полей: в поле 

«Упрощенные числа» выводятся числа       после применения формулы Джонсона (3). В поле 

«Делители» выводятся общие делители аргументов функции, полученные при применении 
формулы Джонсона. В поле «Число Фробениуса» выводится посчитанное число Фробениуса с 

помощью Двухконтурной сети. И в поле «NR множество» выводиться    множество. 
Три графика «Граф», «Сумма пути до вершины» и «Путь до вершины» соответствуют 

рисункам 1, 2.1 и 2.2 в пункте «Двухконтурные сети». 
График «Число Фробениуса через цепные дроби» содержит в себе алгоритм, описанный в 

пункте «Формула Рѐдсета». 

 
Рисунок 3 - Результат работы программы для примера               . 

Вывод. Сконструированная программа позволяет быстро и наглядно находить число 

Фробениуса для    , поскольку решение этой задачи занимает огромное количество времени. 

За счет наглядности геометрического способа и структурированного вывода нахождения числа 
Фробениуса через цепные дроби, пользователь способен в краткие сроки обучиться методам 
нахождения числа Фробениуса.  
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