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НЕСОВЕРШЕННЫЕ АЛГЕБРЫ ГОЛОНОМИИ  

АФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ НА ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ  

Можей Наталья Павловна, mozheynatalya@mail.ru 

Говорят, что многообразие обладает совершенной группой голономии, ес-

ли вся алгебра голономии порождается только операторами кривизны, в против-

ном случае будем называть алгебру голономии несовершенной. Исследования 

структуры кривизны многообразий с совершенной группой голономии проводи-

лись, например, в [1] и других работах автора. С описанием связностей на трех-

мерных однородных пространствах можно ознакомиться в работе [2], целью же 

данной статьи является изучение, при каких условиях алгебра голономии не яв-

ляется совершенной. 

Пусть M  – дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно 

действует группа G , = xG G  – стабилизатор произвольной точки x M . Пусть g  

– алгебра Ли группы Ли G , а g – подалгебра, соответствующая подгруппе G . 

Там, где это не будет вызывать разночтения, будем отождествлять подпростран-

ство, дополнительное к g в g , и факторпространство ggm /= . Аффинной связ-

ностью на паре ( gg, ) называется такое отображение ),(: mglg  что его огра-

ничение на g есть изотропное представление подалгебры, а все отображение яв-
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ляется g-инвариантным. Тензор кручения )(
1

2
mInvTT   и тензор кривизны 

)(
1

3
mInvTR  для всех gyx,  имеют вид  

 

    .),()(),(=),(

;,)()(=),(

yxyxyxR

yxxyyxyxT





mm

mmmmm
 

Одной из важнейших характеристик связности является группа 

голономии. Переформулируем теорему Вана [3] об алгебре голономии: алгебра 

Ли 
*h группы голономии инвариантной связности )(3,: glg  на паре ( gg, ) 

– это подалгебра алгебры )(3,gl  вида ,]]),([),([]),([  VVV ggg  где 

V  – подпространство, порожденное множест-вом 

}.,|]),([)](),({[ g yxyxyx  Обозначим через ga  подалгебру в (3, )Rgl , 

порожденную { ( ); }x x g . 

Многообразие обладает совершенной группой голономии, если алгебра 

голономии порождается лишь операторами кривизны. В противном случае 

будем называть группу голономии несовершенной. 

Будем описывать пару ( gg, ) при помощи таблицы умножения алгебры Ли 

g  с базисом },...,{
1 n

ee  ( dim=n g), причем },...,{
31 n

ee  – базис g , а 

},,{
31221 nnn

eueueu 


 – базис m. Для нумерации подалгебр используем 

запись ,.nd  а для нумерации пар – запись ,.. mnd  здесь d  – размерность 

подалгебры, n  – номер подалгебры в )(3, gl , а m  – номер пары ( gg, ). Будем 

выписывать аффинную связность через 1( )u , 2( )u , 3( )u , тензор кривизны R  

– через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , )R u u , а тензор кручения T  через ),(
21

uuT , 

),(
31

uuT , ),(
32

uuT . 

Для получения искомого результата найдем все трехмерные изотропно-

точные пары с полупростой g  и неразрешимой g (с подробным описанием 

можно ознакомиться в [2]) и определим пары, допускающие несовершенную 

алгебру голономии. 

Теорема. Трехмерное однородное пространство, допускающее 

нетривиальную аффинную связность (кривизна и кручение которой не только 

нулевые) с несовершенной алгеброй голономии, такое, что g  является 

полупростой, а g не является разрешимой, имеет следующий вид: 

5.3.2. e1 e2 e3 e4 e5 u1 u2 u3 

e1 0 0 e2 0 e1 –3e1 –(1/2)e5+ –e4 
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+(1/2)u1 

e2 0 0 0 e1 –e2 –3e2 –e3 (1/2)e5+(1/2)u1 

e3 –e2 0 0 e5 –2e3 0 0 u2 

e4 0 –e1 –e5 0 2e4 0 u3 0 

e5 –e1 e2 2e3 –2e4 0 0 u2 –u3 

u1 3e1 3e2 0 0 0 0 –3u2 –3u3 

u2 
(1/2)e5– 

– (1/2)u1 
e3 0 –u3 –u2 3u2 0 0 

u3 e4 –(1/2)e5–(1/2)u1 –u2 0 u3 3u3 0 0 

Действительно, в [2] доказано, что любое трехмерное однородное 

пространство ( , )g g , допускающее нетривиальную аффинную связность 

(кривизна и кручение которой не только нулевые), такое, что g  является 

полупростой, а g не является разрешимой, локально эквивалентно одному и 

только одному из следующих пространств: 

3.4.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3  3.4.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3  

e1 0 e2 -e3 u1 0 -u3  e1 0 e2 -e3 u1 0 -u3  

e2 -e2 0 e1 0 u1 u2  e2 -e2 0 e1 0 u1 u2  

e3 e3 -e1 0 u2 u3 0 , e3 e3 -e1 0 u2 u3 0 , 

u1 -u1 0 -u2 0 e2 -e1  u1 -u1 0 -u2 0 -e2 e1  

u2 0 -u1 -u3 -e2 0 -e3  u2 0 -u1 -u3 e2 0 e3  

u3 u3 -u2 0 e1 e3 0  u3 u3 -u2 0 -e1 -e3 0  
                

3.5.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3  3.5.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3  

e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1  e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1  

e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0  e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0  

e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2 , e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2  

u1 u3 u2 0 0 e2 e1  u1 u3 u2 0 0 –e2 –e1  

u2 0 –u1 u3 –e2 0 e3  u2 0 –u1 u3 e2 0 –e3  

u3 –u1 0 –u2 –e1 –e3 0  u3 –u1 0 –u2 e1 e3 0  

либо 5.3.2.  

Пусть, например, g  имеет вид 5.3, т.е. 

0

0

0

x y

u z

t u

. 

Переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат  . Базис 

подалгебры выберем, придав одной из латинских переменных значение 1, а 
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остальным 0, нумерация базисных векторов соответствует алфавиту. 

Нильпотентная подалгебра h порождена вектором 5e . Имеем 
( 1)

1( ) = ,e Rg h  

(1)

2( ) = ,eRg h  
(2)

3( ) = ,eRg h  
( 2)

4( ) = ,e Rg h  
(0)

5( ) = ,eRg h  
(0)

1( ) = ,U uRh  

(1)

2( ) = ,U uRh  
( 1)

3( ) = .U u Rh  Тогда 1 2 2 2 2 2[ , ] = ,u u a e u   1 3 1 1 3 3[ , ] = ,u u b e u   

2 3 5 5 1 1[ , ] = .u u c e u   Пусть 1 3 4[ , ] =e u pe , в силу тождества Якоби 2 1= 3 / 2,a p   

2 = 0,  1 1= 3 / 2,b p  3 = 3 ,p  5 1= 3 / 2.c p  При = 0p  алгебра не является 

простой, при 0p   пара ( , )g g  эквивалентна паре 5.3.2 посредством 2: g g , 

1 1( )=(1 / 3) ,e e  
1 1 5( )= ( / 2) (3 / 2) ,u p u p e    

2 2 2 2 2( )=(1/ 3) , ( )=3 (1/ 3) ,e e u pu e    

3 3( )= ,e e  
3 3 1( )=3 ( / 6) ,u pu p e   4 4( )= ,e e  

5 5( )= .e e  Найдем инвариантные аффин-

ные связности на этой паре. Пусть здесь и далее 

1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

1 2,1 2,2 2,3 2 2,1 2,2 2,3 3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

( )= , ( )= , ( )=

p p p q q q r r r

u p p p u q q q u r r r

p p p q q q r r r

     
     

       
     
     

 

для некоторых , ,i jp  , ,i jq  ,i jr R  (при , =1,3i j ). Так как 

1 1 1 1[ ( ), ( )] = ([ , ])e u e u    1 1 1[ ( ), ( )] = 3 ( ),e u e     имеем 2,2 1,1= 3,p p   

2,3 2,1 3,1= = =0.p p p  Поскольку 
2 1 2 1[ ( ), ( )]= ([ , ])e u e u    2 1 2[ ( ), ( )] = 3 ( ),e u e     

3,3 1,1= 3,p p   3,2 = 0.p  Так как 
3 1[ ( ), ( )] = 0,e u   то 1,2 = 0.p  Если 

4 1[ ( ), ( )] = 0,e u   то 1,3 = 0.p  Поскольку 
2 2 3[ ( ), ( )] = ( ),e u e    3,1 3,2= = 0,q q  

3,3 1,1= ,q q  2,1 = 2.q  Так как 1 2[ ( ), ( )] =e u   1 5(1/ 2) ( ) (1/ 2) ( ),u e    1,1 = 2,q  

2,2 1,1= ,q q  2,3 = 0.q  Если 3 2[ ( ), ( )] = 0,e u   то 1,2 = 0.q  Поскольку 

4 2 3[ ( ), ( )] = ( ),e u u    1,1 = 0,r  1,2 1,3= ,r q  1,3 2,1 2,2 2,3= = = = 0,r r r r  3,1 = 2,r  

3,2 3,3= = 0.r r  Так как 5 2 2[ ( ), ( )] = ( ),e u u    1,1 = 0.p  Получим, что аффинная 

связность имеет вид 

1,2 1,2

1 2 3

2 0 0 0 0 0 0

( )= 0 1 0 , ( )= 2 0 0 , ( )= 0 0 0

0 0 1 0 0 0 2 0 0

r r

u u u

     
     

   
     
          

 

для любого 12r   (для остальных базисных векторов условия выполняются). 

Тензор кривизны – 
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   
1,2

1 2 1 2 1 2

0 0 6

( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 ,

0 0 0

r

R u u u u u u

 
 

  
 
 
 

 

   
1,2

1 3 1 3 1 3

0 6 0

( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 0 0 ,

0 0 0

r

R u u u u u u

 
 

  
 
 
 

 

   
1,2

2 3 2 3 2 3 1,2

1,2

4 0 0

( , ) = ( ), ( ) ( , ) = 0 2 0 .

0 0 2

r

R u u u u u u r

r

 
 

    
 
 

 

Тензор кручения – 
1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,T u u T u u  

2 3 2 3 3 2( , ) = ( )( ) ( )( )T u u u u u u  m m   2 3 1,2, = ( 2 ,0,0).u u r
m

 При 1,2 0r   алгебра, по-

рожденная множеством ={[ ( ), ( )] ([ , ]) | , },V x y x y x y   g  то есть ( , )i jR u u , 

имеет вид 

2

0 0 ,

0 0

1 2 3

1

1

s s s

s

s

 
 


 
  

 она не совпадает с алгеброй голономии (не является 

совершенной), так как алгебра голономии – (3, )Rsl . В данном случае 

= ( )ga g  и * = gh a  (при 1,2 0r  ). При 1,2 = 0r  алгебра голономии нулевая.  

Рассмотрим теперь случаи 3.5.2 и 3.5.3, тогда 

1 2 3

0 0 1 0 1 0 0 0 0

( ) = 0 0 0 , ( ) = 1 0 0 , ( ) = 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1 0

e e e

     
     

   
     
           

 

( | g  является изотропным представлением g ). Отображение   является g -

инвариантным, поэтому аффинная связность имеет вид (см. [2]): 

2,3 2,3

1 2,3 2 3 2,3

2,3 2,3

0 0 0 0 0 0 0

( ) = 0 0 , ( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 0 .

0 0 0 0 0 0 0

p p

u p u u p

p p

     
     

        
         

 

Тензор кривизны 

 

2 2

2,3 2,3

2 2

2,3 2,3

2 2

2,3 2,3

0 0 0 0 0 0 0

0 0 , 0 0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0 0 0 0

p p

p p

p p

        
     

       
         
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= 1   в случае 3.5.2, =1  в случае 3.5.3. Тензор кручения 

 1 2 2,3( , ) = 0,0, 2 ,T u u p   1 3 2,3( , ) = 0,2 ,0 ,T u u p   2 3 2,3( , ) = 2 ,0,0 .T u u p  Для 3.5.3 

если 2

2,3 1p   (иначе алгебра голономии нулевая), а для 3.5.2 при любых 

значениях параметра алгебра голономии – 

1 2

1 3 1 2 3

2 3

0

0 , , .

0

s s

s s s s s

s s

   
  

   
  
  

R  

В этих случаях алгебра, порожденная 

={[ ( ), ( )] ([ , ]) | , }V x y x y x y   g , совпадает с алгеброй голономии, т.е. ал-

гебра голономии является совершенной и не входит в рассматриваемый в рабо-

те класс.  

В случаях 3.4.2 и 3.4.3 инвариантная аффинная связность имеет вид  

1,2 1,2

1,2 1,2

1,2 1,2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 , 0 0 0 , 0 0 ,

0 0 0 0 0 0 0

p p

p p

p p

    
    

    
          

 

тензор кривизны 

2 2

1,2 1,2

2

1,2

2

1,2

0 0 0 0

0 0 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0

p p

p

p

       
   

    
       

2

1,2

2

1,2

0 0 0

0 0

0 0

p

p

 
 
   
    

, 

= 1   в случае 3.4.3, =1  в случае 3.4.2. Тензор кручения 

   1 2 1,2 1 3 1,2( , ) = 2 ,0,0 , ( , ) = 0,2 ,0 ,T u u p T u u p  2 3 1,2( , ) = 0,0,2T u u p . Для 3.4.2 если 

2

1,2 1p   (иначе алгебра голономии нулевая), для 3.4.3 при любых значениях 

параметра алгебра голономии – 

2 1

3 1 1 2 3

3 2

0

0 , , .

0

s s

s s s s s

s s

  
  

  
    

R  

В этом случае алгебра, порожденная ={[ ( ), ( )] ([ , ]) | , }V x y x y x y   g , 

совпадает с алгеброй голономии, т.е. алгебра голономии является совершенной 

и не входит в рассматриваемый в работе класс. 

Таким образом, найдены трехмерные однородные пространства, на которых 

действует полупростая группа преобразований с неразрешимым стабилизатором, 
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допускающие нетривиальную аффинную связность (кривизна и кручение которой 

не только нулевые) с несовершенной алгеброй голономии, что эквивалентно опи-

санию соответствующих эффективных пар алгебр Ли. Описаны в явном виде тен-

зоры кривизны и кручения и сами алгебры голономии указанных связностей.  
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ПРИМЕНЕНИЕ ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ  

ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

Моисеева Наталья Александровна, VoronkinaNA@bsu.by 

Компьютеры находят свое непосредственное применение во всех сферах дея-

тельности человека, в том числе и в сфере образования. Уже нет сомнения, что ин-

формационные и коммуникационные технологии, в частности экономико-

математические эксперименты с применением соответствующих программных 

обеспечений, усовершенствуют традиционную методику обучения. Компьютерные 

технологии в обучении открывают новые технологические варианты обучения [1]. 

Компьютерные технологии очень полезны в тех разделах экономического 

анализа, где без них трудно обойтись, где требуются долгие численные расчеты, где 

требуется построение большого числа графиков, выяснение зависимости получен-

ного решения от большого числа параметров.  

Благодаря моделированию экономических процессов по заданным парамет-

рам в табличном процессоре Microsoft Excel обучающиеся не только лучше пони-

мают суть происходящих процессов, но у них еще развиваются воображение и 

творческое мышление, появляется мотивация к учению, появляется познаватель-

ный интерес к вопросам применения экономико-математического моделирования в 

своей будущей профессии [2]. Общеизвестно, что мотивированность обусловливает 

желание учиться, помогает преодолевать трудности, увеличивает производитель-

ность, позволяет подключать все имеющиеся резервы. Чем выше мотивирован-

ность студента, тем больше вероятность его успешного обучения [2]. Существует 

множество методов, при помощи которых можно активизировать студентов до 


