
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ
ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ

ÏßÒÈÝËÅÌÅÍÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÎÄÍÎÉ
ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ È ÎÄÍÎÉ

ÊÎÍÑÒÀÍÒÎÉ

Öåãåëüíèê Â. Â.
Êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè, Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè è

ðàäèîýëåêòîðîíèêè

Ìèíñê, Ðåñïóáëèêà Áåëàðóñü

E-mail: tsegvv@bsuir.by

Èññëåäîâàí õàðàêòåð âîçìîæíûõ ïîäâèæíûõ òî÷åê ðåøåíèé ñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ ïÿòèýëåìåíòíûõ

äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îäíîé êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ è îäíîé êîíñòàíòîé.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðåøåíèé òðåõìåðíûõ äèññèïàòèâíûõ
÷åòûðåõýëåìåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
êâàäðàòè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè áåç õàîòè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ.

Â [2, 3] èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ðåøåíèé òðåõìåðíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ÷åòû-
ðåõýëåìåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðà-
òè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè áåç õàîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé ñèñòåìû).

Â ðàáîòå [4] âûïîëíåíî êà÷åñòâåííîå èñ-
ñëåäîâàíèå ðåøåíèé òðåõìåðíûõ äèññèïàòèâíûõ
ïÿòèýëåìåíòíûõ ñèñòåì ñ îäíîé êâàäðàòè÷íîé
íåëèíåéíîñòüþ è îäíîé êîíñòàíòîé, à òàêæå ñ îä-
íîé êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå õà-
ðàêòåðà âîçìîæíûõ ïîäâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê
(ò.å. òî÷åê, ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé) ðåøåíèé ñèñòåì [4]

ẋ = y2 + εx+A, ẏ = z, ż = z. (1)

ẋ = y2 + z +A, ẏ = x, ż = εz. (2)

ẋ = yz + εx+A, ẏ = x, ż = y. (3)

ẋ = x2 + εx+ y, ẏ = A, ż = x. (4)

ẋ = εx+ y +A, ẏ = xz, ż = y. (5)

ẋ = εx+ z +A, ẏ = xz, ż = y. (6)

ẋ = y2 +A, ẏ = x+ z, ż = εz. (7)

ẋ = y2 +A, ẏ = z + εy, ż = x. (8)

ẋ = z2 +A, ẏ = x+ εy, ż = y. (9)

ẋ = yz +A, ẏ = x+ εy, ż = x. (10)

ẋ = yz +A, ẏ = x+ εy, ż = y. (11)

ẋ = yz +A, ẏ = εy + z, ż = x. (12)

ẋ = z2 + εx, ẏ = x+A, ż = y. (13)

ẋ = z2 + y, ẏ = εx+A, ż = x. (14)

ẋ = yz + εx, ẏ = x+A, ż = x. (15)

ẋ = yz + εx, ẏ = x+A, ż = y. (16)

ẋ = yz + εx, ẏ = x+A, ż = x. (17)

ẋ = y2 + εx, ẏ = x+ z, ż = A. (18)

ẋ = y2 + z, ẏ = x+ εy, ż = A. (19)

ẋ = εx+ z, ẏ = x+A, ż = xy. (20)

ẋ = εx+ z, ẏ = z +A, ż = xy. (21)

ñ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè x, y, z â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîé; ε2 = 1, A � ïðîèçâîëüíûé ïîñòî-
ÿííûé ïàðàìåòð. Ïðè ε = −1 êàæäàÿ èç ñèñòåì
(1) � (21) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé.

Ñèñòåìû (óðàâíåíèÿ), îáùèå ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ íå èìåþò ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ
òî÷åê, íàçûâàþò ñèñòåìàìè (óðàâíåíèÿìè) Ïåí-
ëåâå -òèïà èëè Ð -òèïà.
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II. Àëãîðèòì

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëü-
çîâàí òåñò Ïåíëåâå [5], ïðåäñòàâëÿþùèé íàáîð
óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îòñóòñòâèÿ ó îáùåãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîäâèæíûõ êðèòè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê (ñâîéñòâî
Ïåíëåâå).

Äëÿ àíàëèçà ðåøåíèé ñèñòåì (1)�(21) èñ-
ïîëüçîâàí òàêæå ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â çà-
ìåíå êàæäîé èç íèõ ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèåì
òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñðàâíåíèåì åãî ñ èçâåñòíûìè
óðàâíåíèÿìè Ïåíëåâå -òèïà.

III. Âûâîäû

Òåîðåìà 1 [4]. Ñèñòåìû (5), (17), (20), (21)
îáëàäàþò â ñëó÷àå ε = −1 õàîòè÷åñêèì ïîâåäå-
íèåì.

Òåîðåìà 2. Ïðè ε = −1 ñèñòåìû (17), (20)
ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþ

...
y + ÿ − yẏ +Ay = 0, (22)

à ñèñòåìû (5), (21) ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

z
...
z − żz̈ = −zz̈ + z2ż +Az2, (23)

y
...
y − ẏÿ = −yÿ + y2ẏ −Ay2. (24)

Òåîðåìà 3. Íè îäíî èç óðàâíåíèé (22), (23),
(24) íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåíëåâå -òèïà. Íè
îäíà èç ñèñòåì (5), (17), (20), (21) íå ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé Ïåíëåâå -òèïà â ñëó÷àå ε = −1.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìû (3), (11) ýêâèâàëåíòíû
óðàâíåíèþ

z̈ − 1

2
z2 − εż = At+ C, (25)

à ñèñòåìû (2), (7) � óðàâíåíèþ

ÿ − y2 = Ceεt +A, (26)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òåîðåìà 5. Ñèñòåìû (4), (15), (18), (19) ýê-

âèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

z̈ − z2 − εż = At+ C, (27)

z̈ − z2 − (At+ C)z − εż = 0, (28)

ÿ − y2 − εẏ = ε(At+ C) +A, (29)

ÿ − y2 − εẏ = At+ C, (30)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òåîðåìà 6. Íè îäíî èç óðàâíåíèé (25)�(30)
íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåíëåâå -òèïà.

Òåîðåìà 7. Îáùèå ðåøåíèÿ íè îäíîé èç ñè-
ñòåì (2), (3), (4), (7), (11), (15), (18), (19) íå îá-
ëàäàþò ñâîéñòâîì Ïåíëåâå.

Òåîðåìà 8 [4]. Ñèñòåìû (1), (2), (3) ýêâèâà-
ëåíòíû ñèñòåìàì (13), (14), (16) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 9. Ñèñòåìû (1), (8) ýêâèâàëåíòíû
óðàâíåíèþ

...
y = y2 + εÿ +A, (31)

ñèñòåìà (9) � óðàâíåíèþ

...
z = z2 + εz̈ +A, (32)

à ñèñòåìà (12) � óðàâíåíèþ

...
y = εÿ + yẏ − εy2 +A. (33)

Òåîðåìà 10 [6]. Óðàâíåíèÿ (31)�(33) íå ÿâ-
ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïåíëåâå -òèïà.

Ñëåäñòâèå. Îáùèå ðåøåíèÿ íè îäíîé èç ñè-
ñòåì (1), (8), (9), (12), (14), (16) íå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì Ïåíëåâå.

Çàìå÷àíèå 1. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 6
ñëåäóåò èç [7].

Çàìå÷àíèå 2. Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà ïî-
äâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèé ñèñòåì (6), (10)
áóäåò âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ òåñòà Ïåíëåâå [5].
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