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Ââåäåíèå

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
(ÑÀÓ) ÿâëÿåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü. Àíàëèç óñòîé-
÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ íåëèíåéíûõ ÑÀÓ ìîæíî
ïðîâîäèòü ÷àñòîòíûìè ìåòîäàìè èëè ïðÿìûì
ìåòîäîì Ëÿïóíîâà [1]. Îäíàêî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ
èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì
ñ ó÷åòîì èõ äèñêðåòíûõ, íåñòàöèîíàðíûõ è íåëè-
íåéíûõ õàðàêòåðèñòèê. Íàðÿäó ñ ýòèì ïàðàìåò-
ðû ÑÀÓ ìîãóò áûòü íåîïðåäåëåííûìè, çàäàííû-
ìè â êàêîé - òî îáëàñòè [2]. Ïðè íàëè÷èè êîì-
ïëåêñà òàêèõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ áóäåì
íàçûâàòü ÑÀÓ ñëîæíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè, ìåòîäû àíàëèçà êîòîðûõ ïîäëåæàò äàëü-
íåéøåé ðàçðàáîòêå.

I. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ íåñòàöèîíàðíóþ
íåëèíåéíóþ ñèñòåìó, óðàâíåíèå äèíàìèêè êîòî-
ðîé èìååò âèä:

X(n+ 1) = A[n,X(n)]X(n) (1)

ãäå X(n) = col[x1(n), ..., xm(n)] - âåêòîð ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè m;n = 0, 1, 2, ...
(âìåñòî n ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîå âðåìÿ
tn).

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèìåíÿþòñÿ íîðìû ðåøå-
íèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1), îïèñàííûå â [3].

Ïóñòü ïðè n = l íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåêòî-
ðà ñîñòîÿíèÿ áóäåò X(l). Òðåáóåòñÿ íàéòè îáëà-
ñòè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé H ∈ Rm âåêòîðà X(n)
ïðè ∀n ∈ N1, N1 = [l, ω), ãäå ω - êîíå÷íîå ÷èñëî
èëè ñèìâîë ∞.

Òîãäà, åñëè íà èíòåðâàëå N1 ñóùåñòâóåò ìè-
íèìàëüíûé µmin(n)

= min
x
µ[n,X(n)] è ìàêñè-

ìàëüíûé µmax(n)
= max

x
µ[n, x(n)] êîðíè óðàâíå-

íèÿ

det{A∗[n,X(n)]G(n+ 1)A[n,X(n)]− µG(n)} = 0;

(2)

òî îáëàñòü H îãðàíè÷åíà íåðàâåíñòâîì√√√√G[X(n), l]

(λmax(n)

n−1∏
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≤

≤∥ X(n) ∥≤

√√√√G[X(n), l]

λmin(n)

n−1∏
i=l

µmax(i)
, (3)

ãäå ∥ X(n) ∥= X∗(n)X(n) åâêëèäîâà íîðìà
âåêòîðà; G[X(n), n] = X∗(n)G(n)X(n) - ïðîèç-
âîëüíàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ýðìèòîâà
ôîðìà ñ ìàòðèöåé G(n) =∥ qij (n) ∥=∥ qji(n) ∥;
λmin(n)

, λmax(n)
- ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèé è

íàèáîëüøèé êîðíè óðàâíåíèÿ

det[G(n)− λE] = 0;

E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ñèìâîë * íàä ìàòðèöåé
èëè âåêòîðîì îçíà÷àåò ýðìèòîâó ñîïðÿæåííóþ
ìàòðèöó èëè âåêòîð.

Ïðîèçâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ïåðå-
õîäíûõ ïðîöåññîâ (3), à òàêæå äîêàçàíû ñ èõ
èñïîëüçîâàíèåì äîñòàòî÷íûå êðèòåðèè óñòîé÷è-
âîñòè â öåëîì, áîëüøîì ñëîæíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, à òàêæå èõ àáñîëþòíàÿ
óñòîé÷èâîñòü.

Òàê, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì ïðîöåñ-
ñà X(n), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ≥ l (n è l -
öåëûå ÷èñëà) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
µmax(n) < 1, ãäå µmax(n) - ìàêñèìàëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ (2).

II. Ïðèìåðû

Ïóñòü ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà:

x(n+ 2) + b1[n, x(n), x(n+ 1)]

x(n+ 1) + b2[n, x(n)]x(n) = 0

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ z1(n) = x(n); z2(n) =
x(n + 1); z(n) = col[z1(n), z2(n)] ïðèâåäåì åãî ê
ìàòðè÷íîìó âèäó:

Z(n+ 1) = A[n,Z(n)]Z(n); (4)

A[n,Z(n)] =

[
0 1

−b2 b1

]
Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (4) ðàññìàòðèâàåìûé
êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

b2 + 1± b1 > 0; b2 − 1± b1 < 0 (5)
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Ò.å. íåðàâåíñòâî (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè â öåëîì äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ê ñëîæíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì îòíîñÿò-
ñÿ äèñêðåòíûå ñèñòåìû ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè
(ÄÑÔÓ) [4], îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà êî-
òîðûõ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.

Ðèñ. 1 � Îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ÄÑÔÓ

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû: ÄÑÓ - äèñêðåò-
íîå ñðàâíèâàþùåå óñòðîéñòâî; Ô - ôèëüòð; ÎÓ
- îáúåêò óïðàâëåíèÿ; ÎÑ - óñòðîéñòâî îáðàòíîé
ñâÿçè; y(t), ϵ(t), z(t), g(t), ω(t), u(t) - âõîäíûå
è âûõîäíûå ñèãíàëû ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ.
Óðàâíåíèå äèíàìèêè òàêîé áåçôèëüòðîâîé ñè-
ñòåìû ñî ñðàâíèâàþùèì óñòðîéñòâîì òèïà "âû-
áîðêà - çàïîìèíàíèå"èìååò âèä:

K2

∫ tn+Tn+τn+1

tn+τn+1

[z(t) + g(t)]dt = 2π, (6)

ãäå K2 - êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è öåïè îáðàòíîé
ñâÿçè; Zn = K1hn

;K1 - êîýôôèöèåíò ïðÿìîé öå-
ïè ñèñòåìû; hn = Kbτn - àìïëèòóäâ èìïóëüñà íà
èíòåðâàëå t ∈ [t+n+τn, tn+1+τn+1 ];Kb - êîýôôè-
öèåíò ïåðåäà÷è ñðàâíèâàþùåãî óñòðîéñòâà; τn -
âðåìåííûé ñäâèã ìåæäó âõîäíûì è âûõîäíûì
ñèãíàëàìè íà n - îì ïåðèîäå êâàíòîâàíèÿ; Tn -
ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè. Òàêàÿ ñèñòåìà îòíîñèòñÿ
ê ñëîæíîé äèñêðåòíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå, ó êî-
òîðîé ìîãóò ìåíÿòüñÿ ïàðàìåòðû. Â íåé ïðèñóò-
ñòâóåò êîìáèíèðîâàííàÿ èìïóëüñíàÿ ìîäóëÿöèÿ:
ÀÈÌ-ØÈÌ-×ÈÌ. Ïðîâåäÿ îïåðàöèþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (6) ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

K1Kbτn(Tn + τn+1 − τn)+

+(Tn + τn+1 − τn)gn =
2π

K2
(7)

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (7) ðàññìàòðèâàåìûé
êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó îãðàíè÷åíèþ íà êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ñè-
ñòåìû:

K = K1Kbk2 <
4π

3(T ∗)2
(8)

ãäå T ∗ - óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå ïåðèîäà äèñ-
êðåòèçàöèè.

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû áûë ïðîâåäåí àíàëèç
óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè, êîòî-
ðûé äàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

K <
4π

(T ∗)2
(9)

Èç ñðàâíåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (8) è
(9) âèäíî, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííàÿ
ïî íåëèíåéíîé ìîäåëè ñèñòåìû â òðè ðàçà óæå,
÷åì îáëàñòü, ïîëó÷åííàÿ ïî ëèíåàðèçîâàííîé ìî-
äåëè, ÷òî ïîäòâåðæäåíî òàêæå ýêñïåðèìåíòàëü-
íî.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæå-
íû è äîêàçàíû îöåíêè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ
â ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ.
Íà èõ îñíîâå ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì.
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