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Рассматривается классическая задача Баклея-Леверетта о моделировании процесса вытеснения нефти
водой в крупномасштабном приближении. Приведена информация о разработанном в системе компью-
терной алгебры Wolfram Mathematica интерактивном программном приложении, которое позволяет по-
лучать аналитические непрерывные и разрывные решения.

Введение

Модель Баклея-Леверетта описывает про-
цесс вытеснения нефти водой в крупномасштаб-
ном приближении. В ней принято, что имеет ме-
сто фильтрация двух несмешивающихся несжи-
маемых жидкостей в недеформируемой пори-
стой среде, капиллярный скачок давления меж-
ду фазами не учитывается. Неполнота вытесне-
ния нефти водой учитывается путем введения
функций относительных фазовых проницаемо-
стей fi. Эти функции определяются эксперимен-
тально, при математическом описании считают-
ся известными функциями насыщенностей фаз
si. В модели фильтрации двух несмешивающих-
ся жидкостей, обозначая параметры вытесняе-
мой жидкости индексом 1, а вытесняющей – 2,
для их насыщенностей имеем s1 + s2 = 1, поэто-
му обычно приводят зависимости fi(s), где s –
насыщенность воды.

Пример аналитического задания фазовых
проницаемостей для двухфазной системы нефть
– вода, следуя [1]:

f1(s) =

(
s∗ − s
s∗ − s∗

)p
, 0 ≤ s ≤ s∗;

f1(s) = 0, s∗ ≤ s ≤ 1;

f2(s) = 0, 0 ≤ s ≤ s∗;

f2(s) =

(
s− s∗
s∗ − s∗

)q
, s∗ ≤ s ≤ 1.

В выражениях выше s∗ – насыщенность
связанной воды, 1− s∗ – остаточная нефтенасы-
щенность, p и q – постоянные величины, которые
не меньше 1.

Математическая модель процесса вытесне-
ния строится на основе уравнений неразрывно-
сти фаз и обобщенного закона фильтрации Дар-
си ([1, 2]).

Общие свойства решения задачи о вытесне-
нии при отмеченных предположениях изучаются
в одномерном линейном случае, когда считается
известной суммарная скорость фильтрации. В [1,
2] приведен вывод уравнения для насыщенности,
дана постановка задачи Баклея-Леверетта:

m
∂s

∂t
+ u

∂F (s)

∂x
= 0, (1)

где t - время (t ≥ 0), x - координата (x ≥ 0), по-
ристость m и суммарная скорость фильтрации u
известны (m и u для анализа качественных осо-
бенностей решения считают заданными постоян-
ными), s(t, x) ≡ s2(t, x) – подлежащая определе-
нию насыщенность вытесняющей фазы, вязко-
сти фаз µi считаются известными (постоянны-
ми), функция Леверетта

F (s) =
f2(s)/µ2

f1(s)/µ1 + f2(s)/µ2
. (2)

В начальный момент задаётся начальное
распределение насыщенности, на границе – по-
стоянное граничное значение

s(0, x) = s0(x), (3)

s(t, 0) = s0, (4)

где s0(x) – монотонно убывающая функция или
постоянная (в задаче о “распаде разрыва”), s0 –
постоянная.

Классическое решение задачи (1) - (4) по-
дробно описано, поясняются особенности и, по-
чему при характерных условиях не существует
непрерывных решений, изложено в [1, 2].

Однако, задача Баклея-Леверетта имеет
ряд и других особенностей: неединственность ре-
шений в случае условий типа “распада разрыва”
[3], неустойчивость решений с “плато” [4]. Соот-
ветствующие выкладки, преобразования, полу-
чение решений и их визуализация реализованы в
программном приложении, написанном на языке
Wolfram Language в системе компьютерной ал-
гебры Mathematica. Основные компоненты при-
ложения и некоторые из получаемых иллюстра-
ций приведены ниже.

О программном приложении, примеры
визуализации

Формулы задания относительных прони-
цаемостей, графические элементы определения
традиционного решения Баклея-Леверетта пока-
заны на рисунке 1:
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Рис. 1 – Функция Леверетта, определение скачка по
традиционному алгоритму

Код программы интерактивного формиро-
вания начального распределения насыщенности
с использованием динамических локаторов, под-
ключённым алгоритмом интерполяции много-
членом по опорным точкам (контрольные точки
на профиле) и проверки корректности (монотон-
ность), а также соответствующий график пока-
заны на рисунке 2:

Рис. 2 – Начальные условия и их задание с
проверкой корректности

Рисунок 3 иллюстрирует эволюцию профи-
ля водонасыщенности, распределения даны в на-
чальный и 3 момента времени. Причем зафик-
сирован (решается соответствующее уравнение)

момент образования разрыва t=0.9148, начиная
с которого решение должно строиться как раз-
рывное:

Рис. 3 – Профили распределения насыщенности и
вспомогательные кривые графо-аналитической

техники построения решений

На рисунке 4 показаны рассчитанные для
двух моментов времени классическое и решение
с “плато”:

Рис. 4 – Решения задачи типа “распада разрыва”
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