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1. Функциональные ряды 
 

Выражение 1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ... ( )


=

+ + + + =n n
n

u x u x u x u x  называется функцио-

нальным рядом. Множество всех значений x , для которых функциональный ряд 

сходится, называется областью сходимости функционального ряда. По аналогии 

с числовыми рядами для функциональных рядов вводят понятия условной и аб-

солютной сходимости. 

Для нахождения областей сходимости функциональных рядов используют 

признаки Даламбера, Коши, Лейбница и Вейерштрасса. Для функциональных 

рядов важнейшим является понятие равномерной сходимости. Сходящийся в не-

котором промежутке Е  функциональный ряд 
1

( )


=
 n
n

u x  называется равномерно 

сходящимся в этом промежутке, если для любого 0   найдется ,N  не завися-

щее от x , и такое, что для всех n N  справедливо неравенство 

( ) ( ) ( )= − n nR x S x S x  одновременно для всех значений x . 

Сумма 
1

( ) ( )


=

= n
n

S x u x  равномерно сходящегося ряда непрерывных функ-

ций ( )nu x  есть функция непрерывная. Отметим, что если функциональный ряд 

непрерывных на отрезке функций сходится на этом отрезке к разрывной функ-

ции, то ряд сходится неравномерно. 

Равномерно сходящийся ряд можно почленно интегрировать, а если ряд 

1

( )


=
 n
n

u x  сходится, где ( )nu x – непрерывно дифференцируемые функции, а ряд 

1

( )


=

 n
n

u x  сходится равномерно, то 
1 1

( ) ( ) .
 

= =

 
 =   

 
 n n
n n

u x u x  

Пример 1. Найти область сходимости функционального ряда 
2 1

1

( 1)

+
=

−


n

x
n n

. 

 Решение. При 0x  ряд сходится абсолютно как ряд Дирихле 
1

1



=

n n

 при  

1 . При 0,5 0x−    ряд сходится условно по признаку Лейбница. Область 

сходимости ряда ( 0,5; ) − +x . 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд  
2

1

1 1

2 (2 3 2)



=

+


+ + +
 n
n

n

n x x
. 

 

Решение. Применим признак Коши к ряду, составленному из модулей дан-
ного ряда при фиксированном x : 
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2 2

1 1 1
lim

2 (2 3 2) 2 3 2→

+
 =

+ + + + +
n

nn

n

n x x x x
.  

Данный функциональный ряд сходится абсолютно в области 

2

2

1
1 2 3 1 0,

2 3 2
x x

x x
  + + 

+ +
 или 

1
( ; 1) ; .

2
x   − −  − + 

 
 Вне этого 

интервала, за исключением, быть может, точек 1x=−  и 
1

2
x = − , он расходится. 

В точках 1x=−  и 
1

2
x = −  не выполняется необходимый признак сходимости. 

Ряд сходится абсолютно в области 
1

( ; 1) ; .
2

x   − −  − + 
 

 

Пример 3. Найти область сходимости функционального ряда 
3

1

27 sin
.

n

n
n

x

n

x



=
  

 Решение. Очевидно, что 0x . Применим признак Даламбера: 

1 3 1 3

1

33 3 3 3

27 sin 27( ) 271 1lim lim lim .
( ) 27 sin 27

n n n n

n

n x xn n n n
n

x x
x xu x n n

x xu x xx x
n n

+ +

+

→ → →+ +

  
+ += = =

  

 

Ряд сходится абсолютно в области 
3

27
1 ( ; 3) (3; )x

x
   − −  + . В об-

ласти ( 3;3)x −  ряд расходится. Точки 3x=  исследуем отдельно.  

При 3x=   
3 3

( ) sin ,nu x n
n n

= → . Ряд расходится.  

При 3x=−  
1 13 3

( ) ( 1) sin ( 1) , .
n n

nu x n
n n

+ +
= − −  →  Ряд сходится по 

признаку Лейбница. 

Таким образом, область сходимости ряда ( ; 3] (3; )x − −  + . 

Пример 4. Найти область сходимости ряда 
2

1

.
1

n

n
n

x

x



= +
  

Решение. При 1x :   
2

1

n
n

n

x
x

x


+
. 

Ряд 
1

n

n

x


=
  сходится как сумма бесконечно убывающей прогрессии.  
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Ряд 
2

1 1

n

n
n

x

x



= +
  сходится по признаку сравнения. 

При 1:x   
2 2

1

1

n n

n n n

x x

x x x
 =

+
. 

Ряд 
1

1
n

n x



=
  сходится как сумма бесконечно убывающей прогрессии.  

Ряд 
2

11

n

n
n

x

x



= +
  сходится по признаку сравнения.  

При 1x=  получаем ряды, не удовлетворяющие необходимому признаку 

сходимости. Следовательно, ряд сходится, причем абсолютно, в области 

( ; 1) ( 1;1) (1; )x − −  −  + . 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд 
2

1

cos
sin

n

n

x n

x n



= − . 

Решение. Функции, из которых составлен ряд, определены на множестве 

x n , где n N . Применим признак Коши: 

2 2
cos cos

lim sin lim sin 0
n

n
x n

x n x n

x n x n→ →
= =

− −
. 

Ряд сходится, причем абсолютно, на всей числовой оси, за исключением  

точек ,x n=  где n N . 

Пример 6. Исследовать на равномерную сходимость следующий ряд:  

2 2 2 2

2

( ), [ 1;1]
n n

n

x x x x


−

=

+ −  − . 

Решение. Вычислим n -ю частичную сумму ряда: 
2 4 2 6 4 2 2 2

( ) ( )
n n n

nS x x x x x x x x x
−

= + − + − + + − = ; 

2 0, если 1;
( ) lim

1, если 1.

n

n

x
S x x

x→

 
= = 

= 

 

Ряд непрерывных на отрезке функций сходится на этом отрезке к разрыв-

ной функции, следовательно, сходимость неравномерная. 

Пример 7. Исследовать на равномерную сходимость следующий ряд:  

3
1

3 ( 1)

arctg( ) 3

n

n
n nx x



=

+ −

+ +
 . 

Решение. Для всех значений x  справедливо неравенство  
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3

3 ( 1) 4
0

arctg( ) 3 3
2

n

n nnx x

+ −
 

+ + −

. 

Сходящийся знакоположительный ряд 
1

4

3
2

n
n



= 
−

  является мажорантой для 

данного функционального ряда.  

По признаку Вейерштрасса ряд  
3

1

3 ( 1)

arctg( ) 3

n

n
n nx x



=

+ −

+ +
  сходится равно-

мерно на любом отрезке. 

Пример 8. Исследовать на равномерную сходимость следующий ряд:  

1

( 1)
, [0; )

ln ( 1)

n

n

x
n x



=

−
 +

+ +
 . 

Решение. На промежутке [0; )x +  ряд сходится условно, поэтому при-

знак Вейерштрасса неприменим. Оценим остаток ряда формулой 

1( ) ( )n nR x U x+ . Отсюда получаем неравенство  

1 1
( )

ln ( 2)ln ( 2)
nR x

nn x
  

++ +
.  

Это неравенство выполняется для всех [0; )x + , что свидетельствует о 

равномерной сходимости функционального ряда на указанном промежутке. 

Пример 9. Показать, что ряд 
1

n

n

x


=
  сходится неравномерно на промежутке 

(0;1) . Для любого (0;1)x  ряд сходится как сумма бесконечно убывающей 

прогрессии. 

Решение. Оценим остаток ряда. 
1

1 2
( )

1

n
n n

n
x

R x x x
x

+
+ +

= + + =
−

. Имеем 

1

1 0 1 0
lim ( ) lim

1

n

n
x x

x
R x

x

+

→ − → −
= =

−
. Следовательно, нельзя добиться для любого 0   

неравенства ( )nR x   для всех x  одновременно. Ряд 
1

n

n

x


=
  на интервале (0;1)

сходится неравномерно. 

Пример 10. Исследовать на равномерную сходимость следующий ряд:  

2

2
2

ln 1 ,
lnn

x
x a

n n



=

 
+  

 
 . 
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Решение. Так как 
2 2

2 2
ln 1 , ,

ln ln

x x
n

n n n n

 
+ → 

 
 то в смысле сходимо-

сти ряды 
2

2
2

ln 1
lnn

x

n n



=

 
+ 

 
   и  

2

2
2 lnn

x

n n



=
  ведут себя одинаково. Исходя из не-

равенства 
2 2

2 2
0

ln ln

x a

n n n n
   и сходимости знакоположительного ряда 

2

2
2 lnn

а

n n



=
 , приходим к выводу о равномерной сходимости ряда на указанном 

промежутке. 

Пример 11. Вычислить 
0

1

1
lim

2
n xx

n n



→+
=
 . 

Решение. При 0x  ряд сходится равномерно по признаку Вейерштрасса. 

Поэтому имеем: 
0 0

1 1 1

1 1 1
lim lim 1

2 2 2
n x n x nx x

n n nn n

  

→+ →+
= = =

= = =   . 

Пример 12. Можно ли ряд 
2

1

3cos 5sin

2
n

n

nx n x


=

+
  почленно интегрировать 

в промежутке [1;10]? 

Решение. Для всех значений x  справедливо неравенство  
2

3cos 5sin 8
0

2 2
n n

nx n x+
  . 

Ряд 
1

8

2
n

n



=
  является мажорирующим для функционального ряда 

2

1

3cos 5sin

2
n

n

nx n x


=

+
 , следовательно, искомый ряд равномерно сходится на лю-

бом конечном промежутке. Равномерно сходящийся ряд можно почленно инте-

грировать. 

Пример 13. Возможно ли почленное дифференцирование ряда 
2

1

arctg ?
n

x

n



=
  

Решение. Функции 
2

( ) arctgn
x

u x
n

=  непрерывно дифференцируемы при 

x  . Ряд 
2

1

arctg
n

x

n



=
  сходится, т. к. 

2 2
arctg ,

x x
n

n n
→ . 
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Ряд 
2

2 4 2
1 1

arctg
n n

x n

n n x

 

= =

 
= 

+ 
   в силу признака Вейерштрасса сходится 

равномерно для 
2

4 2 2

1
( ; )

n
x

n x n

 
 − +  

+ 
. 

Следовательно, почленное дифференцирование ряда возможно. 

Пример 14. Найти сумму степенного ряда 
0

1

( )( 1)n n x n x



= + + +  и указать 

область его определения. 

Решение. Ряд определен на всей числовой оси за исключением точек 
0, 1, 2,...x= − − . Разложим общий член ряда на простейшие дроби и запишем его  

n -ю частичную сумму: 

0

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 1 1 2 1

n

n
k

S
k x k x x x x x x n x n=

       = − = − + − + + − =       
+ + + + + + + + +       

  

1 1

1x x n
= −

+ +
. 

 Найдем lim :n
n

S S
→

=    
1 1 1

lim , 0, 1, 2,... .
1→

 = − =  − − 
+ + n

S x
x x n x

 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти сумму функционального ряда: 

а) 
0

1
, 0.

ln (2 3)
n

n

x
x



=


+

  Ответ: 
ln (2 3)

ln (2 3) 1

x

x

+

+ −
. 

б) 
0

1
.

( )( 2)n n x n x



= + + +  Ответ: 
2 1

, 0; 1; 2; ... .
2 ( 1)

x
x

x x

+
 − −

+
 

 

2. Найти область сходимости функционального ряда: 

а) 

1 2

1

( 1) ( 6 11)

( 2) 3

n n

n
n

x x

n

+

=

− − +

+ 
 . Ответ: [2; 4]x . 

б) 
1

.
2

n n

n

x x
−



=

+
   

Ответ: ряд расходится на всей числовой оси ( 0)x  . 
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в) 
1

ln
.

( )( 1)
x

n

n

n e n



= − +
   

Ответ: областью допустимых значений x  является lnx n , в этой обла-

сти ряд сходится. 

г) 

2

3
1

(5 4)

3 ( 1)

n

n
n

x

n



=

+

+
 . Ответ:  . 

д) 
1

3

( 2 )

x

x
n n n



= +
 . Ответ: x R . 

е) 
sin

1

1

2
n x

n



=
 . Ответ: 2 (2 1) , .k x k k Z  +    

ж) 
1

(3 4)

3

n

n
n

n x

=

−
 . Ответ: 

1 7

3 3
x  . 

з) 
sin

1

1
n x

n e



=
 . Ответ: 2 2 , .k x k k Z +    

3. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равномерную сходимость 

ряда на указанном промежутке: 

а) 
sin

2
2

, ( ; )
ln

nx

n

e

n n



=

− + . Ответ: мажоранта 
2

2 lnn

e

n n



=
 . 

б) 
2 2

1

3 ( 1)
, ( ; )

arctg( ) 3

n

n nx x n



=

+ −
− +

+ +
 . Ответ: мажоранта 

2
1

4

3
2

n n



= 
−

 . 

в) 

3 2

2
1

( 2) (3 ) 1 1
, ;

9 9ln (1 ) 2

n

n

n x

x n



=

+   −
  + +

 . Ответ: мажоранта 

3

1

( 2)

9 2
n

n

n

n



=

+


 . 

г) 

2

5 241

( 3) sin
, 4; 2

n

n

x nx

n x



=

+
− −  

+
 . Ответ: мажоранта 

5/4
1

1

n n



=
 . 

д) 
2

1

1
( 4) tg

, 6; 2
2 1

n

n
n

x
x n

n



=

+
+ − −  

+
 . Ответ: мажоранта 

3/2
1

1

n n



=
 . 
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2. Степенные ряды. Ряды Тейлора 
 

Ряд вида 
2

0 1 2
0

...
n

n
n

с с x с x с x


=

+ + + = называется степенным рядом. В 

точке 0x=  он сходится. 

Основной теоремой теории степенных рядов является теорема Абеля. Если 

степенной ряд 
0

n
n

n

с x


=
  сходится при 0x x= , то он абсолютно сходится для всех 

x , удовлетворяющих условиям 0 0x x x−   . Если степенной ряд расходится 

при 0x x= , то он расходится для всех x , удовлетворяющих условию 0x x .  

Таким образом, существует интервал сходимости степенного ряда 

R x R−   . 

Число R  называется радиусом сходимости числового ряда. Радиус сходи-

мости степенного ряда можно вычислять по формуле 
1

lim n

n
n

c
R

c→
+

=  или 

1
lim
n n

n

R
c→

= , при условии, что указанные пределы существуют. Граничные 

точки интервала могут как входить, так и не входить в область сходимости. 

На всяком отрезке, целиком принадлежащем интервалу сходимости, сте-

пенной ряд сходится равномерно.  

Степенной ряд можно почленно интегрировать на отрезке [0; ]x , целиком 

принадлежащем интервалу сходимости, сколько угодно раз. Степенной ряд 

можно почленно дифференцировать в каждой точке его интервала сходимости 

сколько угодно раз. 

Для нахождения сумм степенных рядов часто применяют и дифференци-

рование и интегрирование. 

Пусть функция ( )f x  в окрестности точки 0x  имеет производные всех по-

рядков. Тогда для любого n  в этой окрестности можно записать формулу Тей-

лора: 

( )

0 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

1! !

n
n

n

f x f x
f x f x x x x x R x

n


= + − + + − + . Если 

при этом остаточный член формулы Тейлора стремится к нулю при n→  в каж-

дой точке упомянутой окрестности, то в формуле Тейлора можно перейти к пре-

делу и записать ряд Тейлора для функции ( )f x : 

( ) ( )

0 0 0
0 0 0 0

0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... ( ) ... ( ) .

1! ! !

n n
n n

n

f x f x f x
f x f x x x x x x x

n n



=


= + − + + − + = −  

 Если 0x x= , то иногда ряд Тейлора называют рядом Маклорена.  
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 Запишем основные табличные разложения функций ( )f x  в ряд Маклорена: 

2 3

0

1 ... , (| | )
! 2! 3!

n
x

n

x x x
e x x

n



=

= = + + + +  ; 

2 1 3 5

0

( 1)
sin ... , (| | )

(2 1)! 3! 5!

n n

n

x x x
x x x

n

+

=

−
= = − + − 

+ ; 

2 2 4

0

( 1)
cos 1 ... , (| | )

(2 )! 2! 4!

n n

n

x x x
x x

n



=

−
= = − + −  ; 

2

0

( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1 1 ...

! 2!

n

n

n
x x x x

n




=

 − − +  −
+ = + = + + + +  

( 1) ( 1)
..., (| | 1)

!

nn
x x

n

 − − +
+ +  ; 

 

1 2 3

1

( 1)
ln (1 ) ... , ( 1 1)

2 3

n
n

n

x x
x x x x

n

−

=

−
+ = = − + − −   ; 

 

1 3 5
2 1

1

( 1)
arctg ... , (| | 1)

2 1 3 5

n
n

n

x x
x x x x

n

−
−

=

−
= = − + − 

− . 

 При разложении функций в степенные ряды обычно применяют следую-

щие приемы: непосредственное разложение функции в ряд Тейлора; использова-

ние сложения и вычитания рядов и умножение ряда на число; использование таб-

личных разложений; использование дифференцирования и интегрирования ря-

дов; использование умножения и деления рядов; метод неопределенных коэффи-

циентов; подстановка ряда в ряд. 

Отметим, что если каким-либо образом функция ( )f x  разложена в сходя-

щийся степенной ряд, то это разложение является рядом Тейлора. 

Степенные ряды находят широкое применение при вычислении прибли-

женных значений функций, приближенном вычислении определенных интегра-

лов, нахождении пределов функций и решении дифференциальных уравнений. 

Пример 1. Найти область сходимости степенного ряда 
0

( 3)

4 1

n

n
n

x

n



=

+

+
 .  

Решение. Найдем радиус сходимости данного ряда:  
1

4 2
lim 4

4 1

n

nn

n
R

n

+

→

+
= =

+
. 

Ряд сходится в области 4 3 4x−  +  , т. е. в интервале 7 1x−   .  
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При 7x=−  получаем ряд 
0

1
( 1)

1

n

n n



=

−
+

 , который сходится по признаку 

Лейбница. При 1x=  получаем ряд 
0

1

1n n



= +
 , который расходится, т. к. 

1 1

1n n+
 при n→ . Области сходимости ряда [ 7;1)x − .  

Пример 2. Найти область сходимости следующего степенного ряда: 

0

2
( 1)

(1 4 ) 3

n n
n

n
n

x

n



=


−

+ 
 . 

Решение. Найдем радиус сходимости по признаку Коши: 

3 (1 4 ) 3
lim

22

n

n
nn

n
R

→

+
= =  (как известно, lim 1n

n
a n

→
 = ). 

Ряд сходится в области 
3 3

2 2
x−   . При 

3

2
x = −  получаем ряд 

0

1

1 4n n



= +
 , который расходится. При 

3

2
x =  получаем ряд 

0

1
( 1)

1 4

n

n n



=

−
+

 . 

Этот ряд сходится по признаку Лейбница. 

Область сходимости ряда 
3 3

;
2 2

x
 

 − 
 

. 

Пример 3. Найти область сходимости ряда 
0

!
( 1)

(2 )!

n

n

n
x

n



=

+ . 

Решение. Найдем радиус сходимости степенного ряда по признаку  

Даламбера: 
1

! (2 2)! (2 1)(2 2)
lim lim lim .

(2 )! ( 1)! 1
n

n n n
n

a n n n n
R

a n n n→ → →
+

 + + +
= = = =

+ +
 

Область сходимости степенного ряда ( ; )x − + . 

Пример 4. Найти область сходимости степенного ряда 
0

!
( 1)

3

n

n
n

n
x



=

+ . 

Решение. Находим 
1

! 3 3
lim lim 0.

13 ( 1)!

n

nn n

n
R

nn

+

→ →


= = =

++
 Ряд сходится в един-

ственной точке 1x=− .  

Пример 5. Найти область сходимости ряда 
3 1

2
0

.
(3 5) 27

n

n
n

x

n

 +

+
= +
  



13 
 

Решение. Ряд содержит бесконечное число нулевых членов. Применим об-

щий подход нахождения области сходимости функциональных рядов: 
3

3 4 2
1

3 3 1

( ) (3 5) 27
lim lim .

( ) 27(3 8) 27

n n
n

n nn n
n

xu x x n

u x n x

+ +
+

+ +→ →

 + 
= =

+ 
 

Данный ряд сходится, причем абсолютно, если 

3

1
27

x
 , т. е. 3 3.x−    При 

3x=−  получаем ряд 
2 2

0 0

( 1) 27 ( 3) ( 1)3
.

3 5(3 5)27 27 27

n n n

n
n n nn

 

= =

− − −
=−

++ 
   Он сходится по при-

знаку Лейбница. При 3x=  получаем расходящийся ряд 
2

0

3 1

3 527 n n



= + . 

Область сходимости ряда [ 3; 3)x − . 

Пример 6. Найти область сходимости степенного ряда 

2

0

( 4)
.

( 3)

n

n
n

x

n



=

+

+
  

Решение. Применим признак Коши:  

если

если

0, 4 1;4
lim ( ) lim

3 , 4 1.

n

n
n

n n

xx
u x

n x→ →

 + + 
= = 

+  + 

 

Таким образом, ряд сходится, если 4 1x+  , т. е. [ 5; 3]x − − . 

Пример 7. Исследовать на сходимость степенной ряд 

2 1

1

!
.

(2 1)!!

n

n

n x

n

+

= −  

Решение. Находим 

2 3 2
1

2 1

( ) ( 1)! (2 1)!!
lim lim .

( ) 2(2 1)!! !

n
n

nn n
n

u x n x n x

u x n n x

+
+

+→ →

+  −
= =

+ 
 

Ряд сходится в области 
2

1,
2

x
  т. е. ( 2; 2 )x − . 

При 1 ( ) 2 2
2 1

( ) 2 1
n

n

u x n
x

u x n
+ +

= = 
+

 не выполняется необходимый признак 

сходимости. Область сходимости ряда ( 2; 2 )x − . 

Пример 8. Исследовать степенной ряд 
1

3 ( 2)
( 1)

n n
n

n

x
n



=

+ −
+ на  

сходимость. 

Решение. Найдем радиус сходимости этого ряда: 
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1 1 1
lim lim .

33 ( 2) 3 2
1

3

n nn n nn
n

n

R

n n

→ →
= = =

 + −  + −     

 

Ряд сходится абсолютно в области 
1

| 1|
3

x+  , т. е. 
4 2

.
3 3

x−   −   

При 
4

3
x = −  ряд 

1 1 1

3 ( 2) ( 1) ( 1) 1 2

33

n n n n n

n
n n nn n n

  

= = =

+ − − −   = +  
 

   сходится как 

сумма двух сходящихся рядов (условно). При 
2

3
x = −  ряд  

1 1 1

3 ( 2) 1 1 2

33

n n n

n
n n nn nn

  

= = =

+ −  = +  − 
 

   расходится. Следовательно, областью 

сходимости ряда является промежуток 4 2
; .

3 3
 − −  

 

Пример 9. С помощью почленного интегрирования найти сумму ряда  

2 1

1

.
n

n

n x


−

=
  

Решение. Областью сходимости ряда является промежуток | | 1.x   

Проинтегрируем этот ряд: 

2 1 1
1 1

1 1 1

( ) .
n n n

n n n

S x dx n x dx nx c x nx c
  

− −

= = =

 
= = + = + 

 
     

Положим 
1

1
1

( ).
n

n

nx S x


−

=

=   

Проинтегрируем этот ряд:  

1
1 2 2

1 1

( ) ( ) .
1

n n

n n

x
S x dx nx dx x c c

x

 
−

= =

= = + = +
−    

Находим 1 12 2

1
( ) , ( )

(1 ) (1 )

x
S x S x dx c

x x
= = +

− −
 . 

Проинтегрируем полученное выражение: 
2

4 3

(1 ) 2 (1 ) 1
( ) , | | 1.

(1 ) (1 )

x x x x
S x x

x x

− + − +
= = 

− −
 

Пример 10. С помощью почленного дифференцирования найти сумму 

ряда 

1 2

1

( 1)
( )

(2 1)

n n

n

x
S x

n n

−

=

−
=

− . 
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Решение. Легко показать, что областью сходимости ряда является проме-

жуток | | 1.x   

В области | | 1x   этот ряд дважды продифференцируем: 

1 2 1
1 2 2

2
1 1

( 1) 2
( ) 2 , ( ) 2 ( 1) .

2 1 1

n n
n n

n n

x
S x S x x

n x

− − 
− −

= =

−
 = = − =

− +
   

Полученное выражение дважды проинтегрируем:  

12

2
( ) 2arctg ;

1
S x dx x c

x
 = = +

+
  

2

1 2 1 2( ) 2 arctg 2 arctg ln (1 ) .S x x dx c x c x x x c x c= + + = − + + +  

Учитывая, что (0) (0) 0,S S = =  находим 1 0c =  и 2 0c = . 

Следовательно, 

2
2

1

( 1)
2 arctg ln (1 ).

(2 1)

n n

n

x
x x x

n n



=

−
= − +

−  

Так как степенной ряд сходится и на концах интервала, по теореме о не-

прерывности правой части можно утверждать, что полученное соотношение 

верно при | | 1.x   

Пример 11. Найти сумму ряда 
2

2

( 1)

2

n

n n n



=

−

+ −
 . 

Решение. Рассмотрим степенной ряд 
1

2
2

( 1)

2

n
n

n

x
n n


−

=

−

+ −
 , который сходится 

в области | | 1.x   Легко показать, что  

1 1 2

2 3
2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)1 1
.

3 1 22 3

n n n n n n

n n n n

x x x

n nn n x

− − +   

= = = =

− − −
= −

− ++ −
     

Ряды 

1

1
2

( 1)
( )

1

n x n

n

x
S x

n

− −

=

−
=

−  и 

2

2
2

( 1)
( )

2

n n

n

x
S x

n

+

=

−
=

+  можно почленно 

дифференцировать в области | | 1:x   

1 2
1

2

1
( ) ( 1)

1

n n

n

S x x
x


− −

=

 = − =
+ ; 

1

0

( ) ln (1 )
1

x
dt

S x x
t

= = +
+ ; 

3
1

2
2

( ) ( 1)
1

n n

n

x
S x x

x


+

=

 = − =
+ ; 

3 3 2 3

2

0 0

1 1
( ) ln (1 )

1 1 2 3

x x
t t x x

S x dt x x
t t

 + −
= = = − + + − + + +  
  ; 
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2 3

3

1 1
( ) ln (1 ) ln (1 ) , 1;

3 2 33

 
= + − − + + − +  

 

x x
S x x x x x

x
 

2 1 0
2

( 1) 2 5
lim ( ) ln 2 .

3 182

n

x
n

S x
n n



→ −
=

−
= = −

+ −
  

Пример 12. Разложить в ряд Маклорена функцию  ( ) 3
x

f x = . 

Решение. Запишем табличное разложение функции 
t

e  в ряд Маклорена: 
2

0

1 ... ... , | |
2! ! !

n n
t

n

t t t
e t t

n n



=

= + + + + + =  . 

 Положим в этом разложении ln3t x= . Получим  
2

ln 3 2

0

ln 3 ln 3 ln 3
3 1 ln 3 ... ... , | | .

2! ! !

n n
x x n n

n

e x x x x x
n n



=

= = + + + + + =   

Пример 13. Разложить в ряд Тейлора функцию 
1

2 5x+
 по степеням 4x+ . 

 Решение. Так как 
1 1 1 1

2 5 2( 4) 3 3 2
1 ( 4)

3

x x
x

= = − 
+ + −

− +

, то в разложении 

0

1
, 1

1

n

n

t t
t



=

= 
−  . Заменив t  на 

2
( 4)

3
x+ , получим  

0

2( 4)1 2
( ) ( 4) , 1,

3 3 3

n

n

n

x
f x x



=

+ = − +  
 

  т. е. 
11 5

.
2 2

x−   −  

Пример 14. Разложить в ряд Тейлора по степеням 2x+  функцию 
2

( ) ln( 5 4).f x x x= − − −   

Решение. Так как 
2

( 5 4) ( 1 )(4 ),x x x x− − − = − − +  то, полагая 2 ,x t+ =  

получим 
2

5 4 2(1 ) 1 .
2

t
x x t  − − − = − + 

 
 Отсюда следует, что  

1

1 1

( ) ( ) ln 2 ln(1 t) ln 1 ln 2 ( 1)
2 2

n n
n

n
n n

t t t
f x t

n n

 
−

= =

 = = + − + + = − + − = 
  

   

1 1

1 1

( 1) ( 1) ( 2)
ln 2 1 ln 2 1 , [ 3; 1).

2 2

n n nn

n n
n n

xt
x

n n

− − 

= =

   − − +
= + − = + −  − −   

   
   

   

 Пример 15. Функцию ( ) ln (1 )
x

f t e x=  +  разложить в ряд Маклорена до 
4
.x  

Решение. Запишем табличные разложения:  
2 3 4

1 ..., ;
1! 2! 3! 4!

x x x x x
e x= + + + + +   



17 
 

2 3 4

ln (1 ) ..., 1 1.
2 3 4

x x x
x x x+ = − + − + −    

Произведя умножение рядов, получим 
2 3 4 2 3 4

ln (1 ) 1 ... ...
2 6 24 2 3 4

x x x x x x x
e x x x

  
 + = + + + + + − + − + =  

  
 

2 3 41 1 1 1 1 1 1 1
1 ...

2 3 2 2 4 3 4 6
x x x x     = + − + + − + + − + − + + =     

     
 

2 3 41 1
0 ..., ( 1; 1]

2 3
x x x x x= + + + +  − . 

Пример 16. Используя метод неопределенных коэффициентов, функцию 

( ) tgf x x=  разложить в ряд Маклорена до 
5

x . 

Решение. Имеем 

3 5

3 5
1 3 52 4

...
sin 6 120tg ... .
cos

1 ...
2 24

x x
x

x
x a x a x a x

x x x

− + +
= = = + + +

− + +

 

Запишем тождество 

( )
3 5 2 4

3 5

1 3 5... 1 ... ...
6 120 2 24

x x x x
x a x a x a x

 
− + + = − + + + + + 

 
. 

Перемножая ряды и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-

нях, получим систему уравнений: 

1

1
3

3 1
5

1,

1
,

2 6

1
,

2 24 120

a

a
a

a a
a

=

− = −

− + =

 

из которой находим 1 3 5
1 2

1, , .
3 15

a a a= = =  

Имеет место разложение 
3 51 2

tg ... .
3 15

x x x x= + + +  

Пример 17. Разложить в ряд Тейлора функцию cosy x=  по степеням 

.
4

x
 − 

 
  

Решение. Вычислим значения функции и ее производных при 
4

x


= : 
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( ) ( )

( 1)

2
cos , ;

4 2

2
cos , ;

2 4 2

2
cos 2 , ;

2 4 2

2
cos 3 , ;

2 4 2

cos , cos ;
2 4 4 2

n n

n

y x y

y x y

y x y

y x y

y x n y n

y
+

 = = 
 

     = + = −   
   

     = +  = −   
   

     = +  =   
   

        = +  = +     
     

( ) ( )( 1)
cos ( 1) , cos .

2

n
x n y

+ = + +  =  
 

 

Запишем формулу Тейлора для произвольного n : 
2 3

1

1

4 42 4cos 1 ... ( );
2 1! 2! 3!

4
( ) cos ( );

( 1)!

4
( ) .

( 1)!

n

n

n

n

n

x xx
x R x

x

R x
n

x

R x
n

+

+

      − −    −
    = − − + + +

 
 
 

 − 
 

= 
+

 − 
 


+

 

Так как ряд 

1

1

4

( 1)!

n

n

x

n

+



=

 − 
 

+  сходится на промежутке ( ; )x − + , то 

1

4
lim 0.

( 1)!

n

n

x

n

+

→

 − 
 

=
+

 

Следовательно, полученный ряд Тейлора сходится к cos x  при любом x . 
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Пример 18. Разложить в ряд Маклорена функцию 
3

( )
1 sin

x
f x

x
=

+
 до 

7
.x   

Решение. Разложим функцию 
1

1 sin x+
 в ряд Маклорена до 

4
x  и получен-

ный ряд умножим на 
3

x : 
2 3 4

2 3
3 3 3

4

3
2 4 3 4 2 3 4

1
1 sin sin sin sin ...

1 sin

1
6 6 6

1 5 2
1 ... 1 ... ;

6 3 6 3

x x x x
x

x x x
x x x x

x
x x x x x x x x x

= − + − + + =
+

     
= − − + − − − + =     

     

= − + + − − + + = − + − + +

 

3
3 4 5 6 75 2

... .
1 sin 6 3

x
x x x x x

x
= − + − + +

+
 

Разложение справедливо в области sin 1,x   т. е. 
2

x k


 +  . 

Пример 19. Разложить в ряд Тейлора функцию 
2

1
( )

(4 )
f x

x
=

−
 по степе-

ням 2.x−   

Решение. Разложим по степеням 2x−  функцию 
1

.
4 x−

 

Имеем 

2

2
0

1 1 1 1 1

4 4 (( 2) 2) 2 ( 2) 2 2
1

2

( 2) ( 1) ( 2)1 2 1 2
1 ... ... , 1, (0; 4).

2 2 2 22 2 2

n n

n n
n

x x x x

x x xx x
x



=

= = = =
− − − + − − −

−

 − − −− −
= + + + + + =   

 
 



 

Так как 
2

1 1
,

4(4 ) xx

 =  
− −

 то  

2

2 2 3
0

2( 2) 3( 2) ( 1)( 2)1 1 1
... , (0; 4).

4 4(4 ) 2 2 2 2 2

n

n
n

x x n x
x

x



=

− − + −
= + + + = 

−  
  

Пример 20. Разложить в ряд Маклорена функцию ( ) arcsinf x x= . 

Решение. Используя разложение функции 
2

(1 )t+  в ряд Маклорена, запишем 
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1
2 2 4 62

2

1 3 1 3 5

2 2 2 2 21 1
(1 ) 1 ...

2 2! 3!1
x x x x

x

−

       − − − −  −       
       

= − = − + + + =
−

 

2

1

(2 1)!!
1 , 1.

2 !

n

n
n

n
x x

n



=

−
= + 


  

Так как 
2

1
(arcsin ) ,

1
x

x

 =
−

 то  

2 2 1

1 10

(2 1)!! (2 1)!!
arcsin 1 , 1.

2 ! 2 ! (2 1)

x
n n

n n
n n

n n
x t dt x x x

n n n

 
+

= =

 − −
= + = +  

  + 
   

При 2n=  получаем 
3 51 3

arcsin ... .
6 40

x x x x= + + +  

Пример 21. Вычислить 

2

5e  с точностью до 0,01. 

Решение. При вычислении различных степеней числа e  используют при-

ближенную формулу 
2

1 ...
2! !

n
x x x

e x
n

 + + + + . 

Если 1,x n +  то остаток оценивается формулой 
1

.
! ( 1 )

n

n
x

R
n n x

+


+ −

 

В разложении функции ( )f x  полагаем 
2

:
5

x =  

2 3

2

5

2 2

5 52
1 ... .

5 2 6
e

   
   
   

= + + + +  

При 3n= :   

4
2

5
5

0,01.
6 3 18nR

   
 

 
 

 

Таким образом, 

2

5 2 4 8
1 1,48 .

5 25 2 125 6
e = + + + 

 
 

Пример 22. Вычислить 
3

20

3cos arcsin 3 1
lim .

ln (1 )x

x x x

x→

+ − +

−
  

Решение. Так как 
2 2

ln (1 ) , 0,x x x− − →  то  

2
2

3

2 20 0

1 1
3 1 ... ... 3 1 ...

2 3 93cos arcsin 3 1
lim lim

ln (1 )x x

x
x x x

x x x

x x→ →

   − + + + − + − +  
 + − +  

= =
− −
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2 2

20

3 1
3 ... ... 3 ...

72 3lim .
6x

x x x x

x→

− + + + − − + +
= =

−
 

Пример 23. Вычислить 

3 2

30

ln (1 ) 2sin 2 cos
lim .

arctgx

x x x x

x→

+ − +
  

Решение. Так как 
3 3

arctg , 0,x x x→  то  

3
3

3 2

3 30

... 2 ... 2 (1 ...)
6ln (1 ) 2sin 2 cos

lim
arctgx

x
x x x

x x x x

x x→

 
+ − − + + + 

+ − +  
= =  

3 3

30

1
2 2 ...

43lim .
3x

x x x x

x→

− + + +
= =  

Пример 24. С помощью ряда Маклорена вычислить с точностью 0,001

интеграл 

1

0

cos .x dx  

Решение. В ряде Маклорена для функции cos x , заменяя x  на x , получим 

1 1 12 3 2 3 4

0 0 0

cos 1 ... ...
2 24 720 4 72 2880

x x x x x x
x dx dx x

   
= − + − + = − + − + =   

   
   

1 1 1
1 ... .

4 72 2880
= − + − +  

Остаток этого ряда оценивается первым отбрасываемым членом. Таким об-

разом,  
1

0

1 1
cos 1 0,764.

4 72
x dx  − + =  

Пример 25. Найти первые пять членов разложения в ряд решения уравне-

ния  
2 2

,y x y = +  удовлетворяющего условиям 
1

( 1) 2, ( 1) .
2

y y − = − =  

Решение. Решение можно искать в виде ряда 

2 3( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1! 2! 3!

f f f
y f x x x

  − − −
= − + + + + + + +  

IV

4( 1)
( 1) ... .

4!

−
+ + +

f
x  

Здесь 
1

( 1) 2, ( 1) .
2

f f − = − =  Находим ( 1), ( 1)f f − −  и 
IV

( 1):−f  
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( 1) 5, ( ) 2 2 , ( 1) 0;f f x x y y f   − = = +  − =  

IV IV2 45
( ) 2 2( ) 2 , ( 1) .

2
 = + +  − =f x y y y f  

Подставляя найденные решения в искомый ряд, получаем решение дан-

ного уравнения: 

2 41 5 15
2 ( 1) ( 2) ( 1) ... .

2 2 16
y x x x= + + + + + + +  

Пример 26. Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти пять 

первых членов разложения в степенной ряд решения уравнения 

3 2 4 6 0,y y y x − + − + =  удовлетворяющего условиям (0) 6, (0) 8.y y= =  

Решение. Частное решение ищем в виде степенного ряда  
2 3 4

2 3 4 0 16 8 ..., ( (0), (0)).y x a x a x a x a y a y= + + + + + = =  

Находим ( )y x  и ( )y x : 
2 3

2 3 4

2

2 3 4

( ) 8 2 3 4 ;

( ) 2 6 12 ... .

y x a x a x a x

y x a a x a x

 = + + +

 = + + +
 

Имеем 
2 2 3 2 3

2 3 4 2 3 4 2 3

4

4

2 6 12 24 6 9 12 12 16 2 2

2 4 6 ... 0.

a a x a x a x a x a x x a x a x

a x x

+ + − − − − + + + + +

+ − + + =
 

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях, получим 

0

2

1
3 2

2
4 3 2

2 24 12 6 0,

6 6 16 4 0,

12 9 2 0.

x a

x a a

a a ax

− + + =

− + − =

− + =

 

Из этой системы последовательно находим: 2 3 4
1

3, 1, .
4

a a a= = =  

Следовательно, искомое частное решение запишется в виде 

2 3 41
( ) 6 8 3 ... .

4
y x x x x x= + + + + +  

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти область сходимости степенного ряда: 

а) 
0

( 1) ( 2)
.

3

n n

n

x

n



=

− +

+  Ответ: ( 3; 1 .x − −   
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б) 
2

0

3
.

(1 5 ) 5

n n

n
n

x

n



= +
  Ответ: 

5 5
; .

3 3
x

 
 − 
 

 

в) 

2

0

( 3)
.

( 4)

n

n
n

x

n



=

−

+
  Ответ: 2; 4 .x    

г) 
0

, 0, 0.
n

n n
n

x
a b

a b



=

 
+

  Ответ: ( ); max ( ; ).x R R R a b − =  

 

д) 
5

( 1) 4
ln .

4

n

n

x n

nn



=

− + 
 

− 
  Ответ: 0; 2 .x    

 

е) 
1

( 1 1).
3

n

n
n

x
n n

n



=

+ − −


  Ответ: 3; 3 .x −    

 

ж) 
3

1

2
arctg .

1

n

n

n
x

n



=

+

+  Ответ: ( )1;1 .x −  

 

з) 

3 1

2
1

.
(3 5) 4

n

n
n

x

n

 +

+
= +
  Ответ: )3 34; 4 .x  −


 

и) 

1
2 1

2
1

3
.

(2 3)

n
n

n

x
n

 +
−

= +
  Ответ: 

1 1
; .

3 3
x

 
 − 
 

 

к) 
2

( 1)
, .

ln

n

m
n

x
m R

n n



=

−
   

Ответ: 0 2x   при 1; 0 2m x    при 1.m  

2. Найти сумму ряда, указать его область сходимости: 

а) 
1

2
.

n n

n

x

n



=
  Ответ: 

1 1
ln 1 2 , ; .

2 2
x x  − −  −  

 

б) 
1

1

.
( 1)

n

n

x

n n

 +

= +  Ответ: )(1 ) ln (1 ) , 1; 1 .x x x x− − +  −  

в) 
0

( 1) .
n

n

n x


=

+  Ответ: 
2

1
, 1.

( 1)
x

x


−
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г) 
1

1 2 2 3 ... ( 1) ... .
n

x n n x
−

 +  + + + +  Ответ: 
3

2
, 1.

(1 )
x

x


−
 

3. Найти первых три отличных от нуля члена ряда Тейлора для функций: 

а) 02 2

1
( ) , 1.

(1 )
f x x

x
= =

+
 Ответ: 

2
( 1)1 1

( ) ... .
4 2 2

xx
f x

−−
= − + +  

б) 0

ln (1 )
( ) , 0.

cos

x
f x x

x

+
= =  Ответ: 

2 31 5
( ) ... .

2 6
f x x x x= − + +  

в) 0
1

( ) , 1.
arctg

f x x
x

= =   

Ответ: 
2

2 3

4( 2)4 8
( ) ( 1) ( 1) ... .f x x x

+
= − − + − +
  

 

4. Разложить функцию ( )f x  в ряд Маклорена, найти область сходимости 

полученного ряда: 

а) 
2

( ) ln (1 5 4 ).f x x x= − +  Ответ: 
1

1 4 1
( ) , .

4

n
n

n

f x x x
n



=

+
= −   

б) 
2

4 3
( ) .

3 2

x
f x

x x

+
=

− +
 Ответ: 

1
0

11
( ) 7 , 1.

2

n

n
n

f x x x


+
=

 
= −  

 
  

в) 
2

1
( ) .

1
f x

x
=

−
 Ответ: 

2

1

(2 1)!!
( ) 1 , 1.

2 !

n

n
n

n
f x x x

n



=

−
= + 


  

г) 
ln (1 )

( ) .
1

x
f x

x

+
=

+
 Ответ: 

1 1 1
( ) ( 1) 1 ... , 1.

2

n n
f x x x

n

−  = − + + +  
 

 

5. Разложить в ряд Тейлора функцию ( )f x  в окрестности точки 0x : 

а) 
2

2 8 3
0( ) , 2.

x x
f x e x

+ +
= = −   

Ответ: 
5

2

0

2
( ) ( 2) , ( ; ).

!

n
n

n

e
f x x x

n

 −

=

= +  − +  

б) 02

2 3 3
( ) , .

23 2

x
f x x

x x

−
= =

− +
  

Ответ: 

2 1
2 3

0

3
( ) 2 , (1;2).

2

n
n

n

f x x x
+

+

=

 = − −  
 

  

в) 02

1
( ) ln , 1.

2 2
f x x

x x
= =

− +
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Ответ: 
2

1

( 1)
( ) ( 1) , 0 2.

n
n

n

f x x x
n



=

−
= −    

6. Используя разложения в степенные ряды, вычислить с точностью до 
0,001 значение выражения: 

а) 1,3. Ответ: 1,140.  

б) ln 0,8. Ответ: 0,222.−  

в) .e  Ответ: 1,649.  

г) cos10 .  Ответ: 0,985. 

7. Используя разложения в степенные ряды, вычислить пределы: 

а) 

3

0

ln (1 )
lim .

cos sinx

x

x x x→

−

−
 Ответ: 3.  

б) 

2 2 2

0

ln (1 )
lim .

sin

x

x

x e x

x x→

+ −

−
 Ответ: 12.  

в) 
3

0

7
lim .

1 1
xx

x

e x x→ − + −
 Ответ: 24. 

8. Используя разложения в степенные ряды, вычислить с точностью до 
0,001: 

а) 

0 ,8

0

1 cos
.

x
dx

x

−
  Ответ: 0,156.  

б) 

0 ,5
3

0

1 .x dx+  Ответ: 0,508. 

в) 

0 ,1

0

ln (1 )
.

x
dx

x

+
  Ответ: 0, 098. 

г)  

1
2

0

sin .x x dx  Ответ: 0, 223.  

9. Методом последовательного дифференцирования найти первых три 

ненулевых члена разложения в степенной ряд решения дифференциального 

уравнения: 

а) 
1

, (0) 1.y x y
y

 = + =  Ответ: 
3

1 ... .
3

x
y x= + + +  

б) 2 cos , (0) 0.y x y y = + =  Ответ: 
3

2
... .

6

x
y x x= + − +  
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10. Применяя метод неопределенных коэффициентов, найти решение диф-

ференциального уравнения , (0) 1, (0) 2.y y y y = = =   

Ответ: ch 2sh .y x x= +  

 

Контрольная работа 
 

Вариант 1 
 

1. Найти область сходимости функционального ряда 
2 3 13

1

1
.

( 1)
x

n n n



+
= + +
  

Ответ: 
1

.
6

x   

2. Найти область сходимости следующего функционального ряда:  
2

2
1

3 1
.

(3 10 9)
n

n

n
n x x



=

+


+ +
  

Ответ: 
4

( ; 2) ; .
3

x   − −  − + 
 

 

3. Найти область сходимости степенного ряда 

1

3
1

( 1) ( 4)
.

2 3 3

n n

n
n

x

n

+

=

− +

+ 
  

Ответ: ( 7; 1].x − −  

4. Разложить функцию 
3 2

( ) 2 3 5 1f x x x x= − + +  в ряд Тейлора по степе-

ням 1.x+  

Ответ: 
2 3

( ) 9 17( 1) 9( 1) 2( 1) .f x x x x=− + + − + + +  

5. Найти методом непосредственного разложения первых три отличных от 

нуля члена ряда Маклорена для функции ( ) sin .
x

f x e x=   

Ответ:  
2 31

( ) ... .
3

f x x x x= + + +  

6. Функцию 
2

2

5 7
( )

9 20

x x
f x

x x

− +
=

− +
 разложить в ряд Тейлора по степеням

( 3).x−  Указать область сходимости ряда. 

Ответ: 
1

1

1 7
( ) 3 ( 3) , (2;4).

2 2

n

n
n

f x x x


+
=

 
= + − −  

 
  

7. Вычислить 3 8,36  с точностью до 0,01.  

Ответ: 2,03.  
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8. Вычислить 
0

1 cos 1 2
lim

ln (1 )x

x x x

x x→

+ − +

+ −
.  

Ответ: 1.−  

9. Вычислить 

0 ,5
2

0

1 x dx+  с точностью до 0,001.  

Ответ: 0,521.   

10. Методом последовательного дифференцирования найти первых четыре 

члена разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 

2 3 1
, (0) .

2
y y x y = + =  

Ответ: 
2 31 1 1 1

... .
2 4 8 16

y x x x= + + + +  

 

Вариант 2 

1. Найти область сходимости функционального ряда 
3 5 25

1

( 2) .
x

n

n n


+

=

+ +  

Ответ: 
11

15
x  − . 

2. Найти область сходимости функционального ряда 
2 2

1

1
.

2 (3 4 2)
n

n

n

n x x



=


+ + +

  

Ответ: 
1

( ; 1) ; .
3

x   − −  − + 
 

 

3. Найти область сходимости степенного ряда  
3

1

2 ( 3)
.

3 2

n n

n

x

n



=

+

+
  

Ответ: 3,5 2,5x−  − . 

4. Разложить функцию 
2 3

( ) 1 3 5 2f x x x x= + + −  в ряд Тейлора по степе-

ням 1x+ .  

Ответ: 
2 3

( ) 5 13( 1) 11( 1) 2( 1) .f x x x x= − + + + − +  

5. Найти методом непосредственного разложения первых два отличных от 

нуля члена ряда Маклорена для функции 
cos

( )
x

f x e= . 

Ответ: 
2

( ) 1 ... .
2

x
f x e

 
= − + 
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6. Функцию 
2

2

2 3
( )

2 3

x x
f x

x x

− −
=

+ −
 разложить в ряд Тейлора по степеням 

( 1)x+ . Указать область сходимости ряда. 

Ответ: 
1

1

(1 3( 1) )
( ) ( 1) , ( 3;1).

2

n
n

n
n

f x x x


+
=

− −
= +  −  

7. Вычислить 3 80  с точностью до 0,01. 

Ответ: 4,31. 

8. Вычислить 
2

0

cos 1
lim

sinx

x x

x x→

− −

−
. 

Ответ: 0. 

9. Вычислить 

0 ,5
3

0

1 x dx+  с точностью до 0,001. 

Ответ: 0,508. 

10. Методом последовательного дифференцирования найти первых четыре 

члена разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 
2
, (0) 1.y x y y = + =  

Ответ: 
2 33 4

1 ... .
2 3

y x x x= + + + +  

 

3. Ряды по ортогональным системам функций.  

Тригонометрические ряды Фурье  
 

Бесконечная система функций 1 2( ), ( ), ..., ( ), ...nx x x    называется 

ортогональной на отрезке [ ; ]a b , если ( ) ( ) 0 ( ).

b

m n

a

x x dx m n  =   

Система функций 1 2( ), ( ), ..., ( )nx x x    называется ортогональной на 

отрезке [ ; ]a b с весом ( ) 0x  , если ( ) ( ) ( ) 0 ( ).

b

m n

a

x x x dx m n   =   

Приведем следующие примеры: 

1. Система 1,cos ,cos2 ,...,cos ,...x x nx  ортогональна на отрезке [0; ] . 

2. Множество многочленов Чебышева ( ) cos ( arccos ),nT x n x=  

0,1, 2,...,n= образует ортогональную систему функций на отрезке [ 1;1]−  с ве-

сом 
2

1
( ) .

1
x

x
 =

−
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3. Многочлены Лежандра являются ортогональными функциями на от-

резке [ 1;1]− . Они определяются следующей формулой: 

2
(( 1) )1

( ) , 0,1, 2,... .
! 2

n n

n n n

d x
P x n

n d x

−
=  =  

Скалярным произведением двух функций ( )f x  и ( )g x , заданных на от-

резке [ ; ]a b , называется число  ( , ) ( ) ( ) .

b

a

f g f x g x dx=   

Нормой функции ( )f x  на отрезке [ ; ]a b  называется число 

2
( , ) ( )

b

a

f f f f x dx= =  . 

Система функций 1 2( ), ( ), ..., ( ), ...nx x x    называется ортонормиро-

ванной, если 
0, ;

( , ) ( ) ( )
1, .

b

m n m n

a

m n
x x dx

m n


  =   = 

=
  

Пусть 0 1( ), ( ), ..., ( ), ...nx x x    – система ортогональных функций на от-

резке [ ; ]a b . Предположим, что функцию ( )f x  на отрезке [ ; ]a b  можно пред-

ставить в виде ряда 0 0 1 1
0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).n n k k
k

f x c x c x c x c x


=

=  +  + +  =   Ряд 

Фурье для функции ( )f x  называется сходящимся к этой функции в среднем на 

отрезке [ ; ]a b , если  
2

( ( ) ( )) 0

b

n

a

f x S x dx− →  при n→ . 

Аналогично 
2

( ( ) ( )) ( ) 0

b

n

a

f x S x x dx−  →  при n→  означает сходи-

мость в среднем с весом ( )x . В дальнейшем под сходимостью ряда мы будем 

считать сходимость в среднем.  

Если ряд Фурье сходится равномерно на отрезке [ ; ]a b , то его коэффици-

енты можно найти по формуле 

2
2

( ) ( )
( , )

, 0,1, 2,...

( )

b

n

a n
n b

n
n

a

f x x dx
f

c n

f x dx




= = =






 . 

Если система функций ортонормирована, то  



30 
 

( ) ( ) , 0,1,... .

b

n n

a

с f x x dx n=  =  

Систему функций 1, sin , cos , sin 2 , cos2 , ..., sin , cos , ...x x x x nx nx   

будем называть основной тригонометрической системой. Она является ортогональ-

ной на отрезке ;−    . Ряд по указанной системе называется тригонометриче-

ским и записывается в виде 
0

1

cos sin
2 n n

n

a
a nx b nx



=

+ + . Достаточный признак 

сходимости тригонометрического ряда: если сходится числовой ряд 

( )
0

,n n
n

a b


=

+  то тригонометрический ряд сходится абсолютно и равномерно на 

всей числовой оси. 

Если функция ( )f x  разложима в равномерно сходящийся на всей число-

вой оси тригонометрический ряд 
0

1

( ) cos sin ,
2 n n

n

a
f x a nx b nx



=

= + +  то коэф-

фициенты этого ряда определяются следующими формулами:  

0
1 1

( ) , ( ) cos , 1, 2,...;na f x dx a f x nx n

 

− −

= = =
    

1
( )sin , 1, 2,... .nb f x nxdx n



−

= =
   

Если 2π-периодическая функция ( )f x  является кусочно-гладкой на 

; ,−     то ее ряд Фурье сходится к ( )f x  в каждой точке непрерывности и к 

значению 
1

( ( 0) ( 0))
2

f x f x+ + −  в точке разрыва. 

Если функция ( )f x  является четной, то ее коэффициенты можно вычис-

лять по следующим формулам:  

0 0

0 0

2 2
0, ( ) , ( ) cos .nb a f x dx a f x nxdx

 

= = =
    

Если функция ( )f x  является нечетной, то 
0

2
0, ( ) sin .n na b f x nxdx



= =
   

Отметим, что для 2π-периодической функции ( )x  справедливо равен-

ство 

2

( ) ( ) .

a

a

x dx x dx

 + 

−

 =    
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Если функция ( )f x  задана на отрезке ;l l−    и удовлетворяет на этом от-

резке условиям Дирихле, то на этом отрезке указанная функция может быть 

представлена рядом Фурье 
0

1

( ) cos sin ,
2 n n

n

a n x n x
f x a b

l l



=

  = + + 
 

  где 

0
1 1 1

( ) , ( ) cos , ( )sin .

l l l

n n

l l l

n x n x
a f x dx a f x dx b f x dx

l l l l l
− − −

 
= = =    

Тригонометрический ряд Фурье можно записать в комплексной форме: 

0

1

( ) cos sin ,
2

inx
n n n

n

a
f x a nx b nx c e

 +

= −

= + + =    

где 
1

( ) ,
2

inx
nc f x e dx


−

−

=
   или 0

0 , , , 1, 2,... .
2 2 2

n n n n
n n

a a ib a ib
c c c n−

− +
= = = =  

Зная комплексный ряд Фурье, можно написать действительный ряд Фурье 

функции ( )f x : 

0
0Re2 , Im2 , .

2n n n n

a
a c b c c= =− =  

Пример 1. Разложить функцию ( )f x x=  на отрезке 1;1−    в ряд Фурье 

по многочленам Лежандра (ограничиться членами до 5 ( )P x ). Ряд Фурье для 

функции ( )f x  по многочленам Лежандра имеет вид  
0

( ) ( ),n n
n

f x c P x


=

=  где  

1

1

2 1
( ) ( ) .

2n n
n

с f x P x dx
−

+
=   

Решение. Так как ( ) ( )nf x P x  при 1,3,5n=  являются нечетными функ-

циями, то 1 3 5 0.c c c= = =  

Как известно, 
2 4 2

0 2 4
1 1

( ) 1, ( ) (3 1), ( ) (35 30 3).
2 8

P x P x x P x x x= = − = − +  

Вычислим коэффициенты ряда Фурье – Лежандра: 
11 1 2

0 0

1 0 0

1 1
( ) ( ) ;

2 2 2

x
c f x P x dx xdx

−

= = = =   

1
1 1 1 2

2 3 4
2 2

1 0 0 0

5 1 5 5 3 5
( ) 5 (3 1) (3 ) ;

2 2 2 2 4 2 8

x
c x P x x x dx x x dx x

−

 
= =  − = − = − = 
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1 14 2
5 3

4

1 0

9 35 30 3 9
(35 30 3 )

2 8 8

x x
c x dx x x x dx

−

− +
=  = − + =   

1
6 4 2

0

9 35 15 3 9
.

8 6 2 2 48
x x x = − + = − 

 
 

Подставляя найденные коэффициенты, получаем 

0 2 4
1 5 9

( ) ( ) ( ) ( ) ...
2 8 48

f x P x P x P x= + − +  . 

Пример 2. Разложить в ряд Фурье по полиномам Чебышева функцию 
3

( ) , ( 1;1).f x x x=  −  

Решение. Как известно, полиномы Чебышева 
1

1
( ) cos( arccos )

2
n n

T x n x
−

=

ортогональны на интервале ( 1;1)−  с весовой функцией 
2

1

1 x−
, причем 

1

2
2 11

если

если

0, ;
( ) ( )

, .1
2

n m

n

m n
T x T x

dx
m nx −−


 

=  
=− 



  

Запишем ряд Фурье для функции 
3

( ) :f x x=  

3

0

( )n
n

x a x


=

= . 

Умножив обе части неравенства на весовую функцию 
2

1
( )

1
x

x
 =

−
 и 

проинтегрировав по промежутку ( 1;1)− , получим 0 0a = , ввиду нечетности 

функции 
3

x . Далее, умножив обе части равенства на 
2

( )
( 1, 2,...)

1

mT x
m

x
=

−
 и про-

интегрировав по промежутку ( 1;1)− , найдем 

31

2 12
1

( )
.

21

m m

m

x T x a

x
−

−


=

−
  

Находим 

1 3

2 1 2
1

cos( arccos )
arccos ,

2 1
m

x m x
dx x t

x
−

−


= =

−
  получим 

3

0 0

2 2 1 3
cos cos( ) cos3 cos cos( ) .

4 4

m m

ma t mt dt t t mt dt

 
 =  = + 

      

При 1m  и 3m  ввиду ортогональности интегралы будут равны 0. 
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При 1:m=   ( )2
1

0 0

2 3 3 3
cos 1 cos 2 .

4 4 4
a tdt t dt

 

=  = + =
     

При 3m= :  ( )3

0

2 1 1
1 cos 2 1.

4 2
a t dt



=   + =
   

Таким образом, при ( 1;1)x −   
3

1 3
3

( ) ( ).
4

x T x T x= +  

Пример 3. Доказать ортогональность функций 1,cos ,cos2 ,...,cos ,...x x nx  

на отрезке 0;   . 

Решение. Для ( )0,1, 2..., 0,1, 2... :n m n m = =   

( )
0 0 0

1 1
cos cos cos cos ( )

2 2
nx mxdx m n xdx m n xdx

  

 = + + − =    

0 0

1 1
sin ( ) sin ( ) 0 0 0.

2( ) 2( )
m n x m n x

m n m n

 

= + + − = + =
+ −

 

Пример 4. Функцию 
4

( ) cosf x x=  разложить в ряд Фурье. 

Решение. Используя известные формулы тригонометрии, получим 
2

4 21 cos 2 1
cos (1 2cos 2 cos 2 )

2 4

x
x x x

+ = = + + = 
 

 

1 1 cos 4 3 1 1
1 2cos 2 cos 2 cos 4 .

4 2 8 2 8

x
x x x

+ = + + = + + 
 

 

Пример 5. Разложить в ряд Фурье в интервале ( ; )−   следующую  

функцию: 

если

если

, ,
( )

0, 0 .

x x
f x

x

− −  
= 

  
 

Построить график функции и график ряда Фурье. 

Решение. Данная функция является кусочно-гладкой в интервале 

( ; )−  , а ее периодическое продолжение удовлетворяет всем условиям  

теоремы Дирихле. 

Вычислим коэффициенты Фурье: 

2

0

0 0

1 1 1
( ) ;

2 2

x
a f x dx xdx

−
 −

−


= = =  =
     



34 
 

0

1
cos 1

cos sin
n

x u du dx

a x nxdx
nxdx dv v nx

n

−  = =

= = =
 = =  

2 2
00 0

1 1 1 1 1
sin sin cos (( 1) 1)

nx
nx nxdx nx

n n n n

−− − 
 = − =  = − − =

    
  

2

2
, 0,1,... ;

(2 1)
k

k
= − =

 +
 

0

1
sin 1

sin cos
n

x u du dx

b x nxdx
nxdx dv v nx

n

−  = =

= = =
 = = −  

00

1 1 1 1
cos cos ( 1) 0 ( 1) .

n nx
nx nxdx

n n n n

−− 
 = + =  − + = −

  
 

  

Поэтому для ( ; )x −    

2
0 1

cos (2 1)2 sin
( ) ( 1) .

4 (2 1)

n

m n

m x nx
f x

nm

 

= =

+
= − + −

 +
   

Графики функции ряда Фурье изображены на рис. 1 и 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 6. Разложить в ряд Фурье функцию ( ) arcsin (cos )f x x= . 

  

 

 

 

Рис. 1 

 

      

Рис. 2 
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Решение. Функция ( )f x  непрерывна на всей числовой оси, имеет ку-

сочно-непрерывную производную и является 2 -периодической. Следова-

тельно, ее ряд Фурье сходится к ( )f x  в каждой точке ( ; ).x − +  Функция 

( )f x  является четной и на отрезке 0;    ( ) .
2

f x x


= −  

Найдем коэффициенты ряда Фурье: 

2

0

0 0

2 2
0, 0;

2 2 2n
x

b a x dx x

    = = − = − =       
  

2 2
0

1 ( 1)2 2 4
cos , 0,1, 2,... .

2 (2 1)

n

na x nxdx k
n k


− − = − = = = 

    +
  

Итак, 
2

0

cos (2 1)4
arcsin (cos ) ( ( ; )).

(2 1)k

k x
x x

k



=

+
=  − +
 +
  

Пример 7. Разложить в ряд Фурье функцию ( ) sinf x ax=  в интервале 

( ; )−   (a −  не целое).  

Решение. Осуществив периодическое продолжение функции ( )f x  на всю 

числовую ось, получим функцию 1 ( )f x , удовлетворяющую всем условиям тео-

ремы Дирихле. Найдем коэффициенты ряда Фурье. Ввиду нечетности функции 

1 ( ), 0.nf x a =  В свою очередь 

0 0

2 1
sin sin (cos( ) cos( ) )nb ax nxdx a n x a n x dx

 

= = − − + =
    

0 0

( 1) sin ( 1) sin1 1 1 1
sin ( ) sin ( )

n n
a a

a n x a n x
a n a n a n a n

   −  −  = − − + = − =     − +  − +   
  

2 2

( 1)2
sin .

n
n

a
a n

− 
= 
 −

 

Тогда 
2 2

1

2sin sin
sin ( 1) (| | ).

n

n

a n nx
ax x

a n



=


= −  

 −
  

Пример 8. Разложить в ряд Фурье функцию ( ) , ( ; ), 2 .
ax

f x e x T=  −  =   

Решение. Функция ( )f x  является кусочно-гладкой на всей числовой оси, 

за исключением точек , 0, 1, 2, ... .x n n=  =    

Как известно,  

2 2

sin cos
sin ;

x xx x
e xdx e c
   − 

 = +
 +
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2 2

cos sin
cos .

x xx x
e xdx e c
   − 

 = +
 +

  

Находим коэффициенты ряда Фурье: 

0
1 1 1

( ).
ax ax a a

a e dx e e e
a a

 
 − 

−−

= = = −
    

2 2 2 2

( 1) ( )1 1 cos sin
cos ;

( )

n a a
ax ax

n

e e aa nx n nx
a e nxdx e

a n a n

  − 

−  − 

− − +
= = =
  +  +
  

2 2 2 2

( 1) ( )1 1 sin cos
sin .

( )

n a a
ax ax

n

n e ea nx n nx
b e nxdx e

a n a n

  − 

−  − 

− − −−
= = =
  +  +
  

Тогда 
2 2

1

( 1)1
( ) ( cos sin .

2

na a

n

e e
f x a nx n nx

a a n

 − 

=

 −−
= + − 

  + 
  

Значения суммы ряда совпадают со значениями функции во всех точках 

непрерывности. В точках x n=  значения суммы ряда равны 
2

a a
e e

 − 
+

. 

Пример 9. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию ( )f x , если 

2
( )f x x=  при x−   . Пользуясь полученным разложением, найти сумму 

ряда: 

а) 
2 2 2

1 1 1
1 ...;

2 3 4
− + − +  б) 

2 2 2

1 1 1
1 ... .

2 3 4
+ + + +  

Решение. Вычисляем коэффициенты ряда. Так как данная функция явля-

ется четной, то 0.nb =  В свою очередь   

2

2 2
0 0 00

2 4 4 4
cos sin ( cos ) cosna x nxdx x nxdx x nx nxdx

n n n

  

= = − = − =
   
    

2 2

4 4
cos ( 1) , 0,

n
n n

n n
= = −   при 0n= . 

2 3 2

0 0

2 2 2
.

3 3na x dx x

 

= = = 
   

По найденным коэффициентам записываем искомое разложение:   
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2

2
1

( 1)1
( ) 4 cos .

3

n

n

f x nx
n



=

−
=  +   

Это разложение данной периодической и всюду непрерывной функции 

справедливо при любом значении x , т. е. полученный ряд Фурье сходится к дан-

ной функции на всей числовой оси. Графики данной функции и суммы ее ряда 

полностью совпадают (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Полагая в полученном разложении 0x= , найдем 

 
2

1

2 2 2 2

1 1 1 1
1 ... ( 1) ...

122 3 4

n

n

− 
− + − + + − + =  

и, полагая x = , найдем 
2

2 2 2

1 1 1
1 ... ... .

62 3 n


+ + + + =  ▲ 

Пример 10. Не вычисляя коэффициентов Фурье функции 

5, если [ 3; 1];

( ) 3, если ( 1; 2);

2 6, если (2;3),

x x

f x x

x x

+ − −


=  −
− + 

 

найти значение суммы ряда Фурье в точках 45, 32, 23, 50, 55, 63.− −  

Решение. Сумма ряда Фурье функции ( )f x  имеет вид 

1

5, если [ 3; 1];

3, если ( 1; 2);
( ) 6.

2 6, если (2;3);

( 3) (3) 1, ( 1) 3,5, (2) 2,5.

x x

x
f x T

x x

f f f f

+ − −


 −
= =

− + 
 − = = − = =

 

Находим:  

1 1 1 1 1 1( 45) ( 3) 1; ( 32) ( 2) 3; (23) ( 1) 3,5;f f f f f f− = − = − = − = = − =  

1 1 1 1 1 1(50) (2) 2,5; (55) (1) 3; (63) (3) 1.f f f f f f= = = = = =  

 

–π –2π –3π π 

π2 

Y 

2π 3π X 0 

Рис. 3 
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Пример 11. Разложить в ряд Фурье функцию ,y x=  заданную в интервале 

(0;2 ).  Изобразить график функции и график суммы ряда.  

Решение. Функция ( )f x  является функцией общего вида. Находим коэф-

фициенты ряда Фурье:  
2 2

2
0

00

1 1 1
2 ;

2
a xdx x

 

= =  = 
   

2

0

1
cos 1

cos sin
n

x u du dx

a x nxdx
nxdx dv v nx

n

 = =

= = =
 = =  

222

2
0 0 0

1 1 1 1
sin sin cos 0;

x
nx nxdx nx

n n n

 
= − =  = 

  
 

  

2

0

1
sin 1

sin cos
n

x u du dx

b x nxdx
nxdx dv v nx

n

 = =

= = =
 = = −

2 22

2
0 0 0

1 1 1 2 1 2
cos cos sin .

x
nx nxdx nx

n n n nn

     −  = − + =  + = − 
    
   

  

Для (0;2 )x   

1

sin
2 .

n

nx
x

n



=

= −   

Графики функции ( )y f x=  и суммы ряда изображены на рис. 4 и 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

Y 

 

 X 

Рис. 5 

Y 

 

 

 X 

Рис. 4 
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Пример 12. Разложить в ряд Фурье функцию 
при

при

2 0 2;
( )

2 4.

x
f x

x x

 
= 

 
 

Решение. Здесь 2l = . Находим коэффициенты ряда Фурье: 

4

2

4 2 4 2 2

0

0 0 2 0

1 1 1 1
( ) 2 2 (4 8 2) 5;

2 2 2 2 2

x
a f x dx dx xdx x

  
 = = + = + = + − = 

   
   

    

2 4

0 2

1
2cos cos 22 2 2 cos sin

2 2

n

x u du dx
n x n x

a dx x dx n x n x
dx dv v

n

= =  
= + = =     = =

  
   

4

2

42

20

1 4 2 2
sin sin sin

2 2 2 2

n x x n x n x
dx

n n n

 
   = + − =

   
 

  

4

2 2 2 2 2 2
2

2 2 4
cos (1 cos )

2 (2 1)

n x
n

n n k


= = −  =

  − 
; 

2 4

0 2

1
2sin sin 22 2 2 sin cos

2 2

n

x u du dx
n x n x

b dx x dx n x n x
dx dv v

n

= =  
= + = =     = = −

  
   

4

2

4 42

2 20

2 1
cos cos cos cos 0

2 2 2 2

n x x n x n x n x
dx

n n n

   
=− − + = = =

      

2 4 2 2
(1 cos ) cos .n n

n n n n
= −  − + = −

   
 

Искомое разложение данной функции имеет вид 

2

5 4 1 3 1 5
( ) cos cos cos ...

2 2 9 2 25 2

x x x
f x

   = + + + + − 
 

 

2 1 2 1 3
sin sin sin ... .

2 2 2 3 2

x x x   − + + + 
  

 

Пример 13. Разложить в ряд Фурье функцию siny x= . Используя полу-

ченное разложение, найти сумму ряда 
2

1

1
.

4 1n n



= −
  

Решение. Очевидно, sin x  есть четная функция с периодом  . Так как 

2l = , то ряд Фурье имеет вид 
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0

1

sin cos 2 ,
2 n

n

a
x a nx



=

= +  где 

/2 /2

0 0

4 4 4
sin ( cos ) ;na xdx x

 

= = − =
    

/2 /2 /2

0 0 0

4 2 2
sin cos 2 sin(2 1) sin(2 1)na x nxdx n xdx n dx

  

= =− − + + =
      

/2 /2

2
0 0

cos (2 1) cos (2 1)2 2 2 1 1 4 1
.

2 1 2 1 2 1 2 1 4 1

n x n x

n n n n n

 
− + − = − = + = − 

 −  +  − +   −
 

Следовательно, 
2

1

2 4 cos 2
sin .

4 1n

nx
x

n



=

= −
  −

  

Отсюда при 0x=  получаем 
2

1

2 4 1
0

4 1n n



=

= −
  −

  или  

2
1

1 1 1 1 1 1
... .

3 15 35 63 24 1n n



=

= + + + + =
−

  

Отметим, что если положить 2T = , то мы получим тот же результат.  
 

Пример 14. Функция ( )f x  задана 

на полупериоде 

при

при

1 0 0,5;
( )

1 0,5 1.

x
f x

x

 
= 

−  
 

Представить ее рядом Фурье. 

Решение. Функция может быть 

разложена в ряд Фурье бесчисленным 

количеством способов. Рассмотрим два 

наиболее важных варианта разложения: 

1. Доопределим функцию ( )f x  на 

интервале ( 1;0)−  четным образом (рис. 6). 

Найдем коэффициенты ряда Фурье.  

Имеем 

0;nb =  

0 ,51 1

0 0 0 ,5

2
( ) 2 1 cos 2 ( 1) cos

1na f x dx n xdx n xdx= =   + −   =    

10 ,5

0 ,50

2 2 4
sin sin sin , 0;

2

n
n x n x n

n n n


=  −  = 

  
 

–0,5 –1 0,5 1 

Рис. 6 

Y 

X 

–1 

1 
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0 ,5 11 0 ,5

0

0 ,50 0 ,5 0

2 2 0.a dx dx x x

  
  = − = − =

   
   

   

Следовательно, искомое разложение данной функции в неполный ряд 

Фурье, содержащий только косинусы, будет следующим: 

1

cos cos3 cos54 1 4
( ) sin cos ...

2 1 3 5n

n x x x
f x n x

n



=

    
=   = − + − =    
  

 

1

1

cos (2 1)4
( 1) .

2 1

k

k

k x

k


−

=

− 
= −
 −  

2. Для разложения данной функции в ряд Фурье, содержащий только си-

нусы, доопределим ее на интервале ( 1;0)−  нечетным образом (рис. 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Найдем коэффициенты ряда Фурье.  

Имеем   

0 ( 0,1,2,...);na n= =  

0 ,5 11 0.5

0 ,50 0 ,5 0

2 2
2 sin 2 sin cos cosnb n xdx n xdx n x n x

n n
=  −  =−  +  =

    

2
cos 2cos 1 .

2

n
n

n

 
= − +   

 

Искомое разложение данной функции в неполный ряд Фурье, содержащий 

только синусы, будет следующим: 

1

2 1
( ) cos 2cos 1 sin

2n

n
f x n n x

n



=

 
= − +  =   
  

1

sin 2 sin 6 sin10 sin (2 (2 1) )4 4
... .

1 3 5 2 1k

x x x k x

k



=

    −  
= + + + =   − 

  

–0,5 –1 0,5 1 

Рис. 7 

Y 

X 0 

–1 
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Пример 15. Записать разложение функции ( )f x x=  в интервале ( ; )−   

в ряд Фурье в комплексной форме. Преобразовать полученный ряд в действи-

тельный ряд Фурье. 

Решение. Вычислим коэффициенты nc : 

,
1 1 1

12 2,

inx

inx inx inx
n inx

x u dv e d x
x

c xe dx e e d x
in indu d x v e

in

−
 

− − −

−

−  − − 

= =  
− = = = + =

   = = −
 

   

 

( )2

1 1 1
(cos sin cos sin )

2 2

in in in in
e e e e n i n n i n

in in in

−   −   −  −
= − + − = − + +  =   

 

 

( 1) 2 ( 1)
, 0.

2

n n
i

n
in n

−  − 
= − =   

При 0
1

0 0.
2

n c xd x



−

= = =
   

Получим разложение  
( 1)

, 0, .
n

inx

n

i
x e n x

n



=−

−
=  −   

Чтобы записать действительный ряд Фурье, воспользуемся тем, что 

0
0 , Re2 , Im2 .

2 n n n n

a
c a c b c= = =−  Следовательно, 

1
0 2( 1)

0, 0, .
2 2

n

n n

a
a b

+
−

= = =  

Действительный ряд Фурье имеет вид  
1

1

( 1)
2 sin , .

n

n

x nx x
n

+

=

−
= −    

Пример 16. Разложить в комплексный ряд Фурье функцию ( )
x

f x e
−

= ,  

заданную в интервале ( ; )−  . Записать действительный ряд Фурье. 

Решение. Вычислим коэффициент nc : 

(1 ) (1 )1 1 1 1

2 2 2 1

x inx in x in x
nc e e d x e d x e

in

  
− − − + − +

−  −  − 

−
= = = =

   +   

( ) ( )(1 ) (1 )1 1

2 (1 ) 2 (1 )

in in in in
e e e e e e

in in

− +  +   − −
=− − =  −  =

 +  +
 

         
2

( 1) ( ) ( 1) ( )(1 )
( 1)

2 (1 ) 2 (1 )

n n
i n n e e e e in

e
in n

 −  −
  − − − − −

= = − = =
 +  +

.  
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Получим разложение  
( 1)

, .
2 1

n
x inx

n

e e
e e x

in

 −
−

=−

−−
= − 

 +  

 

Так как 0
0 2

( 1) ( )
, Re2 , Im 2

2 2 (1 )

n

n n n n

a e ee e
c a c b c

n

 − − − −−
= = = = =− =

  +
 

 

2

( 1) ( )
,

(1 )

n
e e n

n

 − 
− −

=
 +

 то 
2

1

( 1) (cos sin )1
,

2 1

 − 
−

=

 − +−
= + 

  + 


n
x

n

nx n xe e
e

n
 

.−  x  

Пример 17. Представить рядом Фурье в комплексной форме Т-периодиче-

скую (с периодом 6)T =  функцию 
4 , 3 3;

( )
4, 3;3.

x x
f x

x

− −  
= 

= −
 

Решение. Вычислим коэффициенты nc : 

3

3

3 3
3

4

6 (4 )
3

in x

in x in x
n

x u du dx

c x e dx
i

e dx dv v e
n

− 

−  − 

−

− = = −

= − = =
= =



  

33

3 3

33

3 3 3 3
(4 ) 0 7

in x in x
in in in ini i i i

x e e dx e e e e
n n n n

 
− − −   −  

−−

= − + = − = = − =
     

18
( 1) ;

ni

n
= − −


 

13
( 1) , 0;

n
n

i
c n

n

+
= − 


 

3 2 3

0

3 3

1 (4 )1
(4 ) 4.

6 6 2

x
c x dx

− −

 −
= − = − =

  

Искомое разложение имеет вид 

1

3( 1)3
( ) 4 , 0.

n in x

n

i
f x e n

n

+ 

=−

−
= + 

 
 

Пример 18. Найти частное решение дифференциального уравнения в виде 

тригонометрического ряда Фурье: 

( ),y y f x− =  где 
sign , ( ; )

( )
0,

x x
f x

x

 − 
= 

= 
  на отрезке [ ; ].−   

Разложим в ряд Фурье функцию ( )f x :  
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0 0
0

2 2 2
0, 0, sin cos (1 ( 1) )

n
n na a b nxdx nx

n n




= = = =− = − − =
    

4
(2 1), 1, 2,... .k k= − =


 

Решение данного дифференциального уравнения будем искать в виде три-

гонометрического ряда 0

1

cos sin .
2 n n

n

a
y a nx b nx



=

= + +  

Тогда 
2 2

1

cos sin .n n
n

y n a nx n b nx


=

 = − −  Подставляя эти выражения в диф-

ференциальное уравнение, получим 

2 20

1 1

sin (2 1)4
( 1) cos ( 1) sin ,

2 2 1n n
n k

a k
n a nx n b nx

k

 

= =

−
− + − − + − − =

 −   

из которого следует, что 0 0, 0, 2 1.na a n k= = = −  Отсюда 

2

2

4 4 1
((2 1) 1) , .

(2 1) ((2 1) 1)(2 1)
k kk b b

k k k
− − + = = −

 −  − + −
 

Полученные коэффициенты подставляем в тригонометрический ряд: 

2
1

sin (2 1)4
.

((2 1) 1)(2 1)k

k x
y

k k



=

−
= −

 − + −
  

 

Дополнительные задачи 

 

1. Разложить в ряд Фурье 2 -периодическую функцию ( )f x , построить 

график функции и график ее ряда Фурье, если 

5, 0;

( ) 3, 0 ;

0, ;0; .

− 


=   
 = − 

x

f x x

x

 Ответ: 
1

4 1
( ) 4 sin (2 1) .

2 1



=

= − −
 −

n

f x n x
n

 

2. Разложить в ряд Фурье периодическую (с периодом 2=T ) функцию, 

определенную на всей числовой оси и заданную на отрезке [ 1;1]−  равенством 

при

1, 1 0;

( ) 0,5 0;

, 0 1.

−  


= =
  

x

f x x

x x

 

Ответ: 
2 2

1 1

cos (2 1) sin3 2 1
( ) .

4 (2 1)

 

= =

−  
= − −

 −
 
n n

n x n x
f x

nn
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3. Разложить в ряд Фурье функцию ( )f x , заданную на отрезке [ ; ]a b , по-

строить график функции и график ее ряда Фурье при следующих условиях: 

а) ( ) 6, 3 9.= −  f x x x  Ответ: 

1

1

( 1)6
( ) sin .

3

+

=

−
=


n

n

nx
f x

n
 

б) 
1, 3 4 ;

( )
3, 4 5 .

  
= 

  

x
f x

x
 Ответ: 

1

sin (2 1)4
( ) 2

2 1



=

−
= +

 −
n

n x
f x

n
. 

в) 
5 , 0;

( )
0, 0 .

− − 
= 

  

x x
f x

x
 

Ответ: 
2

1 1

cos (2 1) 10 sin (2 1)10 2
( )

4 2 1(2 1)

 

= =

− + −+
= − − +

  −−
 
k k

k x k x
f x

kk
 

1

sin 2
.

2



=

+
k

kx

k
 

г) 

3
1, 0 ;

2
( )

3
1, 3.

2

  


= 
−  


x

f x

x

 Ответ: 
0

cos (2 1)

4 3( ) ( 1) .
2 1



=

+ 

= −
 +

n

n

n x

f x
n

 

4. Разложить по синусам на отрезке[0; ]  функцию ( ) cos2 .=f x x  

Ответ: 
2 2 2 2 2

4 sin 3sin 3 5sin 5
( ) ... .

2 1 2 3 2 5

 
= − + + +  − − − 

x x x
f x  

5. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию 
3

( ) , 0 1,
−

=  
x

f x e x

заданную на отрезке [0;1] . 

Ответ: 

33

2 2
1

( 1) 11
( ) 6 cos .

3 9

−−

=

− −−
= − 

 +


n

n

ee
f x nx

n
 

6. Используя разложение функции ( )
2

n x
f x

−
=  на интервале (0;2 )  по 

синусам, найти сумму числового ряда 
0

1
( 1) .

2 1

n

n n



=

− 
+  

Ответ: 
4


. 

7. Найти многочлены Лежандра для 0,1,2,3n= . Разложить в ряд Фурье 

по многочленам Лежандра на отрезке [ 1;1]−  функцию 
3 2

( ) 2 .f x x x= −  

Ответ: 
2 3

0 1 2 3
1 1

( ) 1; ( ) ; ( ) (3 1); ( ) (5 3 );
2 2

P x P x x P x x P x x x= = = − = −  
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0 1 2 3
2 3 4 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
3 5 3 5

f x P x P x P x P x= − + − +  

Остальные коэффициенты ряда Фурье равны нулю. 

8. Найти частное решение дифференциального уравнения ,
2

x
y y

−+ =  

(0;2 ),x   в виде тригонометрического ряда. 

Ответ: 
2

2

sin
cos .

2 ( 1)n

x nx
y x

n n



=

= − −
−

  

 

Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 

 

1. Функцию 
1 при 0 1;

( )
0 при 1 ,

x
f x

x

 
= 

 
 заданную в интервале (0; ) , разло-

жить по косинусам. Начертить график функции и график ряда Фурье. 

Ответ: 
1

1 sin
cos .

2 2



=

 
+ 

 

n

n
nx

n
 

2. Функцию ( ) (0 2)=  f x x x  разложить в неполные ряды Фурье:   

а) по синусам;  б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов 

Фурье. 

Ответ: а)  
1

1

sin
4 2( 1) ;


+

=



−


n

n

n x

n
 б) 

2 2
1

(2 1)
cos

8 21 .
(2 1)



=

−

−
 −

n

n nx

n
 

3. Разложить в ряд Фурье где 3.

3, 3 0;

3
( ) , 0;

2

, 0 3,

=

−  


= =

−  

l

x

f x x

x x

 

Ответ: 
2 2

1 1 1

(2 1) (2 1) 2
cos sin sin

3 6 9 33 3 3( ) .
4 2 1 2(2 1)

  

= = =

−  −  

= − − +
 −  −

  
n n n

n x n x k x

f x
n kn
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Вариант 2 

 

1. Функцию 
1 при 0 2;

( )
0 при 2 ,

x
f x

x

 
= 

 
 заданную в интервале (0; ) , разло-

жить по синусам. Начертить график функции и график ряда Фурье. 

Ответ: 
1

2 1 cos 2
sin .

n

n
nx

n



=

−


  

2. Функцию ( ) (0 3)=  f x x x  разложить в неполные ряды Фурье:  а) по 

синусам;  б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов Фурье. 

Ответ: а) 
1

1

sin
6 3( 1) ;

n

n

n x

n


+

=



−

  б) 

2 2
1

(2 1)
cos

3 12 3 .
2 (2 1)n

n x

n



=

− 

−
 −
  

3. Разложить в ряд Фурье  

1, 2 0;

1
( ) , 0; где 2 4.

2

, 0 2,
2

x

f x x l

x
x


− −  


= − = =

  


 

Ответ: 
2 2

1 1 1

(2 1) (2 1)
cos sin sin1 2 3 12 2 .

4 2 1 2(2 1)

  

= = =

− −


− − + −
 −  −

  
n n n

n nx n nx
n x

n nn
 

 

4. Интеграл Фурье 
 

Если функция ( )f x  определена на всей числовой оси, является кусочно-

гладкой в каждом конечном промежутке, абсолютно интегрируема на проме-

жутке ( ; )− + , то в формуле Фурье можно осуществить предельный переход 

при l→ и получить следующее интегральное представление функции ( ):f x  

0

1
( ) ( ) cos ( ) )f x f t t x dt d

 

−

 
=  −  

 
 
  ,  

или  

( )
0

( ) ( ) cos ( )sin ,f x A x B x d



=   +     
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где 
1 1

( ) ( ) cos , ( ) ( )sin .A f t tdt B f t tdt

 

− −

 =   = 
    

По-прежнему в точках разрыва функции ( )f x  интеграл Фурье сходится к 

числу 
1

( ( 0) ( 0)).
2 i if x f x− + +  

Если функция ( )f x  четная, то ( ) ( ) cos ,f x A xd



−

=    где 

0

2
( ) ( ) cos .A f t tdt



 = 
   

Если функция ( )f x  нечетная, то ( ) ( ) sin ,f x B xd



−

=     где 

0

2
( ) ( )sinB f t tdt



 = 
  . Интеграл Фурье можно записать в комплексной форме

( )1
( ) ( ) ,

2

i x t
f x f t e dt d

 
 −

− −

 
=  

 
 
   или  

1
( ) ( ) ,

2

i x
f x F i e d




−

=  
   где 

( ) ( ) .
i t

F i f t e dt


− 

−

 =   

Функция ( )F i  называется прямым преобразованием Фурье, а функция 

( )f x  – обратным преобразованием Фурье. Иногда преобразование Фурье запи-

сывают в следующем виде: 

1 1
( ) ( ) .

2 2

i t i x
f x f t e dt e d

 
−  

− −

 
=  

   
   

Здесь 
1

( ) ( )
2

i t
F f t e dt


− 

−

 =

  также называют прямым преобразова-

нием Фурье. 

Тогда 
1

( ) ( )
2

i x
f x F e d




−

=  

  называют обратным преобразованием 

Фурье. Если функция ( )f x − четная, то 

0 0

2 2
( ) ( ) cos cos .f x f t tdt xd

  
=    
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Положим здесь 

0

2
( ) ( ) cos ,cF f t tdt



 = 
   тогда  

0

2
( ) ( ) cos .cf x F xd



=   
    

Функция ( )cF   называется косинус-преобразованием Фурье функции 

( )f t . Пусть функция ( )f x  нечетная. Тогда  

0 0

2 2
( ) ( )sin sin .f x f x tdt xd

  
=    

  
 
   

Положим здесь 

0

2
( ) ( )sin ,sF f t tdt



 = 
   тогда  

0

2
( ) ( )sin .sf x F xd



=   
   

Функция ( )sF   называется синус-преобразованием функции ( )f t . 

Пример 1. Представить интегралом Фурье следующую функцию: 

при

при и

1 2 6;
( )

0 2 6.

x
F x

x x

 
= 

 
 

Решение. Запишем интеграл Фурье в виде  

( )
0

( ) ( ) cos ( )sin ,f x A x B x d



=   +     

где 
1 1

( ) ( ) cos , ( ) ( )sin .A f t tdt B f t tdt

 

− −

 =   = 
    

Находим ( )A   и ( )B  : 

6

22

1 1 1 2
( ) cos sin (sin 6 sin 2 ) sin 2 cos 4 ;A tdt t



 =  =  = −  =  
     

6

2

6

2

1 1 1 2
( ) sin cos (cos 2 cos6 ) sin 4 sin 2 .B tdt t =  =−  = −  =  

     

Интеграл Фурье для данной функции имеет вид 

( )
0

2 1
( ) sin 2 cos 4 cos sin 4 sin 2 sinf x x x d



=    +    =
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0

2 sin 2
cos ( 4) .x d




=   − 
   

Пример 2. Представить интегралом Фурье следующую функцию: 

при

при

sin 0 ;
( )

0 .

x x
F x

x

  
= 

 
 

Решение. На промежутке ( ;0)−   функцию  ( )f x  можно доопределить 

различными способами. Ограничимся двумя частными случаями. Доопределим 

функцию ( )f x  четным образом (рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Находим ( )cF  : 

0 0

2 1
( ) sin cos (sin (1 ) sin(1 ) )

2

 

 =  = + + − =
 
 cF t tdt t t dt  

2
0

cos (1 ) cos (1 ) cos (1 ) cos (1 )1 1 2

1 1 1 12 2 1


 + − +  −  

= − − = − − =  + − + −  −   

t t
 

2 2

1 cos2 2 1 cos
.

2 1 1

+  + 
=  = 

 − −
 

Если функцию ( )f x  доопределить нечетным образом (рис. 9), то  

2
0

2 2 sin
( ) sin sin .

1




 =  = 
  −
cF t tdt  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 8 

Y 

X  

 

Рис. 9 

Y 

X  
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Тогда 
2

0 0

2 2 1 cos
( ) ( ) cos cos ( 0)

1

 
+ 

=   =   
  −
 cf x F xd xd x

или 
2

0 0

2 2 sin
( ) ( )sin sin ( 0).

1

 


=   =   
  −
 cf x F xd xd x  

Пример 3. Представить интегралом Фурье следующую функцию (рис. 10): 

при

при

1
1 | | | | 2;

2( )

0 | | 2.

 − 
= 
 

x x
f x

x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение. Функция четная, поэтому ( ) 0.B  =  

2

0 0

1 1
1

2 22 2 1
( ) ( ) cos 1 cos

2 1
cos sin

t u du dt

A f t tdt t tdt

tdt dv v t

 − = = −
  =  = −  = = 

     = = 


   

22

0 0

1

2
0

2 1 1 1 2 1
1 sin sin cos

2 2 2
t t tdt t

   −   = −   +  =  =             
  

2

2 2

1 2sin
(1 cos 2 ) .


= −  =
 

 

Тогда 

2

0

2 sin
( ) cos .f x xd


 =   

    

Так как функция ( )f x  непрерывна, то интеграл Фурье при всех x  совпа-

дает с ( )f x . 

Пример 4. Найти косинус- и синус-преобразование Фурье для функции 
2

( ) ( 0).
x

f x e x
−

=   

Решение. Продолжим функцию ( )f x  на отрицательную полуось четным 

образом. 

 

Рис. 10 

Y 

X 0 
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Найдем 
2

0 0

2 2
( ) ( ) cos cos

t
cF f t tdt e tdt

 
−

 =  =  =
    

2 2

cos sin
cos .

ax ax a bx b bx
e bxdx e c

a b

+
= =  +

+
  

Следовательно, 

0

2

2 2

2 2cos t sin t 2 2
( ) .

4 4

t

cF e


− −  + 
 = = 

 + +
 

Продолжим функцию ( ) ( 0)f x x   на отрицательную полуось нечетным 

образом. 

Найдем 
2

0 0

2 2
( ) ( )sin sin

t
sF f t tdt e tdt

 
−

 =  =  =
    

0

2

2 2 2

sin cos 2 2sin cos
sin

4

ax ax ta bx b bx t t
e bxdx e c e

a b


−− −  − 

= =  + = =
+ +

  

2

2
.

4


= 

 +
 

Применяя обратные преобразования Фурье, получим 

2
0

2 2
cos ( 0)

4

x
e xd x


−

=   
 +
 или  

2
0

2 2
sin ( 0)

4

x
e xd x


−

=   
 +
 . 

Пример 5. Функцию 

при

при

при

0 0;

( ) 0 1;

0 1

x

f x x x

x




=   
 

  представить интегралом 

Фурье в комплексной форме. 

 Решение. Запишем интеграл Фурье в следующем виде: 

 
1

( ) ( )
2

i x i t
f x e d f t e dt

 
−  

− −

= 
    (выбрана другая форма записи инте-

грала Фурье). 

 Найдем внутренний интеграл: 

 

1 1

2 2
0 0

(1 ) 1
( ) .

( )

ii t i t
i t i t e ite e

f t e dt te dt
i i

  
 

−

  −  −
=  =  − =  

    
   

 Следовательно, 
2

(1 ) 11
( ) .

2

i
i xe i

f x e d

 
− 

−

−  −
=  
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 В радиотехнической литературе интеграл Фурье в комплексной форме ча-

сто записывают так: 

 
1

( ) ( ) ,
2

i t
f t S i e d




−

=   
   

где ( ) ( )
i t

S i f t e dt


− 

−

 =   называется спектральной плотностью или спек-

тральной характеристикой, а ее модуль ( )S  −  спектром функции ( )f t . При 

этом ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) cos , ( ) ( )sin ,S i a ib a f t tdt b f t tdt

 

− −

 =  −   =   =    

2 2 ( )
( ) ( ( )) ( ( )) , ( ) arctg .

( )

b
S a b

a


 =  +    =


 

 Пример 6. Найти спектральную плотность, модуль и фазу спектральной 

плотности импульса 
при

при

0;
( )

0 0.

t
ce t

f x
t

− 
= 



   

 Решение. 
( )

2 2
0

( )
( ) ( )

i t i t c ic
S i f t e dt ce dt

i

 
−  − + 

−

− 
 = = = = =

+   +
   

2 2 2 2
;

c c
i

 
= −
 +  +

 

 
2 2 2 2

( ) , ( ) ;
c c

a b
 

 =  =−
 +  +

 

 
2 2

2 2
( ) ( ( )) ( )) ;

c
S a b =  +  =

 +
 

 
( )

( ) arctg arctg .
( )a

  
  = = −

 
 

 Пример 7. Решить интегральное уравнение 
2

0

1
( ) cos .

1
f t tdt



 =
+

  

 Решение. Запишем интегральное уравнение в следующем виде: 

 
2

0

2 1 2
( )cos .

1
f t tdt



 = 
 +

  

 В полученном уравнении 
2

2 1
( ) ,

1
cF  = 

 +
 тогда  
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2

0 0

2 2 2 cos
( ) ( ) cos .

1
c

x
f x F xd d

 


=      = 
   +
   

Воспользуемся табличным интегралом 
2 2

0

cos
( 0, 0).

2

mamx
dx e a m

aa x


−

=  
+

  

 Следовательно, 
2

( ) ( 0).
2

x x
f x e e x

− −
=  = 


 

  

Дополнительные задачи 

 

1. Представить интегралом Фурье следующую функцию: 

1, (0;1);
( )

0, ( ;0] [1; ).

x
f x

x


= 

 − +
 

Ответ: 

0

1 1
( ) (sin cos (1 cos )sin ) .f x x x d



=   + −   
   

2. Представить интегралом Фурье следующую функцию:  

при

при и .

cos [ ; ];
2( )

0 x

x
x

f x

x  

  − 
= 
  −

 

Ответ: 
2

0

4 cos
( ) cos .

1 4
f x xd




=  
 − 
  

3. Представить комплексной формой интеграла Фурье следующую функцию: 

( ) , 0.
a x

f x e a
−

=   

Ответ: 
2 2

1
( ) .

i xa
f x e d

a




−

= 
 +
  

4. Найти преобразование Фурье для следующей функции: 

если

если

, [0; );
( )

0, ( ;0).

x
xe x

f x
x

−  +
= 

 −

 

Ответ: 
2

1
( ) .

(1 )
F i

i
 =

+ 
 

5. Найти косинус- и синус-преобразования Фурье для функции 
5

( ) ,
x

f x e
−

=  

0.x   
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Ответ: 
2 2

2 1 2
( ) , ( ) .

25 25
c sF F


 =  =

  +  +
 

6. Решить интегральное уравнение 

0

( ) sin , 0.f t tdt e


−

 =    

Ответ: 
2

2
( ) , 0.

1

x
f x x

x
=  
 +

 

 

5. Последовательности комплексных чисел.  

Кривые и области на комплексной плоскости 
 

Пример 1. Даны комплексные числа 1 3 2z i= −  и 2 5 4z i= + . Найти: 

а) 1 2 ;z z−  б) 1 2 ;z z+  в) 1 2 ;z z  г) 
1

2

.
z

z
 

Решение.  а) Находим 2 5 4 5 4z i i= + = − . Тогда  

1 2 (3 2 ) (5 4 ) (3 5) ( 2 ( 4)) 2 2 .z z i i i i− = − − − = − + − − − = − +  

б) 1 2 (3 2 ) (5 4 ) (3 5) ( 2 4) 8 2 .z z i i i i+ = − + + = + + − + = +  Следовательно, 

1 2 8 2 8 2 .z z i i+ = + = −  

в) Найдем 1 :z   1 3 2 3 2 .z i i= − = +  Тогда имеем  

2
1 2 (3 2 )(5 4 ) 15 12 10 8 15 22 8 7 22 .z z i i i i i i i = + + = + + + = + − = +  

г) 
2

1

2
2

(3 2 )(5 4 )3 2 15 12 10 8 15 22 8

5 4 (5 4 )(5 4 ) 25 1625 16

z i ii i i i i

z i i i i

− −− − − + − −
= = = = =

+ + − +−
 

7 22 7 22
.

41 41 41

i
i

−
= = −  

Пример 2. Найти значения выражения 

2

1 1 2

2 1

,
z z z

z
z z

+ 
=

−
 если 1 2 5 ,z i= +  

2 3 4 .z i= −  

Решение. Последовательно находим: 

2 1 (3 4 ) ( 2 5 ) 1 9 ,z z i i i− = − − + = −  следовательно, 

 
2 2 2

2 1 11 9 ; ( 2 5 ) 4 20 25 21 20 ;z z i z i i i i− = + = + = + + = − +  
2

2 1 23 4 , ( 5 )(3 4 ) 6 8 15 20 14 23 ;z i z z z i i i i i i= +  = + + = + + + = − +  
2

1 1 2 ( 20 21 ) ( 14 23 ) 34 44 ;z z z i i i+  = − + + − + = − +  
2

2

( 34 44 )(1 9 )34 44 34 306 44 396

1 9 (1 9 )(1 9 ) 1 81

i ii i i i
z

i i i i

− + −− + − + + −
= = = =

+ + − −
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362 350 181 175
.

82 41 41

i
i

+
= = +  

Пример 3. Вычислить: 

а) 
30

( 3 ) ;i−  б) 

20

1 3
.

1

i

i

 +
  −
 

 

Решение.  а) Представим число 3z i= −  в тригонометрической форме: 

Re 3, Im 1,x z y z= = = =−  следовательно, 
2 2

3 1 2; arctg
y

z x y
x

= + = + = − =   

1
arctg .

63

  
= − = − 

 
 Тогда 3 2 cos sin .

6 6
z i i

     = − = − + −    
    

 

По формуле Муавра находим: 
30 30 30 30 30

( 3 ) 2 (cos ( 5 ) sin ( 5 )) 2 (1 0) 2 .z i i= − = −  + −  = + =  

б) Числа 1 1 3z i= +  и 2 1z i= −  запишем в показательной форме. Для 1z  

имеем:   1 1 1 1

3
1, 3 2; arctg .

1 3
x y z


= =  =  = =  Значит, 3

1 1 3 2 .
i

z i e


= + =  

Для числа 2z  имеем:  2 2 2 21, 1 2; arctg( 1) .
4

z y z


= = −  =  = − = −  

Тогда 4
2 1 2 .

i

z i e


−

= − =   

Выполняем деление 1z  на 2z : 

3 4 75 3 41 12

2 4

1 3 2
2 2 2 .

1
2

ii i i

i

z i e
e e e

z i
e

   − −  
  

     − −  
  


−

+
= = = = =

−
 

Используя формулу Муавра , ,
n n in

z r e n


=    находим  

140

12

2020
7

10 10 312
1 3

2 2 2 .
1

i
iii

e e e
i

   +
= =  =      −

   

 

Переходя к тригонометрической форме записи, получим 

3

20

10 101 3
2 2 cos sin

1 3 3

i
i

e i
i


− +      =  = − + − =       −      

 

10 931
2 2 (1 3 ).

2 2
i i

  
= + − = −   
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Пример 4. Найти все значения корня из комплексного числа: 

а) 6 1 i+ ;  б) 4 1 7i− . 

Решение.  а) Запишем число 1z i= +  в тригонометрической форме: 

 Re 1, Im 1 2 , .
4

x z y z z


= = = =  = =  

Следовательно, 1 2 cos sin
4 4

z i i
  = + = + 

 
. Далее воспользуемся фор-

мулой Муавра: 

2 2
cos sin , 0,1,..., 1.n n

k

k k
z z z i k n

n n

+  +  
= = + = − 

 
 

Имеем 

6 12
2 2

4 41 2 cos sin , 0,1, 2,3, 4,5.
6 6k

k k
z i i k

  +  + 
 

= + = + = 
 
 

 

Полагая последовательно 0,1,2,3,4,5,k =  получим шесть значений корня: 

12
00: 2 cos sin ;

24 24
k z i

  = = + 
 

 

12
1

3 3
1: 2 cos sin ;

8 8
k z i

  = = + 
 

 

12
2

17 17
2: 2 cos sin ;

24 24
k z i

  = = + 
 

 

12
3

25 25
3: 2 cos sin ;

24 24
k z i

  = = + 
 

 

12
4

33 33
4: 2 cos sin ;

24 24
k z i

  = = + 
 

 

12
5

41 41
5: 2 cos sin .

24 24
k z i

  = = + 
 

 

б) Аналогично пункту  а)  для числа 1 7z i= −  находим: 

1, 7 50, arctg( 7).x y z= =−  = = −  

Следовательно, 1 7 50 cos(arctg( 7)) sin (arctg( 7) .z i i= − = − + −    

По формуле Муавра 

4 84 arctg( 7) 2 arctg( 7) 2
1 7 50 cos sin ,

4 4k

k k
z z i i

− +  − +  
= = − = + 

 
0,1,2,3.k =  

В показательной форме

arctg ( 7 ) 2

84 41 7 50 , 0,1, 2,3.

k
i

kz i e k

− + 

= − =  =  
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Пример 5. Вычислить 
3 2

( 3 ) (1 ) .i i+  −  

Решение. Воспользуемся показательной формой записи комплексных чисел: 

1 3 3, 1.z i x y= +  = =  Значит, 6
1 12, 2 ;

6

i

z z e




= =  =   2 1 1, 1.z i x y= −  = =−   

Следовательно, 4
2 22, 2 .

4

i

z z e



= =−  =   

Тогда 

3 2

3 2 3 4 06 4 2 2( 3 ) (1 ) 2 2 2 2 2 16.
i i i i

i i e e e e e
   

− −   
+  − = =    =  =     

  

 

Пример 6. Выяснить, будут ли ограниченными следующие последователь-

ности: 

а) ;
5

n

n
i

z
 

=  
 

 б) ( )2 3
n

nz i= − . 

Решение.  Учитывая, что 

( )
1

,
5 5

n

n n

i
z = =  то для любого номера n  

выполняется неравенство 1.nz   Следовательно, по определению, последова-

тельность nz −  ограничена. 

Для последовательности nw  имеем:  ( ) ( )2 3 13 .
nn

nw i= − =  Очевидно, что 

для любого числа 0,M   каким бы большим оно не было, найдется такой номер 

N , что для всех номеров n  будет выполняться неравенство ( )13 .
n

M  А это 

и означает, что последовательность nw  является неограниченной. 

Пример 7. Показать, пользуясь определением предела, что число 3i=−  

является пределом последовательности 
1 3

1

ni
z

n

−
=

+
. 

Решение.  Согласно определению надо показать, что для произвольного 

числа 0   найдется номер ( ),N N=   такой, что неравенство 

( 3 ) 3n nz i z i− − = +   будет выполнено, как только n . 

Так как 
101 3 1 3 3 3 1 3

3 3 ,
1 1 1 1n
ni ni ni i i

z i i
n n n n

− − + + +
+ = + = = =

+ + + +
 то нера-

венство 3nz i+   будет выполнено, если 
10

,
1n
 

+
 т. е. при 

10
1.n  −


 По-

этому в качестве числа N  можно взять 
10

( ) 1 .
1

N N
n

 
=  = − + 
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Пример 8. Доказать, что последовательность 
( )

3

n n

n

i i
z

− +
=  является 

ограниченной, но при этом расходится. 

Решение. Так как 

( )( ) 2
,

3 3 3

n n
n n

n

i ii i
z

− +− +
=  =  то исходная последо-

вательность ограничена. 

Найдем 4 nz  и 4 1nz + : 

4 4 4 1 4 1

4 4 1

( ) ( )2
, 0.

3 3 3 3

n n n n

n n

i i i i i i
z z

+ +

+

− + − + − +
= = = = =  

Следовательно, последовательность nz  расходится. 

Пример 9. Вычислить предел 
2 5

lim .
2n

ni

n i→

−

+
 

Решение. 1-й способ. Предел будем искать как в действительном анализе: 

2 25 5
2 5

lim lim lim 5 ,
3 33 11

n n n

n i i
nni n i

n i ii
n

nn

→ → →

 −  −
 −

= = = −
+   ++ 

 

 

т. к. 
2 3

lim 0, lim 0
n

i

n n→
= = . 

2-й способ. Пусть 
2 5

.
2n
ni

z
n i

−
=

+
 Найдем Ren nx z=  и Im :n ny z=  

2 2

2 2 2

(2 5 )( 2 )2 5 2 4 5 10 8 4 5
.

2 ( 2 )( 2 ) 4 4 4
n

ni n ini n i n i n n n
z i

n i n i n i n n n

− −− − − − − − −
= = = = +

+ + − + + +
 

Имеем: 
2

2 2

8 4 5
, .

4 4
n n

n n
x y

n n

− − −
= =

+ +
 

Тогда 
2

2 2

8 4 5
lim lim 0, lim lim 5.

4 4
n n

n n n n

n n
x y

n n→ → → →

− − −
= = = =−

+ +
 

Следовательно, lim lim lim 0 5 5 .n n n
n n n

z x i y i i
→ → →

= + = − =−  

Пример 10. Найти предел последовательности 
2 1

sin .
1

n

n
n

z in
n n

 = + 
+ 

 

Решение. В данном случае 
2

2

1
, sin .

1

n

n n
n

x y n
n n

 = = 
+ 

 

Так как 
1

lim lim ,
1

n

n
n n

n
x

n e→ →

 = = 
+ 

 а 
2

2

1
lim lim sinn
n n

y n
n→ →

= =  
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2

2

1
sin

lim 1,
1n

n

n

→
= =  то 

1
lim lim lim .n n n
n n n

z x i y i
e→ → →

= + = +  

Пример 11. Найти lim (2 5 ) .
n

n
i

→
+  

Решение. Представим число 2 5i+  в тригонометрической форме: 

5 5
2 5 29 cosarctg sin arctg .

2 2
i i + = + 

 
  

Тогда  

(2 5 )
n

nz i= + =  
5 5

29 cos arctg sin arctg .
2 2

n
n i n = + 

 
 

Учитывая, что lim 29 ,
n

n→
= +  а 

5
lim cos arctg

2n
n

→
 и 

5
lim sin arctg

2n
n

→
 не 

существуют, то и исходный предел также не существует.  

Пример 12. Определить вид множеств, заданных следующими соотноше-

ниями: 

а) 
Re 2;

0 Im 3;

z

z

 


 

 б) 

3 2;

arg ;
3 2

z i

z

 − 

 

 


 в) 

Im 3;

0 arg ( 3 2 ) .
4

i z

z i

 

 

 + − 


 

Решение:  

а) Так как Re Re( ) ,z x iy x= + =  то пер-

вому множеству системы принадлежат только 

те точки, которые расположены в полосе 2x   

или 2 2.x−     

Так как Im Im( ) ,z x iy y= + =  то второму 

множеству системы принадлежат все точки по-

лосы 0 3.y    

Следовательно, система 
Re 2;

0 Im 3

z

z

 


 

 

описывает прямоугольник, изображенный на рис. 11. 

 

   

Рис. 11 
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б) Первое неравенство системы представляет собой круг с центром в точке 

0 0 03 ( 0, 3)z i x y= = =  и радиусом 2R =  (при 

этом окружность 3 2z i− =  не принадлежит ис-

комой области). Второе неравенство 

arg
3 2

z
 
  −  это сектор между лучами 

arg
3

z


=  и arg
2

z


= . 

Искомая область изображена на рис. 12. 

в) Im Im ( ) Im( ) .iz i x iy ix y x= + = − =  

Следовательно, множеству Im 3iz   при-

надлежат все точки плоскости, расположенные внутри полосы 3 3.x−    Ком-

плексное число 3 2 ( 3 2 )z i z i+ − = − − +  изобража-

ется вектором с началом в точке 3 2i− +  и концом 

в точке .z  Угол между этим вектором  

и осью OX  должен изменяться в пределах от  

0  до .
4


 Область, соответствующая системе, изоб-

ражена на рис. 13.  

Пример 13. Определить вид кривой, задан-

ной уравнением: 

а) 
2 2

2 3 ( 2 4);z t t i t t= − + + − −  

б) 5 2 ;
it it

z e e
−

= −  

в) 
2

1 ( 3 2).z t i t t= + + − +  

Решение. а) Так как ,z x iy= +  то из уравнения 
2 2

2 3 ( 2 4)z t t i t t= − + + − −  

получаем параметрическое уравнение линии: 

2

2

2 3;

2 4.

x t t

y t t

 = − +


= − −

  

Исключим из системы параметр t , для чего вычтем из первого уравнения 

второе: 7,x y− =  откуда получаем 7y x= −  – уравнение прямой. 

б) Учитывая, что cos sin ,
it

e t i t= +  а cos sin ,
it

e t i t
−

= −  получим 

5(cos sin ) 2(cos sin ) 3cos 7sin .z t i t t i t t t= + − − = +  Следовательно, параметриче-

ское уравнение кривой будет иметь вид 
3cos ;

7 sin .

x t

y t

=


=
  Это уравнение эллипса. Ис-

ключая параметр t , получим 
22

2 2
1.

3 7

yx
+ =   

 

 

Рис. 12 

   

 

–  –1 0   

 

 

 

 

 

Рис. 13 

–3  –2  –1 0 1   2  3 
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в) В данном уравнении 
2

1, 3 2.x t y t t= + = − +  Отсюда  

2 2

1;

( 1) 3( 1) 2, 5 6.

t x

y x x y x x

= −


= − − − + = − +

 

На плоскости OXY  это уравнение определяет параболу. 

Пример 14. Выяснить кривую, которая задана соотношениями: 

а) 3 2 ;z i z i− − = +  б) 5 3 1 .z i z i− + = − −  

Решение. а) Представим числа в алгебраической форме: 

3 2 3 2 ( 3) ( 2);z i x iy i x i y− − = + − − = − + −  

( 1).z i x iy i x i y+ = + + = + +  

Тогда исходное равенство примет вид ( 3) ( 2) ( 1)x i y x i y− + − = + + . От-

сюда получаем 
2 2 2 2

( 3) ( 2) ( 1) .x y x y− + − = + +  Возводим в квадрат обе ча-

сти: 
2 2 2 2

( 3) ( 2) ( 1)x y x y− + − = + +  или 
2 2 2 2

6 9 4 4 2 1,x x y x x y y− + + − + = + + +  

6 6 12 2y x y x=− +  =− +  – прямая. 

б) Задачу можно решать аналогично пункту  а), но можно решить и геомет-

рически, воспользовавшись геометрическим смыслом модуля 2 1z z−  как рас-

стоянием между точками. На плоскости OXY  нанесем точки (5; 3)A −  и (1;1).B  

Тогда условие задачи сформулируется следующим образом: найти геометриче-

ское место точек, равноудаленных от точек A  и .B  Очевидно, что это множество 

точек определяет прямую, проходящую через середину отрезка AB  и перпенди-

кулярную этому отрезку. Запишем уравнение этой прямой. Середина отрезка 

AB  есть точка (3; 1)C − . Нормальный вектор искомой прямой: п ( 4;4).AB= = −  

Тогда уравнение прямой будет иметь вид 

4( 3) 4( 1) 0, 3 1 0, 4.x y x y y x− − + + = − + + + = = −  

Пример 15. Определить кривую, которая задается уравнением 
1 1

Im .
4z

=  

Решение. Имеем  

2 2 2 2 2 2

1 1
.

( )( )

x iy x iy yx
i

z x iy x iy x iy x y x y x y

− − −
= = = = +

+ + − + + +
 

Следовательно, 
2 2

1
Im .

y

z x y

−
=

+
 Отсюда 

2 2

1
,

4

y

x y

−
=

+
 т. е. 

2 2
4 0x y y+ + =  

или 
2 2

( 2) 4x y+ + =  – уравнение окружности с центром в точке (0; 2)O −  и ра-

диусом 2.R=  
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6. Элементарные функции комплексной переменной  
 

Пример 1. Найти действительную ( , )u x y  и мнимую ( , )v x y части функций: 

а) 
2

( ) ;w z iz= −  б) 
1

;
z

w
z i

+
=

−
 в) sin (2 ).w z=  

Решение.  а) Так как , ,z x iy z x iy= + = −  то  

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 2w z iz x iy i x iy x ixy i y ix i y= − = − − + = − + − − =  

2 2 2 2
2 ( ) ( 2 ).x ixy y ix y x y y i xy x= − − − + = − + + − −  

Таким образом, 
2 2

( , ) , ( , ) 2 .u x y x y y v x y xy x= − + =− −  

б) 
1 ( 1) (( 1) )( ( 1))1

1 ( 1) ( ( 1))( ( 1))

x iy x iy x iy x i yz
w

z i x iy x i y x i y x i y

+ + + + + + − −+
= = = = =

− + − + − + − − −
 

2 2

2 2 2 2

( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( ) ( 1)
,

( 1) ( 1)

x x i x y ixy y y x y x y i x y

x y x y

+ − + − + + − + + − + − +
= =

+ − + −
 

т. е. 

2 2

2 2 2 2

1
( , ) , ( , ) .

( 1) ( 1)

x y x y x y
u x y v x y

x y x y

+ + − − +
= =

+ − + −
 

в) Воспользуемся формулой sin :
2

iz iz
e e

z
i

−
−

=  

2 2
2 ( ) 2 ( ) 2 2 2 21 1

sin (2 ) ( ) ( )
2 2 2

iz iz
i x iy i x iy ix y ix ye e

z e e e e
i i i

−
− − − + − −−

= = − = − =  

2 21
( (cos 2 sin 2 ) (cos( 2 ) sin( 2 ))

2

y y
e x i x e x i x

i

−
= + − − + − =  

2 2
2 2 2 2

(cos 2 ( ) sin 2 ( )) cos 2
2 2

y y
y y y yi e e

x e e i x e e i x
−

− − −
=− − + + =−  +  

2 2

sin 2 sin 2 ch2 cos 2 sh2 ,
2

y y
e e

x x y i x y
−

+
+  =  −   т. е. ( , ) sin 2 ch2 ,u x y x y=   

( , ) cos2 sh2 .v x y x y=−   

Пример 2. Найти значение функций ( )f z  в точке 0z : 

а) 0( ) , 1 ;f z z z z i=  = −   

б) 0( ) ln ( ), 1;f z iz z= =−   

в) 0( ) ch , ln 3 .
2

f z z z i


= = +  

Решение.  а) Имеем: (1 ) 1 (1 ) 2 (1 ) 2 2 .f i i i i i− = −  + =  + = +  
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б)  Воспользуемся формулой ln ln arg , arg .z z i z z= + −   Тогда 

ln ( ) ln arg ( ),iz iz i iz= +  а значение функции ( ) ln ( )f z iz=  в точке 0 1z =−

( 1) ln ( ) ln arg ( ).f i i i i− = − = − + −  

в) Используем формулу ch .
2

z z
e e

z
−

+
=  Тогда  

ln 3 ln 3
2 2

0( ) ln 3 ch ln3 .
2 2 2

i i

e e
f z f i i

 
+ − −

  +   = + = + =   
   

 

Вычислим 
ln 3

2
i

e


+

 и 
ln 3

2
i

e


− −

: 

ln 3 ln 32 2 3 cos sin 3 (0 ) 3 ;
2 2

i i

e e e i i i
 

+   =  =  + =  + = 
 

 

ln 3 ln 32 2 1 1 1
cos sin (0 ) .

3 2 2 3 3

i i

e e e i i i
 

− − −−      =  =  − + − =  − =−    
    

 

Окончательно получаем  

1 8
3

43 3ch ln 3 .
2 2 2 3

i i i
i i

−
 + = = = 

 
 

Пример 3. Найти образ отрезка AB  при отображении 3 2 ,w iz i= +  если 

(2 ), (1 ).A i B i− +  

Решение. Отображение 3 2w iz i= +  – линейное. Образом прямой при та-

ком отображении является прямая. Учитывая, что любая прямая определяется 

двумя точками, достаточно найти образы концов отрезка AB . Образом точки 

(2 )A i−  является точка 1A , для которой 3 (2 ) 2 6 3 2 3 8w i i i i i i= − + = + + = + , а об-

разом точки B  – точка 1B , для которой 3 (1 ) 2 3 3 2 3 5 .w i i i i i i= + + = − + =− +  Итак, 

образом отрезка AB  комплексной плоскости z  является отрезок 1 1A B  комплекс-

ной плоскости w , где 1 1(3 8 ), ( 3 5 ).A i B i+ − +  

Пример 4. Найти образ окружности 1 1z− =  при отображении 3 2 .w iz i= +  

Решение. Выразим z  из уравнения 3 2w iz i= + :   
2

,
3

w i
z

i

−
=  подставим по-

лученное для z  выражение в уравнение 1 1z− = : 

2
1 1 5 3.

3

w i
w i

i

−
− =  − =  

Итак, образом окружности 1 1z− =  при отображении 3 2w iz i= +  является 

окружность 5 3w i− =  с центром в точке (0; 3)O −  и радиусом 3R= . 
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Пример 5. Найти образ квадрата при отображении 
2

w z= , определяемого 

системой 
0 Re 1;

0 Im 1.

z

z

 


 
  

Решение. Имеем: 
2 2 2 2

( ) 2 .w z x iy x y xy= = + = − +  Отсюда 
2 2

,u x y= −  

2 .v xy=   

Система 
0 Re 1;

0 Im 1

z

z

 


 
 равносильна 

0 1;

0 1.

x

y

 


 
 

Найдем образы вершин квадрата (рис. 14): 

: 0, 0 0, 0;

: 0, 1 1, 0;

: 1, 0 0, 2;

: 1, 0 1, 0.

O x y u v

A x y u v

B x y u v

C x y u v

= =  = =

= =  =− =

= =  = =

= =  = =

 

Далее найдем образы сторон квадрата. 

2
: 0, , 0,OA x u y v= =− =  т. е. 0, 0u v =  – это 

отрезок 1OA  оси абсцисс Ou . 

2
: 0, , 0,OC y u x v= = =  т. е. 0, 0u v =  – отре-

зок 1OС  оси абсцисс Ou . 

2
2

: 1, 1, 2 , 1
2 4

v v
AB y u x v x x u= = − =  = = −  – 

часть параболы, соединяющая точки 1 ( 1;0)A −  и 

1 (0;2)В . 

2
: 1, 1 , 2 .CB x u y v y= = − =  Исключая y , полу-

чим 
2

1
4

v
u = −  – часть параболы, соединяющая точки 1 (1;0)С  и 1 (0;2).И  

Итак, образом квадрата OABC  при отображении 1 1 1A B C  ограниченным 

прямой 0v=  и параболами 
2

1
4

v
u = −  и 

2

1
4

v
u = − , является заштрихованная об-

ласть (рис. 15). 

Пример 6. Найти образ полукруга 
2 2

4, 0,x y x+ =   при отображении 

2
.w z=   

 

 

 

  

Рис. 14 

  

 

 

  

Рис. 15 
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Решение. Запишем число z  в показательной форме ,
i

z z e


=  где arg ,z=  

причем .
2 2

 
−   Тогда 

2 22 2
(cos2 sin 2 )

i
w z z e z i


= = =  +    

2 2
cos 2 , sin 2 , .

2 2
u z v z

 
 =  =  −   Исключая параметр  , получаем 

42 2
,u v z+ =  где 0 2z   – это уравнение окружности на плоскости w  с цен-

тром в начале координат и радиусом 
2

.R z=  Так как этот радиус изменяется от 

0  до 2,  то получаем 
2 2

4u v+   – круг с центром в точке (0;0)О  и радиусом 

2R=  на комплексной плоскости w . 

Пример 7. Найти Re , Im , , argz z z z  для следующих чисел: 

а) 
1 2

;
i

e
−

  б) 
3

.
i

e
− +

−   

Решение. а) Воспользуемся формулой Эйлера: 
1 2 2

(cos ( 2) sin ( 2)) cos 2 sin 2.
i i

e e e e i e ie
− −=  = − + − =  −   

Отсюда Re cos2, Im sin 2.z e z e= =−  Далее,  

1 2 1 2
, arg 2.

i i
z e e e e z

− −
= =  = = −  

б) Представим z  в показательной форме: 
3 3 3 3 ( 1)

1 .
i i i i i

z e e e e e e
− + − +  − + − +

=− =−  =  =   

Тогда 
3
, arg 1,z e z

−
= =+  или arg 1,z =−+  т. к. arg .z−   Запи-

шем число z  в тригонометрической форме: 
3 3 ( 1)i i

z e e e
− + − +

=− =  =  
3 3 3 3
(cos ( 1) sin ( 1)) ( cos1 sin1) cos1 sin1.e i e i e ie

− − − −
= + + + = − − =− −  От-

сюда 
3 3

Re cos1, Im sin1.z e z e
− −

=− =−  

Пример 8. Найти Re ( )f z  и Im ( )f z , если: 

а) ( ) ;
z

f z z e=    б) ( ) cos ;f z z=  в) ( ) sh .f z z=  

Решение. а) Имеем:  

( ) ( )
z x iy x iy x iy x iy

z e x iy e x iy e e x e e iy e e
− − − −

 = + = + =   +   =  

(cos sin ) cos sin ) cos sin cos
x x x x x

x e y i y iy e y i y x e y ixe y iye y=  − +  − =  − + +  

sin ( cos sin ) ( cos sin ).
x x x

ye y e x y y y ie y y x y+ = + + −  Таким образом, 

Re ( ) ( cos sin ),
x

f z e x y y y= +  Im ( ) ( cos sin ).
x

f z e y y x y= −  

б) cos cos( ) cos cos sin sin cos ch sin shz x iy x iy x iy x y x i y= + =  −  =  −  =  

cos ch sin sh .x y i x y=  −   

Следовательно, Re ( ) cos ch , Im ( ) sin sh .f z x y f z x y=  =−   
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в) 
( )

sh
2 2 2

z z x iy x iy x iy x iy
e e e e e e e e

z
− + − + − −

− −  − 
= = = =  

(cos sin ) (cos sin ) cos cos sin sin

2 2 2

x x x x x x
e y i y e y i y e y e y e y e y

i
− − −

+ − − − +
= = + =  

cos sin cos sh sin ch ,
2 2

x x x x
e e e e

y i y y x i y x
− −

− +
=  +  =  +   поэтому Re ( )f z =

cos sh ,y x=   Im ( ) sin ch .f z y x=   

Пример 9. Исследовать на периодичность функцию ch .w iz=  

Решение. Функция chw iz=  будет периодической, если найдется такое 

число Т , что для любого z  будет выполняться условие ch ( ) ch .i z T iz+ =  

Воспользуемся определением функции ch z :   ch .
2

z z
e e

z
−

+
=  

Тогда ch ,
2

iz iz
e e

iz
−

+
=  а  

( ) ( )

ch ( ) .
2 2 2

i z T i z T iz iT iz iT iz iT iz iT
e e e e e e e e

i z T
+ − + + − − − −

+ +  + 
+ = = =  

Очевидно, что равенство ch ( ) ch ( ) chi z T i z T iz+ = + =  будет выполнено, 

если число T  будет удовлетворять системе уравнений 

1; cos sin 1;
2 , .

cos sin 1,1,

iT

iT

e T i T
T k k

T i Te
−

 = + =
  =   

− == 

 

Пример 10. Доказать, что 1 2 1 2 1 2cos ( ) cos cos sin sin .z z z z z z− =  +  

Решение. Воспользуемся формулами Эйлера: 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2cos cos sin sin
2 2 2 2

iz iz iz iz iz iz iz iz
e e e e e e e e

z z z z
− − − −

+ + − −
 + =  +  =  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4

i z z i z z i z z i z z i z z i z z i z z i z z
e e e e e e e e

+ − − − − + + − − − − +
+ + + − − +

= + =
−

 

1 2 1 2( ) ( )

1 2cos ( ).
2

i z z i z z
e e

z z
− − −

+
= = −  

Пример 11. Найти Re ( )f z  и Im ( ),f z  если: 

а) ( ) cos ;f z z=   б) ( ) sh .f z z=   

Решение. а) ( ) cos cos ( ) cos cos sin sinf z z x iy x iy x iy= = + = − =   

cos ch sin sh cos ch sin sh .x y xi y x y i x y=  − = −  Следовательно,  

Re ( )f z =  cos ch , Im ( ) sin sh .x y f z x y= =  
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б) ( ) sh sin sin ( ) (sin cos cos sin )f z z i iz i ix y i ix y ix y= =− =− − =−  − =  

sh (sh cos sin ch ) sh cos sin ch ,z i x y y x y i y x= =− − = +  поэтому  

Re ( ) sh cos , Im ( ) sin ch .f z x y f z y x= =  

Пример 12. Найти ( )f i  и arg ( ),f i  если ( ) sin 3 .f z z=   

Решение. ( ) sin3 sh3,f i i i= =  значит Re ( ) 0, Im ( ) sh3.f i f i= =  Так 

как 
3 3

sh 3 0,
2

e e
−

−
=   то Im ( ) 0f i   и, следовательно, 

6
1

( ) sh 3 ,
2

e
f i

−
= =  

arg ( ) .
2

f i


=   

Пример 13. Для числа 1z i= +  найти значения ln z  и Ln z .  

Решение. Находим 1 1 2 , arg .
4

z z


= + = =  Для нахождения главного 

значения логарифма ln z  воспользуемся формулой ln ln arg ,z z i z= +  

arg .z−   Имеем: ln (1 ) ln 2 .
4

i i


+ = +  Ln z  находим по формуле 

ln ln arg 2 , .z z i z ki k= + +    Следовательно, Ln (1 ) ln 2 2 ,
4

i i ki


+ = + +   .k  

Пример 14. Найти , arg , Rez z z  и Im z  числа ln ( 2).z= −  

Решение. Находим модуль и аргумент числа 1 2:z =−  

1 12, arg .z z= =  

Следовательно, ln ( 2) ln 2 .i− = +   Значит Re Reln ( 2) ln 2,z= − =  

Im Imln ( 2) ;z = − =  ( )2 2
ln ( 2) ln 2 , arg arg ln ( 2) arctg .

ln 2
z z


= − = + = − =  

Пример 15. Решить уравнение cos 2.z =  

Решение. Множество решений данного уравнения определяется равен-

ством arccos2.z =  Известно, что ( )2
arccos Ln 1 ,z i z z= − + −  следовательно, 

( )arccos2 Ln 2 3 .z i= =− +  Для числа 1 2 3z = +  имеем: 1 2 3,z = +  

 1arg 0,z =      поэтому      Ln (2 3) ln (2 3) (0 2 ) ln (2 3) 2 ,+ = + + +  = + + i k ki   

Ln (2 3) 2 ln (2 3).− + =  − +a i k i  

Таким образом, множество решений исходного уравнения имеет вид 

2 ln (2 3).=  − +kz k i  

Пример 16. Найти значение выражения 

6

1 3

2

 −
 
 
 

i

i
.  
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Решение. Общая показательная функция ( )
z

f z a=  определяется следую-

щим образом: 
Ln

.
z z a

a e=  Следовательно, 

1 36
6 Ln

21 3
.

2

ii
i

i
e

 −
  
 

 −
=  

 
  

Найдем модуль и аргумент числа 
1 3

:
2

i−
  

1 3 1 3
1, arg .

2 2 3

i i − − 
= =−  

 

 

Тогда 
1 3

Ln ln1 2 2 .
2 3 3

i i
i k ki

 −   = + − +  =− +        

 

Окончательно имеем 
6

6 2
2 1231 3

.
2

i i
i ki

ki
e e

 − +  
−  

 −
= =  

 
 

 

7. Аналитические функции 
 

Пример 1. Доказать, что линейная функция  ( ) ,f z az b= +  где а  и b  – 

комплексные постоянные, непрерывна во всех точках комплексной плоскости. 

Решение. Возьмем произвольное число 0   и любую точку 0z  комплекс-

ной плоскости. Так как 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f z f z az b az b a z z− = + − + = − =

0 ,a z z=  −  то в качестве ( )=   выберем число 
а


 = . Таким образом, из не-

равенства 0z z
a


−   следует, что 0 0( ) ( ) ,f z f z a z z a

a


− =  −   =   а это  

означает, что функция ( )f z  непрерывна в точке 0z . Так как точка 0z  была вы-

брана произвольно, то функция ( )f z az b= +  является непрерывной на всей 

комплексной плоскости. 

Пример 2. Исследовать на непрерывность функции 
2

1
4 3

3 1

z
w

z

−
=

−
 и 

2 2

5 2

3

z
w

z

+
=

+
. 

Решение. Обе функции являются элементарными и, следовательно, непре-

рывны в области их определения. Поэтому функция 
2

1
4 3

3 1

z
w

z

−
=

−
 непрерывна во 
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всех точках комплексной плоскости, за исключением точки 
1

,
3

z =  а функция 

2 2

5 2

3

z
w

z

+
=

+
 – за исключением точек 1,2 3 .z i=  

Пример 3. Исследовать на непрерывность функцию 
3 2 2
(Re ) Im( ).w z z iz z= −   

Решение. Выделим действительную ( , )u x y  и мнимую ( , )v x y  части 

функции: 

( )
23 2

( ) Re( ) ( ) Im( )w x iy x iy i x iy x iy= +  + − +  + =  

( )3 2 2 3 2 2 2
3 3 ( ) ( ) ( ) Im( 2 )x ix x iy iy x i x iy x ixy y= + + +  − +  + − =  

5 4 3 2 2 3
3 3 ( ) 2x ix y x y ix y i x iy xy= + − − − +  =  

5 4 3 2 2 3 2 2 5 3 2 2
3 3 2 2 ( 3 2 )x ix y x y ix y i x y xy x x y xy= + − − − + = − + +  

4 2 3 2
(3 2 ).i x y x y x y+ − −  

Значит, 
5 3 2 2 4 2 3 2

( , ) 3 2 , ( , ) 3 2 .u x y x x y xy v x y x y x y x y= − + = − −  

Так как функции ( , )u x y  и ( , )v x y  непрерывны во всех точках плоскости 

,Oxy  то и исходная функция ( , ) ( , )w u x y iv x y= +  является непрерывной на 

всей комплексной плоскости z . 

Пример 4. Найти пределы функций: 

а) 
22

2 4 2
lim ;

2z i

z i

z→ −

− +

−
 б) 

2

2

5 6
lim ;

2z i

z iz

z i→

− −

−
 в) 

4

ch sh
lim .

cos 2z

iz i iz

z
→

+
  

Решение.  а) Функция 
2

2 4 2

2

z i

z

− −

−
 непрерывна в точке 2 i− , поэтому  

2 22

2(2 ) 4 22 4 2 4 2 4 2 0
lim 0.

4 4 1 2 1 42 (2 ) 2z i

i iz i i i

i iz i→ −

− − +− + − − +
= = = =

− − − −− − −
 

б) В точке 2i  числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль, т. е. 

имеем неопределенность вида  
0

.
0

 Разложим числитель дроби на множители: 

2
5 6 ( 2 )( 3 ).z iz z i z i− − = − −  Тогда 

2

2 2 2

5 6 ( 2 )( 3 )0
lim lim lim ( 3 ) .

2 0 2z i z i z i

z iz z i z i
z i i

z i z i→ → →

− − − − = = = − =−
 − − 

 

в) Воспользуемся равенствами: ch cos , sh sin .iz z iz i z= =  Следовательно,  

2 2

4 4 4

ch sh cos sin 0 cos sin 1 1
lim lim lim .

cos 2 cos 2 0 cos sin 2cos sinz z z

iz i iz z z z z

z z z zz z  
→ → →

+ − − = = = = =
  +  −
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Пример 5. Доказать, что функция cosw z=  дифференцируема на всей 

комплексной плоскости и найти ее производную. 

Решение.  Возьмем произвольную точку 0z  комплексной плоскости и да-

дим ей приращение z . Тогда функция cosw z=  получит приращение w : 

0 0 0cos ( ) cos 2sin sin .
2 2

  
 = + − =− + 

 

z z
w z z z z  

Рассмотрим предел  

0

0
0 0 0

2sin sin sin2 2 2lim lim lim sin
2

2

 →  →  →

   − + 
   

= =− + =    z z z

z z zz
w z

z
z z z

 

0
0

lim sin sin ,
2 →

 
= + =− 

 z

z
z z  т. к. 

0

sin
2lim 1.

2

 →



=
z

z

z
 

Предел отношения существует, следовательно, исходная функция является 

дифференцируемой в точке 0z . Учитывая, что 0z  – произвольная точка ком-

плексной плоскости, то функция cosw z=  дифференцируема на всей комплекс-

ной плоскости, причем (cos ) sin .z z = −  

Пример 6. Доказать, что функция Rew z z=   дифференцируема только в 

точке 0z = . Найти ее производную в этой точке. 

Решение.  Так как 
2

( ) Re( ) ( ) ,= +  + = +  = +w x iy x iy x iy x x ixy  то 
2

( , ) ,=u x y x  ( , ) .= v x y x y  

Находим частные производные: 2 , 0, , .
   

= = = =
   

u u v v
x y x

x y x y
  

Проверяем выполнение условий Коши – Римана: 

 

;
2 ;

0 .
.

u v
x xx y

u v y

y x

  =
 = 

 
  =− =−
 

 

Очевидно, что система имеет единственное решение: 0, 0.x y= =  Значит, 

функция Rew z z=   дифференцируема в единственной точке 0z = . Находим 

производную в этой точке:  

0 00 0 0
00 0 0

( ) 2 0.= == = =
== = =

  = + = + =
 z xx x x

yy y y

u v
w z i x i y

x x
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Пример 7. Найти точки, в которых существует производная функции и вы-

числить производную в этих точках: 

а) ( ) ;f z i z=  б) ( )
2

( ) ;f z z=  в) 3
( ) .

z
f z e=  

Решение. а) Так как ( ) ( ) ,f z i z i x i y ix y= = − = +  то ( , ) ,=u x y y  

( , ) .=v x y x  Находим частные производные: 0, 1, 1, 0.
u u v v

x y x y

   
= = = =

   
 

Очевидно, что одно из условий Коши – Римана, а именно ,
u v
y x
=

 −
 

 не выпол-

няется ни в одной точке, поэтому исходная функция не является дифференциру-

емой на всей комплексной плоскости. 

б) Находим действительную и мнимую части функции:  

( )
2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 2 ( ) 2 .f z z x iy x ixy y x y ixy= = − = − − = − −   

Имеем: 2 2
( , ) , ( , ) 2 .u x y x y v x y xy= − =−  Отсюда  2 , 2 ,u ux y

x y
 = =−
 

 

2 , 2 .v vy x
x y
 =− =−
 

 Условия Коши – Римана выполняются только в одной точке 

(0;0).  Следовательно, функция ( )
2

( )f z z=  дифференцируема только в точке 0.z =

Находим: 

0 00
00

( ) 2 0 2 0 0.
z xx

yy

u v
f z i i

x x= ==
==

  = + =  +   =
 

 

в) 
3 3( ) 3 3 3

( ) (cos3 sin 3 )
z x iy x iy x

f z e e e e e y i y
+

= = =  = +   

3 3
( , ) cos3 , ( , ) sin 3 .

x x
u x y e y v x y e y = =  Находим частные производные: 

3 3 3 3
cos3 , sin 3 , sin 3 , cos3 .3 3 3 3

x x x x
e y e y e y e y

u u v v
x y x y
   = =− = =
   

 

 Частные производные непрерывны на всей комплексной плоскости и удовле-

творяют условиям Коши – Римана. Следовательно, функция 
3

( )
z

f z e=  дифферен-

цируема и аналитична на всей комплексной плоскости. Находим производную:  

 ( )3 3
( ) 3 .

z z
f z e e


 = =  

 Пример 8. Проверить условия Коши – Римана в произвольной точке. В 

случае их выполнения найти производную ( )f z  для следующих функций: 

 а) ( ) sin ( );f z iz=  б) 3
( ) ( ) .

z
f z z i e= +  

 Решение. Найдем ( , )u x y  и ( , ):v x y  

( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) cos cos ( )sinf z iz i x iy ix y ix y ix y= = + = − =  − =  
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sh cos ch sin .i x y x y= −  Отсюда ( , ) ch sin , ( , ) sh cos .u x y x y v x y x y=− =  

 Находим частные производные функций ( , )u x y  и ( , )v x y : 

sh sin , ch cos , ch cos , sh sin .
u u v v

x y x y x y x y
x y x y

   
=− =− = =−

   
 

 Так как на всей комплексной плоскости частные производные непрерывны 

и удовлетворяют условиям Коши – Римана , ,
u v u v

x y y x

   
= =−

   
 то функция 

( ) sin ( )f z iz=  является дифференцируемой и аналитической на всей комплекс-

ной плоскости, причем ( )( ) sin ( ) cos .f z iz i iz = =  

б) ( ) ( )3 3 3 3
( ) ( ) ( 1) ( 1) (cos3 sin3 )

z x iy x
f z z i e x i y e x i y e y i y

+
= + = + + = + +  + =  

( ) ( )3 3
cos3 ( 1)sin3 ( 1) cos3 sin3 .

x x
e x y y y ie y y x y= = − + + +  +  

Находим частные производные: 

( )3 3
3 cos3 ( 1)sin 3 cos3 ;

x xu
e x y y y e y

x


= − + +


 

( )3
3 sin3 sin3 3( 1)cos3 ;

xu
e x y y y y

y


= − − − +


 

( )3 3
3 ( 1) cos3 sin 3 sin 3 ;

x xv
e y y x y e y

x


= + + +


 

( )3
cos3 3 ( 1)sin3 3 cos3 .

xv
e y y y x y

y


= − + +


 

Частные производные непрерывны на всей комплексной плоскости и удо-

влетворяют условиям , ,
u v u v

x y y x

   
= =−

   
 значит, функция 

3
( ) ( )

z
f z z i e= +  

дифференцируема на всей комплексной плоскости z : 

( ) ( )3 3 3 3
( ) ( ) 3( ) 1 3 ( ) .

z z z z
f z z i e e z i e e z i


 = + = + + = + +  

Пример 9. Найти угол поворота и коэффициент растяжения любой глад-

кой кривой в точке 0z  при отображении ( )f z : 

а) 
3

0( ) , 1 ;f z z z i= = −  б) 0
2

( ) , 2 .
z i

f z z i
z i

+
= =

−
 

Решение.  а)  При отображении  функции ( )w f z=  угол поворота в точке 

0z  равен аргументу производной, т. е. 0arg ( ),f z =  а коэффициент растяже-

ния – модулю производной, т. е. 0( ) .k f z=  

Находим производную: 
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2 2
0( ) 3 , ( ) (1 ) 3(1 ) 3(1 2 1) 6 .f z z f z f i i i i  = = − = − = − − =−  

Следовательно, 0 0arg ( ) , ( ) 6.
2

f z k f z
  = = − = =  

б) Находим:  

2 2

( 2 ) 3
( ) ;

( ) ( )

z i z i i
f z

z i z i

− − + − = =
− −

 

0 2

3
( ) (2 ) 3 .

(2 )

i
f z f i i

i i

− = = =
−

  

Значит, 0 0arg ( ) , ( ) 3.
2

f z k f z
  = = = =  

Пример 10. Найти точки, в которых коэффициент растяжения равен 1 при 

отображении 
2

( ) 4 .f z z z= −  

Решение. Находим ( ) 2 4, ( ) 1 2 4 1, 2 2 1,f z z k f z z z = − = =  − = − =  

1
2

2
z− = − уравнение окружности с центром в точке 2z =  и радиусом 

1

2
. 

Пример 11. Показать, что функция ( , )x y  является гармонической на 

всей плоскости 
2

: 

а) 
2 3

( , ) 3 5 ;x y x y x y = + −  б) ( , ) sh cos .x y x y =   

Решение. а) Функция ( , )x y  будет гармонической в некоторой области 

D , если она удовлетворяет в этой области уравнению Лапласа 

2 2

2 2
0.

x y

 
=

 
+

 
 

Находим частные производные второго порядка: 
2 2

2 2

2 2
6 5, 6 , 3 3 , 6 .xy y x y y

x yx y

   
= + = = − =−

   

  
 

Так как 

2 2

2 2
0

x y

 
+ =

 

 
 для любой точки плоскости, то исходная функция 

является гармонической на всей плоскости 
2
. 

б) Имеем:  
2 2

2 2
ch cos , sh cos , sh sin , sh cos .x y x y x y x y

x yx y

    
= = =− =−

  
 

Очевидно, что 

2 2

2 2
0

x y

   
+ =

 
 во всех точках плоскости. Следовательно, 

функция ( , ) sh cosx y y =  – гармоническая на всей плоскости 
2
. 
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Пример 12. Найти аналитическую функцию ( )f z  по заданной действи-

тельной или мнимой части: 

а) ( , ) sin , (0) 2 ;
x

u x y e y y f i
−

= − =   

б) ( , ) arctg 2 .
x

v x y y
y

= +  

Решение. а) Проверим, что функция ( , )u x y  является гармонической на 

всей плоскости. Для этого найдем частные производные: 
2 2

2 2
sin , sin , cos 1, sin .

x x x xu uu u
e y e y e y e y

x yx y

− − − −  
= − = = − =−

  
 

Так как 
2 2

2 2
0

u v

x y

 
+ =

 
 для любой точки плоскости, то функция ( , )u x y  – 

гармоническая на всей плоскости. Следовательно, существует аналитическая в 

 функция ( )f z , такая, что ( ) ( , ) ( , ).f z u x y iv x y= +  

Так как sin
xu

e y
x

−
= −


, то в силу первого из условий Коши – Римана 

u v

x y

  
=   

 имеем sin .
xv

e y
y

−
=−


 

Интегрируя последнее равенство, находим ( , ) ( )
v

v x y dy x
y


= + =



cos ( ),
x

e y x
−

= +  где ( )x  – произвольная функция переменной x . 

Воспользуемся вторым условием Коши – Римана .
u v

y x

 
=−

 
 Так как 

cos ( ),
xv

e y x
x

−
= − +


 то cos ( ).

xu
e y x

y

−
= −


 Но при проверке функции 

( , )u x y  на гармоничность было найдено, что cos 1.
xu

e y
y

−
= −


  

Значит,  cos ( ) cos 1,
x x

e y x e y
− −− = −  откуда ( ) 1, ( ) .x x x c =  = +  

Следовательно, ( , ) cos ,
x

v x y e y x c
−

= + +  а искомая функция имеет вид  

( ) sin ( cos )
x x

f z u iv e y y i e y x c
− −

= + = − + + +   

или  

( ) (sin cos ) (cos sin ) ( )
x x

f z e y i y y i x i c e i y i y i x i y i c
− −

= + − + + =  − + + + =  

( ) ( ).
x iy z z

e i e i x i y i c i e i z i c i e z c
− − − −

=  + + + = + + = + +  

Так как (0) 2 ,f i=  то 
0

2 ( 0 ),i i e c= + +  откуда 1.c=   
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Окончательно получаем ( ) ( 1).
z

f z i e z
−

= + +  

б) Находим:  

2 2 2

2

1 1
;

1

v y

x yx x y

y


=  =

 +
+

 

2
2 2 2

2 2 2 2

2
( 1)( ) 2 ;

( )

v xy
y x y x

x x y

−
=  − +  = −

 +
 

2 2 2 2

2

1
2 2;

1

v x x

y x y x y

y

 
=  − + = − + 

  + +

 

2
2 2 2

2 2 2 2

2
( 1)( ) 2 .

( )

v xy
x x y y

y x y

−
=− − +  = −

 +
 

Очевидно, что равенство 
2 2

2 2
0

u v

x y

 
+ =

 
 выполняется, значит, функция 

( , )v x y  гармоническая. 

Так как  ,
u v

x y

 
+

 
 а ,

u v

y x

 
= −

 
  то 

2 2 2 2
2, .

u u yx

x yx y x y

 
=− + =−

 + +
 Из 

первого равенства находим 

2 2
( , ) ( ) 2 ( )

u x
u x y d x y d x y

x x y

 
= + = − + + = 

  + 
   

( )2 21
ln 2 ( ).

2
x y x y= − + + +  

Отсюда 

2 2 2 2 2 2

1 1
2 ( ) ( ) .

2

y yu
y y y

y x y x y x y

  = −   + = − + = −
 + + +

 

Следовательно, ( ) 0, ( ) .y y c =  =  

Таким образом, ( )2 21
( , ) ln 2 .

2
u x y x y x c= − + + +  Искомая функция

( )2 21
( ) ( , ) ( , ) ln 2 arctg 2 ,

2

x
f z u x y i v x y x y x c i y

y

 
= + = − + + + + + 

 
 или, пе-

реходя к переменной z , 
1

( ) ln 2 arg .f z z z c i
z

= − + + +  
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8. Интегрирование ФКП 
 

Пример 1. Вычислить  
2

Re( ) ,
l

z dz  где :l  а) отрезок прямой между точ-

ками 1 0z =  и 2 1 2 ;z i= −  б) ломаная OBA, где (0;0), (1;0), (1; 2).O B A −  

Решение. а) Запишем уравнение прямой, проходящей через точки 1 0z =  и 

2 1 2 .z i= −  Прямая проходит через начало координат, следовательно, ее уравне-

ние имеет вид .y kx=  Подставив в это уравнение координаты точки 2 (1; 2),z = −  

получим 2 1,k− =   откуда 2.k =−   

Таким образом, уравнение прямой будет иметь вид 2 ,y x=−  где 

0 1, 2 .x dy dx  =−   

Запишем подынтегральную функцию в алгебраической форме: 
2 2 2 2 2 2

( ) Re( ) Re( ) Re( 2 ) .f z z x iy x ixy y x y= = + = + − = −  

Следовательно,  
2 2

( , ) , ( , ) 0.u x y x y v x y= − =  

Воспользуемся формулой ( ) ( )( ).

l l

f z dz u iv dx idy= + +   

Находим 
1

2 2 2 2 2

0

Re( ) ( )( ) ( 4 )( ( 2 ))
l l

z dz x y dx idy x x dx i dx= − + = − + − =    

1 1 1 1 13 3
2 2 2

0 0 0 0 0

( 3 )( 2 ) 3 6 3 6 1 2 .
3 3

x x
x dx idx x dx i x dx i i= − − =− + = −  +  = − +    

б) Путь интегрирования состоит из двух отрезков: OB  и .BA  Поэтому ис-

ходный интеграл запишем в виде суммы двух интегралов: 
2 2 2

Re( ) Re( ) Re( ) .
l OB BA

z dz z dz z dz= +    

Вычислим каждый интеграл так же, как и в пункте  а). 

Функция 
2

( ) Re ( )f z z=  в алгебраической форме запишется следующим 

образом: 
2 2 2 2 2

( ) Re( ) , ( , ) , ( , ) 0.f z z x y u x y x y v x y= = − = − =  

Используя формулу ( ) ( )( ),
l l

f z dz u iv dx idy= + +   получим 

2 2 2 2 2
Re ( )( ) ( )( ).

l OB BA

z dz x y dx idy x y dx idy= − + + − +    

В случае отрезка OB  имеем: 0, 0 1;y x=    для отрезка : 1,BA x =  а пе-

ременная y  изменяется от 0  до 2.−  
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Следовательно, 
1 2 31 23

2 2 2

0 00 0

1 2
Re ( ) (1 ) .

3 3 3 3
l

yx
z dz x dx y idy i y i

− − 
= + − = + − = + 

 
 

    

Пример 2. Вычислить  
2

Re Im ( ) ,

l

z z dz  где l −  дуга параболы 
3

2y x=  от 

точки 1 2 16z i=− −  до точки 2 1 2 .z i= +  

Решение. Уравнение параболы задано в явном виде 
3

2y x= , где 

2
[ 2;1], 6 .x dy x dx − =  

Запишем функцию 2
( ) Re Im( )f z z z=   в алгебраической форме: 

2 2 2 2
( ) Re Im( ) Im( ) Im( 2 ) 2f z z z x x iy x x ixy y x xy=  =  + =  + − =  =  

2 2
2 ( , ) 2 , ( , ) 0.x y u x y x y v x y=  = =  

 Следовательно,  

1 1
2 2 2 3 2

2 2

Re Im ( ) 2 ( ) 2 2 ( 6 )

l

z z dz x y dx idy x x dx i x dx

− −

 = + = +  =    

1 16 8

2 2

1 64 1 256
4 24 4 24 42 765 .

6 8 6 6 8 8

x x
i i i

− −

   =  + =  − + − =− −   
   

 

Пример 3. Вычислить  
2

Im ( ) ,

l

z z dz  где l −  дуга окружности 1z =  от 

точки 1 1z =−  до точки 2 1.z =  

Решение. Для вычисления интеграла в данном случае удобнее использо-

вать формулу 

( ) ( ( )) ( ) .

l

f z dz f z t z t dt





=    

Уравнение окружности 1z =  в параметрической форме имеет вид 

, [0;2 ].
it

z e t=    Так как интегрирование осуществляется по дуге этой 

окружности, заключенной между точками 1 1z =−  и 2 1,z =  то параметр t   будет 

изменяться от −  до 0,  т. е. 0.t−   

Находим :dz   ( ) .
it it

dz e dt ie dt= =  Для 
it

z e=  находим  
2 2

( ) Im( ) Im Im(cos 2 sin 2 ) sin 2 .
it it it it

f z z z e e e t i t e t=  =  =  + =   

Имеем  
0 0

2 2
Im ( ) sin 2 sin 2

it it it

l

z z dz e t ie dt i e tdt

− −

 =   =  =    
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0 0 0
2

(cos 2 sin 2 )sin 2 cos 2 sin 2 sin 2i t i t tdt i t tdt tdt
− − −

= + =  − =    

0 0 0 0
1 1 1

sin 4 (1 cos 4 ) cos 4 sin 4
2 2 8 2 4

i i
tdt t dt t t t

−  −  −  − 

 = − − = − − − = 
    

1 1 1
(cos0 cos( 4 )) 0 sin 0 sin ( 4 )

8 2 4 4

i   = − − −  − − − −− −  =  
  

 

1 1 1
(1 1) 0 0 0 .

8 2 4 4 2

i    = − − − −  − −−  = −  
  

 

Пример 4. Вычислить  
3

( sin )
l

z z iz dz +  по дуге l  параболы 
2

1y x=− +  

от точки 1z i=  до точки 2 1.z =  

Решение. Так как подынтегральная функция 
3

( ) sinf z z z iz= +  является 

аналитической на всей комплексной плоскости, то интеграл от этой функции не 

зависит от вида кривой, соединяющей начальную и конечную точки, и может 

быть вычислен по формуле Ньютона – Лейбница: 

1 1 1
3 3 3

( sin ) ( sin ) sin .
l i i i

z z iz dz z z iz dz z zdz i z dz + = + = +     

Второй интеграл находится следующим образом:  

1 14
3 4 41 1

(1 ) (1 1) 0.
4 4 4

i i

z
z dz i= = − = − =  

Первый интеграл вычисляется методом интегрирования по частям: 

0 00,
sin cos cos

sin cos
i ii

u z du dz
z zdz z z zdz

dv zdz v z

= = 
 = = −  + = 

= = − 
   

2 2 2 2

0 0
cos sin 0 cos 0 sin cos sin

2 2

i i i i

i i

e e e e
z z z i i i i i i i

i

− −
+ −

−  + = + + − = − = − =  

1 1 1 1 1 1 1 1

.
2 2 2 2

e e e e e e e e
i i i ie

i

− − − −
+ − + −

= − = + =  

Таким образом, 
3

( sin ) .
l

z z iz dz ie + =  
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Пример 5. Вычислить 
2 2

(3 cos ) ,
l

z z dz+  где l −  произвольная кривая, со-

единяющая точки 1 0z =  и 2 2 .z i=  

Решение. Подынтегральная функция 
2 2

( ) 3 cosf z z z= +  аналитична на 

всей комплексной плоскости, и, следовательно, интеграл не зависит от пути ин-

тегрирования. Вычисляем его по формуле Ньютона – Лейбница: 
2 2 2

2 2 2 2 2

0 0 0

1
(3 cos ) (3 cos ) 3 (1 cos )

2

i i i

l

z z dz z z dz z dz z+ = + = + + =     

2 23

0 0

1 1 1 1 1
3 sin 2 8 2 sin 4 7 sin 4

3 2 2 2 2 4

i i
z

z z i i i i i   =  + + = − + + =− + =   
   

 

1 1
7 sh 4 sh 4 7 .

4 4
i i i = − + = − 

 
 

Пример 6. Вычислить 
3

2
,

4

z

l

l
dz

z z−
  где l −  контур, образованный кри-

выми 
2

1y x= +  и 2.y =  

Решение. Подынтегральная функция 
3

2
( )

4

z
l

f z
z z

=
−

 является аналитиче-

ской на всей комплексной плоскости, за исключением точек 1 0z =  и 2 4.z =  Эти 

точки расположены вне контура l , следовательно, по интегральной теореме 

Коши 
3

2
0.

4

z

l

l
dz

z z
=

−
  

Пример 7. Вычислить 
2

ch
,

5 4l

iz
dz

z z− +
  где l −  окружность 1.z i− =  

Решение. Находим нули знаменателя – особые точки подынтегральной 

функции: 
2 1

2

1;
5 4 0, ( 1)( 4) 0

4.

=
− + = − − =  

=

z
z z z z

z
 

Область, ограниченная контуром l , – это круг с центром в точке 0z i=  и 

радиусом 1.R=  Выясним, какие из особых точек лежат в этом круге. Для этого 

найдем расстояния от точек 1z  и  2z  до точки 0 :z  

2 2
1 0 1 1 ( 1) 2 1;z z i− = − = + − =   

2 2
2 0 4 4 ( 1) 217 1.z z i− = − = + − =   
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Таким образом, ни одна из особых точек не лежит в круге 1,z i−   а зна-

чит, подынтегральная функция является аналитической в этом круге и в силу ин-

тегральной теоремы Коши 
2

ch
0.

5 4l

iz

z z
=

− +
  

Пример 8. Вычислить 
2

ch
,

5 4l

iz
dz

z z− +
  где l −  окружность 2 3.z i+ =  

Решение. В круге 2 3z i+   лежит одна особая точка подынтегральной 

функции 0 1.z =  Функцию 
2

ch

5 4

iz

z z− +
 перепишем в следующем виде: 

2

ch
ch ch ( )4 ,

( 1)( 4) 1 15 4

iz
iz iz f zz

z z z zz z

−= = =
− − − −− +

 

где 
ch

( )
4

iz
f z

z
= −

−
 аналитическая функция в круге 2 3z i+  . 

Применим интегральную формулу Коши 0
0

( )
2 ( ):

l

f z
dz i f z

z z
=  

−  

2
1

ch ch
2 2 cos1.

45 4l z

iz iz
dz i i

zz z =

=   =  
−− +

  

Пример 9. Вычислить 
3

,
9

z

l

l
dz

z z+
  где l −  окружность: а) 2;z =   

б) 3 1;z i− =  в) 1 3.z i+ − =  

Решение. Находим особые точки подынтегральной функции: 

1
3

2

3

0;

9 0 ( 3 )( 3 ) 0 3 ;

3 .

z

z z z z i z i z i

z i

=


=  − + =  =
 = −

 

Выясним, какие из них лежат внутри круга, ограниченного 

соответствующей окружностью. 

а) Внутри круга 2z   находится точка 1 0z = . Запишем подынтегральную 

функцию в виде 

2

3 2

( )9 ,
9 ( 9)

z

z z

l

f zl l z
z zz z z z

+= = =
+ +
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где 
2

( )
9

z
l

f z
z

=
+

 – аналитическая функция в этом круге. Используя интеграль-

ную формулу Коши, находим 

 
3 2

0

2
2 .

99 9

z z

l z

l l
dz i i

z z z =

=   = 
+ +

  

 б) Внутри круга 3 1z i−   находится точка 2 3z i= . Для этого случая 

подынтегральную функцию перепишем в виде  

 
3

( )3 ,
( 3 )( 3 ) 3 39

+= = =
− + − −+

z

z z
l

f zl l z i
z z i z i z i z iz z

 

где ( )
3

z
l

f z
z i

=
+

 – функция, аналитическая в круге 3 1z i− = . 

Вычислим интеграл: 

 
3

3

2
39 =

=   =
++


z z

l z i

l l
dz i

z iz z
3

31
2 .

6 3
=   = 

i
il

i l
i

 

 в) В круг 1 3z i+ −   попадают две точки: 

1 0z =  и 2 3 .z i=  Построим две окружности 1 :l   

z r=  и  2 :l   3z i r− =  с центрами в точках 1 0z =  

и 2 3z i=  достаточно малого радиуса r  так, чтобы 

эти окружности лежали внутри круга 1 3z i+ −   

и не пересекались между собой (рис. 16).  

 В результате получим трехсвязную об-

ласть с границами 1 2и,l l l . По теореме Коши для многосвязной области имеем 

1 2

3 3 3
.

9 9 9

z z z

l l l

l l l
dz dz dz

z z z z z z
= +

+ + +
    

 Но очевидно, 

1

3
9

z

l

l
dz

z z+
  равен интегралу 

3
2

,
9

z

z

l
dz

z z= +
  вычисленному в 

пункте  а), т. е. 

1

3

2
.

99

z

l

l
dz i

z z
= 

+
  Второй интеграл 

2

3
9

z

l

l
dz

z z+
  равен интегралу, 

вычисленному в пункте  б), т. е. 

2

3

3

1
.

39

z
i

l

l
dz e

z z
= 

+
  

Y 

z1 

z2 

l2 

l1 0 X 

Рис. 16 

l 
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 Следовательно, 
3 3

3

2 1 1 2
.

9 3 3 39

z
i i

l

l
dz i e e

z z

 =  +  =  + 
 +

  

 

9. Нули и изолированные особые точки  

аналитических функций  

 
Нули функции. Точка 0z  является нулем порядка (или кратности) k  

( 1)k   аналитической функции ( ),f z  если выполняется одно из условий: 

1) 
( 1) ( )

0 0 0 0( ) 0, ( ) 0, ... ( ) 0, ( ) 0;
k k

f z f z f z f z
−= = =   

2) разложение функции ( )f z  в ряд Тейлора в окрестности точки 0z  имеет 

вид  

1
0 1 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) , 0;

k k n
k k n k

n k

f z c z z c z z c z z c


+
+

=

= − + − + = −   

3) в окрестности точки 0z  функция ( )f z  может быть представлена в виде

0( ) ( ) ( ),
k

f z z z z= −   где функция ( )z  является аналитической в точке 0z  и 

0( ) 0z  . 

Нуль первого порядка ( 1)k =  называется простым нулем. 

Если точка 0z  является нулем порядка k  аналитической функции ( )f z  и 

нулем порядка m  аналитической функции ( ),g z  то 0z  является нулем порядка 

k m+  функции ( ) ( ),f z g z  нулем порядка k m−  (если k m ) функции 
( )

( )

f z

g z
. 

Пример 1. Найти нули функции 
6 4

( ) 9f z z z= +  и определить их порядки. 

Решение. Найдем нули функции, решив уравнение ( ) 0f z = : 

6 4 4 2 4
9 0 ( 9) 0 ( 3 )( 3 ) 0.z z z z z z i z i+ =  + =  − + =  

Получим 1 2 30, 3 , 3 .z z i z i= = =−  

Поскольку 
4 1 1

( ) ( 3 ) ( 3 ) ,f z z z i z i= − +  то согласно третьему условию, 

точка 1 0z =  является нулем четвертого порядка, точки 2 3z i=  и 3 3z i=−  – ну-

лями первого порядка (или простыми нулями).  

Пример 2. Найти нули функции ( ) cos5f z z=  и определить их порядки. 

Решение. Решим уравнение ( ) 0f z = : 

cos5 0, 5 , , ,
2 10 5nz z n n z n n
  

=  = +   = +   – нули функции 

( ).f z  Определим порядки нулей nz : 
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( ) 5sin 5 5sin 5 0.
2n nf z z n
  = − = − + =  

 
 

Следовательно, точки nz  – нули первого порядка (простые нули) функции 

( )f z . 

Пример 3. Найти порядок нуля 0 3z =   для функции 

3
( ) 4sin cos 1.f z z z= − −  

Решение. Вычислим значения функции и ее производных в точке 0z : 

2

2 3

(3 ) 0;

( ) 12sin cos sin , (3 ) 0;

( ) 24sin cos 12sin cos , (3 ) 1 0.

f

f z z z z f

f z z z z z f

 =

 = +  =

 = − +  = − 

 

Следовательно, точка 0 3z =   – нуль второго порядка функции ( )f z . 

Пример 4. Найти порядок нуля 0 0z =  для функции 

5 4 3 3
( ) ( 2 3 )(1 cos ) .f z z z z z= + + −  

Решение. Преобразуем функцию ( )f z , используя разложение cos z  в ряд 

Тейлора: 
3

2 4
5 4 3 3 3 2

( ) ( 2 3 )(1 cos ) ( 2 3) 1 1 ...
2! 4!

z z
f z z z z z z z z

  
= + + − = + + − − + − =   

  

 

3
2

9 2 1
( 2 3) ... .

2! 4!

z
z z z

 
=  + + − + 

 
 

Положим 

3
2

2 1
( ) ( 2 3) ... .

2! 4!

z
z z z

 
 = + + − + 

 
 

Тогда 
9

( ) ( ),f z z z=   где ( )z  – функция, аналитическая в точке 

0 0,z =  причем 
3

(0) 0.
2

 =   Следовательно, 0 0z =  – нуль девятого порядка 

функции ( )f z . 

Пример 5. Найти порядок нуля 0 0z =  для функции 

2
3 4

( ) sin ( 1) .
z

f z z e=  −  

Решение. Обозначим 
2

1 2( ) sin , ( ) 1.
z

z z z e =  = −  

Тогда 
3 4
1 2( ) ( ) ( ).f z z z=   

Так как 
3

1 ( ) sin ...
3!

z
z z z = = − +   и  

2 4
2

2 ( ) 1 ...,
2!

z z
z e z = − = + +  то точка  
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0 0z =  является нулем первого порядка для функции 1 ( )z  и нулем второго по-

рядка для функции 2 ( )z . Следовательно, точка 0 0z =  – это нуль третьего по-

рядка 1( 3)k =  для функции  
3
1 ( )z  и нуль восьмого порядка 2( 8)k =  для функ-

ции 
4
2 ( ).z  Значит, для функции 

3 4
1 2( ) ( ) ( )f z z z=   точка 0 0z =  является ну-

лем одиннадцатого порядка 1 2( 3 8 11).k k k= + = + =  

Пример 6. Найти порядок нуля 0
3

2
z =  для функции 

4

2 2

cos
( ) .

(4 9)( 1)

z
f z

z z


=

− +
 

Решение. Обозначим 
4 2 2

1 2( ) cos , ( ) (4 9)( 1).z z z z z =   = − +  

Тогда 
1

2

( )
( ) .

( )

z
f z

z


=


 

Поскольку точка 0
3

2
z =  является нулем первого порядка для функции 

cos z  
3

z
2

3 3
(т. к. cos 0; (cos z) sin 0),

2 2=

 =  = − =   то она является нулем 

четвертого порядка 1( 4)k =  для функции 
4

1 ( ) cos .z z =   

Для функции ( )2
2

3 3
( ) 4 1

2 2
z z z z   = − + +  

  
 точка 0

3

2
z =  является ну-

лем первого порядка 2( 1).k =  

Следовательно, точка 0
3

2
z =  является нулем третьего порядка 

1 2( 4 1 3)k k k= − = − =  для функции 
1

2

( )
( ) .

( )

z
f z

z


=


 

Пример 7. Найти порядок нуля 0z  функции ( ) ( ) ( ),h z a f z bg z= +  где 

0,ab  если известно, что точка 0z  является нулем порядка k  для функции ( )f z  

и нулем порядка m  для функции ( )g z , причем .k m  

Решение. Учитывая условие, представим функции ( )f z  и ( )g z  следую-

щим образом: 

0 1( ) ( ) ( ),
k

f z z z z= −   где 1 0( ) 0;z   

0 2( ) ( ) ( ),
m

g z z z z= −   где 2 0( ) 0;z   

1 ( )z  и 2 ( )z  – аналитические в точке 0z  функции. 
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Тогда  0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k m

h z a z z z b z z z= −  + −  =  

( )0 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .
m k m

z z a z z z b z
−

= − −  +   

Обозначим 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ).
k m

z a z z z b z
−

 = −  +   

Очевидно, функция ( )z  является аналитической в точке 0 ( 0),z k m−   

причем 0 2 0( ) ( ) 0.z b z =    

Таким образом, для функции 0( ) ( ) ( )
m

h z z z z= −   точка 0z  является ну-

лем порядка m .  

Изолированные особые точки. Точка 0z   называется изолированной 

особой точкой функции ( )f z , если функция ( )f z  аналитична  всюду в некото-

рой окрестности точки 0z , кроме самой этой точки. 

Изолированная особая точка 0z  аналитической функции ( )f z  называется: 

1) устранимой особой точкой, если предел 
0

lim ( )
z z

f z
→

 существует и конечен; 

2) полюсом, если 
0

lim ( )
z z

f z
→

= ; 

3) существенно особой точкой, если предел 
0

lim ( )
z z

f z
→

 не существует. 

Для того чтобы точка 0z  являлась устранимой особой точкой функции 

( )f z , необходимо и достаточно, чтобы разложение функции ( )f z  в ряд Лорана 

в окрестности точки 0z  не содержало главной части, т. е.: 

а) если 0z  – конечная точка, то  

2

0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ...;= + − + − + + − +
n

nf z с c z z c z z c z z  

б) если 0 ,z =  то  
1 2

0 2
( ) ... ... .n

n

cc c
f z с

z z z
= + + + + +  

Для того чтобы точка 0z  являлась полюсом порядка k  ( 1k  ), необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий: 

1) точка 0z  является нулем порядка k  для функции 
1

( )
( )

h z
f z

= ; 

2) функция ( )f z  может быть представлена в виде: 

а) если 0z  – конечная точка, то 

0

( )
( ) ,

( )
k

z
f z

z z


=

−
 где функция ( )z  ана-

литична в точке 0z  и 0( ) 0;z   
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б) если 0 ,z =  то ( ) ( ),
k

f z z z=   где ( )z  аналитична в точке 

, ( ) 0.z =     

3) главная часть разложения функции ( )z  в ряд Лорана в окрестности 

точки 0z  содержит конечное число членов и имеет следующий вид: 

а) если 0z  – конечная точка, то 1
0

0 00

( ) ... ( ) ,
( )

nk
nk

n

c c
f z c z z

z zz z


− −

=

= + + + −
−−

  

0;kc−   

б) если 0 ,z =  то  1
0

( ) ... , 0.
k n

k kn
n

c
f z с z c z c

z


−

=

= + + +   

Для того чтобы точка 0z  являлась существенно особой точкой функции 

( )f z , необходимо и достаточно, чтобы главная часть ее разложения в ряд  

Лорана в окрестности точки 0z  содержала бесконечное число членов, т. е. если 

0z  – конечная точка, то бесконечное число отрицательных степеней – 0−z z ,  

а если 0 ,z =  то бесконечное число положительных степеней – z . 

Пример 8. Определить тип особой точки 0 0z =  для функции 

sin 2
( ) .

z
f z

z
=  

Решение. Функция ( )f z  аналитична при 0 .z   Вычислим предел: 

2 5

0 0 0

(2 ) (2 )sin 2 1
lim ( ) lim lim 2 ...

3! 5!z z z

z zz
f z z

z z→ → →

 
= = − + − = 

 
 

 

5 4

0

4 2
lim 2 ... 2.

3! 5!z

z z
→

 
= − + − = 

 
 

Предел существует и конечен, следовательно, 0 0z =  – устранимая особая 

точка функции ( )f z . 

Пример 9. Определить тип особой точки 0 3z =  для функции 

1
( ) .

1
cos

3

f z

z

=

−

 

Решение. Точка 0 3z =  является особой. Чтобы определить ее тип, рассмот-

рим все особые точки данной функции. Решив уравнение 
1

cos 0,
3z
=

−
 получим 

точки 
2

3 .
2kz

k
= +

+ 
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Очевидно, 
2

3
2

1
lim ( ) lim ,

1
cos

3
kz z

z
k

f z

z

→
→ +

+ 

= =

−

 т. е. точки kz  являются полю-

сами. 

Вычислим предел последовательности точек kz  при k → : 

0
2

lim lim 3 3 .
2k

k k
z z

k→ →

 = + = = 
+  

 

Итак, в любой окрестности точки  0 3z =  имеются другие особые точки, 

следовательно, точка 0 3z =  является неизолированной особой точкой. 

Пример 10. Определить тип особой точки 0z =  для функции 

3

ch2 1
( ) .

sin
6

z
f z

z
z z

−
=

− +

 

Решение. Рассмотрим функцию 

3

sin
1 6( ) .
( ) ch2 1

z
z z

h z
f z z

− +
= =

−
  

Точка 0z =  является нулем пятого порядка для числителя 
3

1 ( ) sin ,
6

z
z z z = − +  т. к.  

3 5 7 3 5 7

1 ( ) ... ... .
3! 5! 7! 6 5! 7!

z z z z z z
z z z

 
 = − + − + − + = − + 

 
 

Точка 0z =  является нулем второго порядка для знаменателя 

2 ( ) ch2 1,z z = −  т. к.  

2 2(0) 0, (0) 2sh(2 0) 0, (0) 4ch(2 0) 4 0.  =  =  =  =  =   

Таким образом, точка 0z =  является нулем порядка 5 2 3− =  для функции 

1

2

( )
( ) .

( )

z
h z

z


=


  

Следовательно, точка 0z =  является полюсом третьего порядка для функ-

ции ( )f z . 

Пример 11. Найти конечные особые точки и определить их типы для функ-

ции 
2 2 2

cos3
( ) .

(4 )( 2)

z
f z

z z
=

− +
 

Решение. Числитель данной функции определен для всех z , поэтому ее 

конечными особыми точками являются корни знаменателя: , 2.
2

z z i


=  =    

Рассмотрим точку .
2

z


=  



89 
 

Вычислим предел:  

2 2

2 2 2

cos3 cos3
lim ( ) lim lim

(2 )(2 )( 2)
(2 ) 2 2

4

z z z

z z
f z

z z z
z

  
→ → →

= = =
 − + + 

−   + 
 

 

 

2 2 2 2

2 2

(cos3 )2 2 3sin3 2 3 3
lim lim .

2 2(2 )( 8) ( 8) ( 8) ( 8)z z

z z

z 
→ →

 −
=  =  =  =

−  +   +   +   +
 

Таким образом, точка 
2

z


=  является устранимой особой точкой. 

Аналогично точка 
2

z


= −  тоже является устранимой особой точкой.  

Рассмотрим точки 2.z i=  Представим функцию ( )f z  в виде  

2 2

cos3
( ) .

(4 )( 2 )( 2 )

z
f z

z z i z i
=

− + −
 

Так как точки 2z i=  являются нулями первого порядка для функции 

1
( ) ,

( )
h z

f z
=  то они являются полюсами первого порядка (простыми полюсами) 

для функции ( )f z .  

Пример 12. Найти конечные особые точки и определить их характер для 

функции 

1

( ) .
1

z

z

e
f z

e
=

−
 

Решение. Конечными особыми точками функции ( )f z  является точка 

0z =  и корни знаменателя  2 , \ 0 .z ki k=     

Рассмотрим точки 2 , 0.kz ki k=    Так как для числителя функции ( )f z  

эти точки не являются особыми, а для знаменателя выполняются условия 
2

2 2
( 1) 0, ( 1) 1 0,



=  = 

− = − = = 
z z ki

z ki z ki
e e e  то точки 2 , 0,kz ki k=    явля-

ются простыми полюсами. 

Рассмотрим точку 0z = . Представим функцию ( )f z  в виде 

1 1
1

2 3 2

1
( )

1
... 1 ...

2! 3! 2! 3!

z z
z

z

e e
f z e

e z z z zz z

= = =  =
 −

+ + + + + + 
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2 2 3

1 1 1 1 1
1 ... ( ) ( ),

2! 3!
1 ..

2! 3!

z h z
z zz z z z

 
  + + + + =  

 + + +

  

где  
2

1
( )

1 ...
2! 3!

z
z z

 =

+ + +

 – аналитическая функция в точке 0z = , причем 

(0) 1 0; =    

 
2 3 4

1 1 1 1
( ) ...

2! 3!
h z

z z z z
= + + + + . 

Так как (0) 0   и разложение ( )h z  содержит бесконечное число отрица-

тельных степеней ,z  то точка 0z =  является существенно особой для функции 

( )f z . 

Пример 13. Определить характер особой точки z =  для функции 
4 3

2
( ) .

1

z z
f z

z

−
=

+
 

Решение. Характер особой точки z =  для функции ( )f z  совпадает с ха-

рактером особой точки 0 =  для функции 
1

f
 
  

. 

Рассмотрим функцию 
1

f
 
  

: 

4 3

3

1 1
2

21 1
.

1 1
1

f

   
 −     −     

= =   +  +


 

Для функции 
1

f
 
  

 точка 0 =  является полюсом третьего порядка. Сле-

довательно, точка z =  является полюсом третьего порядка для функции ( ).f z  

Пример 14. Определить характер особой точки z =  для следующей функ-

ции: 

8 9
5

4

3 2 4 5 1
( ) cos .

3 22 1

z z iz
f z z

izz

− + +
= + +

++
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Решение. Представим функцию ( )f z  в виде ( ) ( ) ( ),f z g z h z= +  где 

8 9 8 5
5

4 4

3 2 4 3 4
( ) ,

2 1 2 1

z z z z
g z z

z z

− + + +
= + =

+ +
  

5 1
( ) cos .

3 2

iz
h z

iz

+
=

+
 

Для функции ( )g z  точка z =  является полюсом четвертого порядка, т. к.  

3 8
4 4

4

1 4
3

( ) ( ),
1

2

z zg z z z z

z

+ +

=  = 

+

 где ( )z  – аналитическая функция в точке 

z = , 
3

( ) .
2

  =  

Для функции ( )h z  точка z =  является устранимой особой точкой, т. к.

1
5

5 1 5
lim ( ) lim cos lim cos cos .

3 2 2 3
3

z z z

i
iz zh z
iz

i
z

→ → →

+
+

= = =
+

+

 

Таким образом, для функции ( ) ( ) ( )f z g z h z= +  точка z =  является по-

люсом четвертого порядка.  

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти все нули функции 
4 2 2

( ) ( 2 1)( 2 2)f z z z z z= + + − +  и определить 

их порядок. 

Ответ:  i – нули второго порядка; 1= z i  – простые нули. 

2. Для функции 
2

2 2 3
( ) ( 1 ) sin

z
f z e z z= − −   определить порядок нуля в 

точке 0 0=z .  

Ответ:  11. 

3. Для функции 
4 4

3

sin
( )

sh
6

z z
f z

z
z z

−
=

− −

 определить порядок нуля в точке 0 0.=z  

Ответ: 7 . 

4. Для следующих функций определить порядок нулей в указанных точках: 

а) 
2

sin
( ) , ;

( )
= = −

+

z
f z z

z z
 б) 

2

6 8

1 1
( ) , ;

+ +
= − =

z z
f z z

z z
 

в) 
2 2

( ) ( 1) sin , 0.= − − =
z

f z e z z  

Ответ: а) нуль первого порядка;  б) нуль седьмого порядка;  в) нуль треть-

его порядка. 
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5. Для функции 
2

ch5 1
( )

1

−
=

− −

z
f z

e z
 определить тип особой точки 0=z . 

Ответ: устранимая особая точка. 

6. Для функции 
sin3

( )
(1 cos )

=
−

z
f z

z z
 найти конечные особые точки и опре-

делить их тип. 

Ответ: 0=z  – полюс второго порядка; ( 0)= z k k  – полюс первого по-

рядка. 

7. Для функции 

1

4

sin 2
( )

1


=

−

z
z

f z e
z

 найти конечные особые точки и опреде-

лить их тип. 

Ответ: 0=z  – существенно особая точка; 1= z  – устранимые особые 

точки; = z i  – простые полюсы. 

8. Для функции 

311 7
7 2 4

4

5 2
( )

5

+

−+ −
= − +

+

iz

zz z z
f z z e

z
 определить характер 

бесконечно удаленной точки. 

Ответ: устранимая особая точка. 

 

10. Вычеты. Приложения вычетов 
 

Вычет функции в конечной точке. Вычет функции ( )f z  в конечной изо-

лированной особой точке 0z  равен коэффициенту 1
c
−  в ее разложении в ряд 

Лорана в окрестности точки 0=z z : 

0

1
res ( ) .
z z

f z c
−

=
=  

Другие обозначения вычета: 0 0res ( ), res ( ), .f z f z z    

Имеет место равенство 

0

1
res ( ) ( ) ,

2z z
f z f z d z

i=


=
 

 

где −любая замкнутая кривая, окружающая точку 0z , внутри которой нет дру-

гих особых точек функции ( )f z , и проходимая в положительном направлении 

(против часовой стрелки). 

Если 0z −  устранимая особая точка  или  точка аналитичности функции 

( )f z , то  

0

res ( ) 0.
z z

f z
=

=  
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Если 0z −  полюс порядка m функции ( )f z , то  

( )
00

( 1)

0
1

res ( ) lim ( ) ( ) .
( 1)!

m
m

z zz z
f z f z z z

m

−

→=
=  −

−
 

Если 0z −  полюс порядка m функции ( )f z  и функцию ( )f z  можно 

представить в виде 

0

( )
( ) ,

( )
m

z
f z

z z


=

−
 где 0( ) 0,z   то  

0

( 1)
0

1
res ( ) ( ).

( 1)!

m

z z
f z z

m

−

=
= 

−
 

Если 0z −   простой полюс (полюс первого порядка) функции ( ),f z  то  

00

0res ( ) lim ( ) ( ).
z zz z

f z f z z z
→=

=  −  

Если 0z −  простой полюс функции ( )f z  и функцию ( )f z  можно 

представить в виде 
( )

( ) ,
( )

z
f z

z


=


 где 0( ) 0,z   0( ) 0, ( ) 0, ( )z z z =     и 

( )z  аналитичны в точке 0z , то  

0 0

0

0

( )( )
res ( ) res .

( ) ( )z z z z

zz
f z

z z= =


= =

 
 

Пример 1. Найти вычет функции 
4

2

sin 2
( )

(cos 1)

z
f z

z z
=

−
 в точке 0 0.z =  

Решение. Точка 0 0z =  является особой точкой функции ( )f z . Определим 

ее характер. Вычислим  

0

44

220 0 2 2

sin 2 2 , 0
(2 )sin 2

lim ( ) lim lim 32.1
cos 1 , 0 1(cos 1)

2
2

z z z z

z z z
zz

f z
z z zz z z z

→ → →

→ 
 = = = =−
 − − →  −  −  

 

 

Точка 0 0z =  является устранимой особой точкой. Следовательно, 

0
res ( ) 0.
z

f z
=

=   

Пример 2. Найти вычеты функции 
2

2 3
( )

2 8

z
f z

z z

+
=

− −
 в ее конечных 

особых точках. 

Решение. Особыми точками функции ( )f z  являются корни знаменателя 

1 2z = −  и 2 4.z =  Так как 
2 3

( ) ,
( 2)( 4)

z
f z

z z

+
=

+ −
 то 1 2z = −  и 2 4z = −  простые 

полюсы. 

Найдем вычет функции ( )f z  в точке 1 2z = − : 
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2 22

2 3 1
res ( ) lim ( )( 2) lim .

4 6z zz

z
f z f z z

z→− →−=−

+
= + = =

−
 

Найдем вычет функции ( )f z  в точке  2 4z =  другим способом. Предста-

вим функцию ( )f z  в виде 
(2 3) / ( 2) ( )

( ) ,
4 ( )

z z z
f z

z z

+ + 
= =

− 
 где 

2 3
( ) , ( ) 4,

2

z
z z z

z

+
 =  = −

+
 причем 2 2

11
( ) (4) 0; ( ) (4) 0,

6
z z = =   = =  

2( ) 1 0.z =    

Тогда 
4 4

( ) (4) 11
res ( ) res .

( ) 6(4)z z

z
f z

z= =

 
= = =

 
 

Пример 3. Найти вычет функции  
4 1

( )
sin 5

z
f z

z z

−
=


 в точке 0=z . 

Решение. Точка 0 0z =  является полюсом второго порядка данной функции 

( )f z . Тогда  

( )
2( 2 1)

2

0 00

1 4
res ( ) lim ( ) lim

(2 1)! sin 5z zz

z z
f z z f z

z

−

→ →=

 −
=  = = −  

 

2

20

(8 1)sin5 (4 ) 5cos5 0
lim

0sin 5z

z z z z z

z→

− − −   = = =
  

 

3 2
3 2 2

20

(5 ) (5 )
(8 1) 5 ( ) (20 5 ) 1 ( )

3! 2!
lim

25z

z z
z z o z z z o z

z→

   
− − + − − − +   

   
   

= =  

2 3 2 3 2 3

2 20 0

40 5 ( ) 20 5 ( ) 20 ( ) 20 4
lim lim .

25 525 25z z

z z o z z z o z z o z

z z→ →

− + − + + +
= = = =  

Пример 4. Найти вычет функции  
2 1

( ) (2 3 1) sinf z z z
z

= + −   в ее конечной 

особой точке. 

Решение. Конечной особой точкой данной функции является точка 0=z . 

Определим ее характер, разложив функцию ( )f z  в ряд Лорана в окрестности 

точки 0=z : 

2

3 5

1 1 1
( ) (2 3 1) ...

3! 5!
f z z z

z z z

 
= + −  − + − = 

 
 

2 3 3 4 5

1 2 3 1 2 3 1
2 3 ...

3! 3! 3! 5! 5! 5!
z

z z z z z z z
= + − − − + + + − − =  

2 3 4

2 1 1 1 2 1 3
2 3 1 ... .

3! 3! 5!2! 5!
z

z z z z

   = + − +  − + +  + −   
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Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов, 

следовательно, точка 0=z  – существенно особая точка функции ( )f z . 

Тогда 
1

0

2 4
res ( ) 1 .

3! 3z
f z c

−
=

 = = − + =− 
 

 

Вычет функции в бесконечно удаленной точке. Вычет аналитической в 

некоторой окрестности точки z =  функции ( )f z  в этой точке z =  равен ко-

эффициенту при 
1

z
 в ее разложении в ряд Лорана, взятому со знаком минус: 

1
res ( ) .
z

f z c
−

=
=−  

Имеет место равенство 
1

res ( ) ( ) ,
2z

f z f z d z
i

−
=



=
   где 

−
 −окружность 

z R=  достаточно большого радиуса, проходимая в отрицательном направлении 

(по часовой стрелке), причем все конечные особые точки функции ( )f z  нахо-

дятся в области .z R  

В отличие от конечной точки, если z =  – точка аналитичности или устрани-

мая особая точка функции ( )f z , то вычет в ней может быть отличен от нуля. 

Если z =  – нуль порядка k  функции ( )f z , то ( ) k

k

c
f z

z

−
 при z→ . 

При этом, если 2,k   то res ( ) 0.
z

f z
=

=  

Пример 5. Найти вычет функции  
3

4

3
( ) sin

2

z
f z

zz
= 

+
 в точке z = . 

Решение. Функция ( )f z  является аналитической в области 4 2.z   

Так как 
3

4

1 3 3
, sin

2

z

z z zz +
 при z→ , то 

2

1 3 3
( )f z

z z z
 =  при ,→z

т. е. z=  является нулем второго порядка функции ( )f z . Следовательно, 

res ( ) 0.
z

f z
=

=  

Пример 6. Найти вычет функции 
1

( ) cosf z z
z

=  в точке z = . 

Решение. Разложим данную функцию в ряд Лорана в окрестности точки 

z = : 

2 4 6 3 5

1 1 1 1 1 1 1
( ) cos 1 ... ... .

22! 4! 6! 4! 6!
f z z z z

z zz z z z z

 
= = − + − + = − + − + 

 
 

Следовательно, 
1

1 1
res ( ) .

2 2z
f z c

−
=

 =− =− − = 
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Пример 7. Найти вычет функции 
14

5
( )

3

z
f z

z
=

+
 в точке z = . 

Решение. Разложим функцию ( )f z  в ряд Лорана в окрестности точки 

z = : 
2 3

14 14
9 9

5 5 5 5
5

5
5

1 3 3 3
( ) 1 ...

33 3 11

z z
f z z z

z z z z
z

zz

    
 = = =  = − + − + =     +    +  + 

 

 

9 4

6

9 27
3 ... .z z

z z
= − + − +  

Следовательно, 1
res ( ) 9.
z

f z c
−

=
=− =−  

Вычисление интегралов от аналитических функций 

Основная теорема о вычетах. Пусть функция ( )f z  является аналитиче-

ской всюду внутри области ,D  за исключением конечного числа особых точек 

1 2, , ..., ,nz z z  и непрерывной вплоть до ее границы L  (простой замкнутой 

спрямляемой кривой), тогда 

1

( ) 2 res ( ).
k

n

z z
kL

f z d z i f z
=

=

=    

Теорема о полной сумме вычетов. Пусть функция ( )f z  является аналити-

ческой в ,  за исключением конечного числа особых точек 1 2, , ..., .nz z z  Тогда 

1

res ( ) res ( ) 0.
k

n

z z z
k

f z f z
= =

=

+ =  

Пример 8. Вычислить интеграл 
2

3

2 3

5
.

9z

z
dz

z z+ =

+

−
   

Решение. Подынтегральная функция
2 2

3

5 5
( )

( 3)( 3)9

z z
f z

z z zz z

+ +
= =

− +−
 аналитична 

всюду внутри контура интегрирования 

2 3,z+ =  за исключением точек 3z =−  и 

0z =  (рис. 17). 

Тогда по основной теореме о вычетах 

( )
2

3 3 0
2 3

5
2 res ( ) res ( ) .

9 z z
z

z
dz i f z f z

z z =− =
+ =

+
=  +

−
  

Точки 3z =−  и 0z =  являются простыми полюсами функции ( )f z :  

 

 
 

     

 

Рис. 17 
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2

3 33

5 7
res ( ) lim ( )( 3) lim ;

( 3) 9→− →−=−

+
= + = =

−z zz

z
f z f z z

z z
 

2

20 00

5 5
res ( ) lim ( ) lim .

99z zz

z
f z z f z

z→ →=

+
= = =−

−
 

Следовательно, 
2

3

2 3

5 7 5 4
2 .

9 9 99z

z i
dz i

z z+ =

+  =  − = 
 −

  

Пример 9. Вычислить интеграл 
2

1 2

sin
.

cos
z

z
dz

z z
− =

   

Решение. В круге 1 2z−   подынтегральная 

функция 
2

sin
( )

cos

z
f z

z z
=  имеет две особые точки 

0z =  и 
2

z


=  (рис. 18). 

Точка 0z =  является устранимой особой точ-

кой, т. к.  
2

0 0 0

sin sin
lim ( ) lim lim 0.

cos cosz z z

z z
f z

z z z→ → →
= = =  

Поэтому 
0

res ( ) 0.
z

f z
=

=  

Точка 
2

z


=  является простым полюсом. 

Действительно, 
2 ( )sin /

( ) ,
cos ( )

zz z
f z

z z


= =


 где 

2
sin 2

( ) , 0,
2

z
z

z

  =  =  
 

( ) cos , 0;
2

  =  = 
 

z z  sin 1 0.
2 2

   =− =−  
 

 

Тогда   

2

2 2 / 2
res ( ) .

1

2
z

f z


=

  
  

= = = −
−    

 

 

Следовательно,
2

1 2

sin 2
2 0 4 .

cos
z

z
dz i i

z z
− =

 =  − = 
   

 

 

  

 

 

 

Рис. 18 
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Пример 10. Вычислить интеграл 
1

2 2

3

( 6) z

z

z z e dz−

=

+ − . 

Решение. Внутри контура интегрирования (рис. 19) находится 

единственная конечная особая точка 2z =  

подынтегральной функции  
1

2 2( ) ( 6) .zf z z z e −= + −  

Тогда по основной теореме о вычетах 
1

2 2

2
3

( 6) 2 res ( ).z

z
z

z z e dz i f z−

=
=

+ − =    

Разложим функцию ( )f z  в ряд Лорана в 

окрестности точки 2z = : 

1 1
2 2 2( ) ( 6) ( 2)( 3)z zf z z z e z z e− −= + − = − + =   

( )
1

2( 2) ( 2) 5 zz z e −= − − + =  

( )2

2 3

1 1 1
( 2) 5( 2) 1 ...

2 2!( 2) 3!( 2)
z z

z z z

 
= − + − + + + + = 

 − − − 

 

2

2

1 5 1 5
( 2) 5( 2) ( 2) 5 ... .

2! 2!( 2) 3!( 2) 3!( 2)
z z z

z z z
= − + − + − + + + + + +

− − −
 

Отсюда следует, что 2z =  – существенно особая точка, тогда 

1
2

5 1 8
res ( ) ;

2! 3! 3z
f z c−

=
= = + =  

1
2 2

3

8 16
( 6) 2 .

3 3
z

z

i
z z e dz i−

=


+ − =   =  

Пример 11. Вычислить интеграл 
21

3 4 2 5

3

.
( 1) ( 4)z

z
dz

z z= + +
  

 

 

 

 

Рис. 19 
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Решение. Подынтегральная функция 
21

3 4 2 5
( )

( 1) ( 4)

z
f z

z z
=

+ +
 имеет пять особых 

точек: 
31

1,
2 2

i−   (четырехкратные полюсы) 

и 2i  (пятикратные полюсы). Все они нахо-

дятся внутри контура интегрирования (рис. 20), 

поэтому применение основной теоремы о выче-

тах приведет к громоздким вычислениям. 

 Воспользуемся теоремой о полной сумме 

вычетов: 
5

1

res ( ) res ( ) 0.
kz z z

k

f z f z
= =

=

+ =  

Тогда 
521

3 4 2 5
13

2 res ( ) 2 res ( ).
( 1) ( 4) kz z z

kz

z
dz i f z i f z

z z = =
==

=   = −  
+ +

  

Найдем вычет функции ( )f z  в бесконечности. Так как  

21 21

3 4 2 5 4 5

12 10

3 2

( )
( 1) ( 4) 1 4

1 1

z z
f z

z z
z z

z z

= = =
+ +    

+   +   
   

 

1

4 5

3 2

1 1 1
, ,

1 4
1 1

c
z

z z z

z z

−=  = →
   
+ +   

   

 то  1
res ( ) 1.
z

f z c
−

=
=− =−  

Следовательно, 

21

3 4 2 5

3

2 ( 1) 2 .
( 1) ( 4)z

z
dz i i

z z=

=−   − = 
+ +

  

Пример 12. Вычислить интеграл 

4

1 1
exp

2 1
.

5
z

z z
dz

z
=

 + 
− + 

=
−  

Решение. Конечными особыми точками подынтегральной функции 

1 1
exp

2 1
( )

5

z z
f z

z

 + 
− + 

=
−

 являются точки 1, 2, 5z z z=− = =  (рис. 21). 

 

 

Рис. 20 
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Точки 1z = −  и 2z =  находятся внутри 

контура интегрирования. Тогда по основной 

теореме о вычетах и теореме о полной сумме 

вычетов имеем 

( )
1 2

2 res ( ) res ( )
z z

i f z f z
=− =

=  + =  

( )
5

2 res ( ) res ( ) .
z z

i f z f z
= =

=−  +  

Воспользуемся последним равенством, 

т. к. вычеты в точках 5z =  и z =  найти проще, 

чем в точках 1z = −  и 2z = .  

Точка 5z =  является простым полюсом 

функции ( )f z , тогда  

1

2

5
5

1 1
res ( ) exp .

2 1z
z

f z e e
z z=

=

 = + = = 
− + 

 

Найдем вычет функции ( )f z  в бесконечности. 

Так как  

1

1 1 1 1
exp exp

exp (0 0)2 1 2 11 1 1
( )

5 1 05 11

cz z z z
f z

z z z z
z

zz

−

   + +   
+− + − +   

= =   = =
−  −− 

 

 

при z→ , то 1
res ( ) 1.
z

f z c
−

=
=− =−  

Следовательно, ( ) ( )2 1 2 1 .i e e i=−  − =  −  

Вычисление определенных интегралов. Вычисление интегралов вида 
2

(cos ,sin ) , ,R x x dx

+ 



  где – рациональная функция переменных 

cos x  и sin x , непрерывная при [ ; 2 ],x  +   с помощью замены переменной 

ix
z e=  (тогда 

2
1

cos ;
2 2

ix ix
e e z

x
z

−
+ +

= =  
2

1
sin ;

2 2

−
− −

= =
ix ix

e e z
x

i iz

, 2 1
dz

dx x z
iz

=  + → = ) сводится к вычислению интеграла от рацио-

нальной функции комплексной переменной z  по окружности 1z = : 

 

 

 

 

 

    

 

Рис. 21 
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2 2 2

1 1

1 1 1
(cos , sin ) , ( )

2 2
z z

z z
R x x dx R dz f z dz

z iz iz

+ 

 = =

 + −
=  = = 

 
    

1

2 res ( )
k

k
z z

z

i f z
=



=    . 

Пример 13. Вычислить с помощью вычетов интеграл 

2

0

.
3 2 sin

dx

x



+  

Решение. Произведем замену переменной по формуле .
ix

z e=  

Тогда 
2

1
sin ;

2 2

ix ix
e e z

x
i iz

−
− −

= =   

, ;
ix dz

dz ie dx izdx x
iz

= =  =   0 2 1.x z   → =  

Получим  

2

2 2
0 1 1

1
.

3 2sin 1 3 1
3 2

2
z z

dx dz dz

x izz z iz

iz



= =

=  =
+ − + −

+
    

Особыми точками подынтегральной функции являются корни знаменателя 

1

3 5

2
z i

− +
=   и  2

3 5
.

2
z i

− −
=  Это простые полюсы. Внутри контура интегриро-

вания находится только точка 1z . Найдем вычет функции

2
1 2

1 1
( )

( )( )3 1
f z

z z z zz iz
= =

− −+ −
 в точке 1z : 

1
12 1 2

1 1 1
res ( ) .

5z z z z

f z
z z z z i= =

= = =
− −

 

Тогда 
1

2

0

1 2
2 res ( ) 2 .

3 2sin 5 5z z

dx
i f z i

x i



=


=   =   =

+  

Пример 14. Вычислить с помощью вычетов интеграл 

3

2

cos
.

(5 4 cos )

x
dx

x



 −
  

Решение. Произведем замену переменной .
ix

z e=  Тогда 
2

1
cos ; ;

2 2

ix ix
e e z dz

x dx
z iz

−
+ +

= = =   3 1.x z   → =  

Получим
2

3 2

2 2 2 2
2

1 1

1
cos 1 12 .

2(5 4cos ) (2 5 2)1
5 4

2

z z

z
x dz zzdx dz

iz ix z zz

z



 = =

+
+

=  =
− − + +

−  
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Подынтегральная функция 
2

2 2

1
( )

(2 5 2)

z
f z

z z

+
=

− +
 имеет две особые точки 

1
1

2
z =  и 2 2z =  (полюсы второго порядка). Внутри окружности 1z =  находится 

только точка 1z . Найдем вычет функции ( )f z  в точке 1
1

2
z = : 

2 2

21 11
2 22

1 1 1
res ( ) lim ( ) lim

1! 2 4( 2)z zz

z
f z z f z

z→ →=

    + =  −  = =        −   

 

2 2

41

2

2 ( 2) 2( 2)( 1)1 8
lim .

4 27( 2)z

z z z z

z→

− − − +
= =

−
 

Следовательно, 
3 2

2 2 2 1
1 2

cos 1 1 1 8
2 res ( ) .

2 2 27(5 4cos ) (2 5 2) zz

x z
dx dz i f z

i ix z z



= =

+ 
= =   =

− − +
   

Вычисление несобственных интегралов  

1. Интегралы вида ( ) .R x dx

+

−
  

Пусть 
( )

( )
( )

n

m

P x
R x

Q x
=  – рациональная функция, непрерывная при ,x  

степени n  и m  многочленов ( )nP x  и ( )mQ x  связаны условием 2.m n−   Тогда 

( )R x dx

+

−
  сходится, причем 

Im 0

( ) 2 res ( ),
k

k
z z

z

R x dx i R z

+

=
−

=     

где суммирование ведется по особым точкам kz  функции комплексной перемен-

ной ( )R z , лежащим в верхней полуплоскости. 

Если при этом все особые точки функции ( )R z  лежат только в верхней 

или только в нижней полуплоскости, то ( ) 0.R x dx

+

−

=  
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Пример 15. Вычислить интеграл 
2 2

.
( 4)( 9)

dx

x x

+

− + +
  

Решение. Функция 
2 2

1
( )

( 4)( 9)
R x

x x
=

+ +
 является рациональной функ-

цией, непрерывной на , степень числителя 0,n=  степень знаменателя 4,m=  

т. е. условие 2m n−   выполняется. 

Рассмотрим функцию 
2 2

1
( )

( 4)( 9)
R z

z z
=

+ +
. 

В верхней полуплоскости она имеет две особые точки: 2z i=  и 3z i=  (про-

стые полюсы). Найдем вычеты функции ( )R z  в этих точках: 

2 22 2
2

1 1 1
res ( ) res ;

20( 2 )( 2 )( 9) ( 2 )( 9)z i z i
z i

R z
iz i z i z z i z= =

=

= = =
− + + + +

 

2 23 3
3

1 1 1
res ( ) res .

30( 4)( 3 )( 3 ) ( 4)( 3 )z i z i
z i

R z
iz z i z i z z i= =

=

= = = −
+ − + + +

 

Тогда 

( )2 2 2 3

1 1
2 res ( ) res ( ) 2 .

20 30 30( 4)( 9) z i z i

dx
i R z R z i

i ix x

+

= =
−

 =  + =  − = 
 + +

  

Пример 16. Вычислить интеграл 
2

2 2

1
.

( 2 26)

x
dx

x x

+

−

+

+ +
  

Решение. Функция 
2

2 2

1
( )

( 2 26)

x
R x

x x

+
=

+ +
 непрерывна на , степень чис-

лителя 2n= , степень знаменателя 4m= , условие 2m n−   выполняется. 

Рассмотрим функцию 
2

2 2

1
( ) .

( 2 26)

z
R z

z z

+
=

+ +
 Ее особыми точками явля-

ются корни знаменателя 1 1 5z i= − +  и 2 1 5z i= − −  (полюсы второго порядка).  

В верхней полуплоскости находится только точка 1z . Вычислим вычет 

функции ( )R z  в этой точке: 

11

2 2

2 2 21 5
1 2 2

1 1
res ( ) res lim

( ) ( ) ( )z zz i z z

z z
R z

z z z z z z→=− + =

 + +
= = = 

 − − − 

 

1
1

2
2 2

3 3 3 3
2 2

2 ( ) 2( 1) 2 2 2 26 2 54
lim .

( ) ( ) (10 ) 10z z
z z

z z z z zz

z z z z i i→
=

− − + − − −  −
= = = =

− −
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Следовательно, 

1

2

2 2 3

1 54 27
2 res ( ) 2 .

250( 2 26) 10z z

x
dx i R z i

x x i

+

=
−

+ 
=   =   =

+ +
  

2. Интегралы вида ( ) cos , ( )sin .f x xdx f x xdx

+ +

− −

    

Вычисление таких интегралов сводится к вычислению интеграла вида 

( ) :
i x

f x e dx

+


−
  

( ) cos Re ( ) ;

+ +


− −

 = 
i x

f x xdx f x e dx  

( )sin Im ( ) .
i x

f x xdx f x e dx

+ +


− −

 =   

Если функция ( )f z  удовлетворяет условиям леммы Жордана (т. е. ( )f z  

аналитична в верхней полуплоскости, за исключением конечного числа особых то-

чек kz , и стремится в этой полуплоскости к нулю при z → ), то для любого 0  

( )
Im 0

( ) 2 res ( ) .
k

k

i x i z

z z
z

f x e dx i f z e

+
 

=
−

=    

В частности, если 
( )

( )
( )

n

m

P z
f z

Q z
=  – рациональная функция, непрерывная 

на действительной оси, и степени n  и m  многочленов ( )nP z  и ( )mQ z  связаны 

условием 1,m n−   то для такой функции лемма Жордана выполняется. 

Пример 17. Вычислить с помощью вычетов интеграл 
2

( 1) cos
.

2 5

x x
dx

x x

+

−

+

− +
  

Решение. Так как cos Re ,
ix

x e=  то  

2 2

( 1)cos 1
Re .

2 5 2 5

ixx x x
dx e dx

x x x x

+ +

− −

+ +
= 

− + − +
   

Рассмотрим функцию 
2

1
( ) .

2 5

z
f z

z z

+
=

− +
 

Она удовлетворяет всем условиям леммы Жордана. Функция ( )f z  имеет 

две особые точки: 1 1 2z i= +  и 2 1 2 .z i= −  В верхней полуплоскости находится 

только точка 1z . 
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Тогда  

( )
( ) ( )1

2 1 2

( 1) ( 1)
2 res ( ) 2 res

(1 2 ) ( (1 2 )2 5

iz
ix iz

z z z i

x z e
e dx i f z e i

z i z ix x

+

= = +
−

+ +
 =  =  =

− + − −− +
  

2
2

1 2

(2 2 )( 1)
2 2 (1 )(cos1 sin1).

1 2 4

iiz

z i

i ez e
i i e i i

z i i

− +
−

= +

++
=  =   =  + +

− +
 

Следовательно,  

( )2 2

2

( 1)cos
Re (1 )(cos1 sin1) (cos1 sin1).

2 5

x x
dx e i i e

x x

+
− −

−

+
=  + + = −

− +
  

Пример 18. Вычислить интеграл 
4 2

0

sin 3
.

2 1

x x
dx

x x

+

+ +
  

Решение. Подынтегральная функция является четной, 
3

sin3 Im ,
ix

x e=  

поэтому  

3

4 2 4 2 4 2
0

sin 3 1 sin 3 1
Im .

2 22 1 2 1 2 1

ix
x x x x xe

dx dx dx
x x x x x x

+ + +

− −

= =
+ + + + + +

    

Рассмотрим функцию 

4 2 2 2 2 2
( ) .

2 1 ( 1) ( ) ( )

z z z
f z

z z z z i z i
= = =

+ + + + −
 

Она удовлетворяет всем условиям леммы Жордана и имеет одну особую 

точку в верхней полуплоскости ( z i=  – полюс второго порядка). 

Тогда 

3 3 3

4 2 4 2 2
2 res 2

2 1 2 1 ( )

ix iz iz

z i
z i

xe ze ze
dx i i

x x z z z i

+

=
=−

 
=   =   = 

 + + + + + 
  

( )3

3 3

3

(1 3 )( ) 2 3 3
2 2 .

4 2( )

iz

z i

e iz z i z
i i e e i

z i

− −

=

+ + −
=   =   = 

+
 

Следовательно, 

3 3

4 2
0

sin 3 1 3 3
Im .

2 2 42 1

x x
dx e i e

x x

+
− − =  =  

 + +
  

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти вычеты функций в конечных особых точках: 
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а) 
2

3 2
( ) .

3 3

z
f z

z z z
=

+ + +
 

Ответ: 
3

1 3 1 3 9
res ( ) ; res ( ) ; res ( ) .

20 20 10= =− =−

+ −
= = =

z i z i z

i i
f z f z f z  

б) 
3

( ) .
( 1)

=
−

z
e

f z
z z

 Ответ: 
0 1

5
res ( ) ; res ( ) .

2= =
= − =

z z
f z f z e  

в) 
2 3

( ) ( 2 1) cos .
1

= + −
−

f z z z
z

 Ответ: 
1

res ( ) 18.
=

=−
z

f z  

2. Найти вычеты функций в бесконечно удаленной точке: 

а) 
4

sin
( ) .=

z
f z

z
 Ответ: 

1
res ( ) .

6=
=

z
f z  

б) 
11

3
( ) .

5
=

−

z
f z

z
 Ответ: res ( ) 125.

=
=−

z
f z  

3. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы: 

а)  

1
3

2

.
sin

− =


z

z

e d z

z
 Ответ: 2 .


− ie  

б) 
3

4

8
.

( 2) ( 5)=

+

+ +


z

z
d z

z z
 Ответ: 

2
.

9
i  

в) 
2

1

1
sin .

=


z

z d z
z

 Ответ: .
3


− i  

4. Вычислить: 

а)  

2

0

.
2 cos



+
d x

x
 Ответ: 

2
.

3


  

б) 

2

2
0

.
(5 4cos )



+


d x

x
 Ответ: 

10
.

27


  

в) 

2

2 2
.

( 1) ( 4)



− + + +


x d x

x x
 Ответ: .

3
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г) 
2 2

.
( 2 2)



− + +


d x

x x
 Ответ: .

2


  

д) 
2

sin 3
.

16



− +


x x
d x

x
 Ответ: 

12
.

−
e  

е) 
2 2

cos5
.

( 2 2)



− + +


x
d x

x x
 Ответ: 

5
3 cos5.

−
e   
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