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Введение 

Данное издание представляет собой пособие по спецкурсу «Специальные 

математические методы и функции», изучаемому студентами всех форм обуче-

ния БГУИР. 

Учебная дисциплина «Специальные математические методы и функции» 

включает в свой состав ряд тем, представляющих собой существенную значи-

мость для профессиональной деятельности инженера и применяемых  при ре-

шении различных задач в областях радиотехники и электроники, а также свя-

занных с ними приложениях в медицине, биологии, генетике, экологии, в зада-

чах оптимизации сигналов. 

Пособие содержит основные теоретические сведения по таким разделам 

математики, как линейные пространства, элементы функционального анализа, 

линейные операторы, элементы теории рядов Фурье, уравнения математиче-

ской физики, интегралы Эйлера первого и второго рода, уравнения Бесселя,  

Z-преобразования, элементы вариационного и операционного исчисления. Тео-

ретический материал имеет последовательное изложение и дополняется реше-

нием типовых примеров с подробными комментариями. В конце каждого раз-

дела приведены условия задач с ответами для самостоятельного решения сту-

дентами с целью закрепления полученных знаний и навыков. 
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1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА1 

 

Определение 1.1. Линейным (или векторным) пространством называ-

ется непустое множество V  элементов произвольной природы 

,,, zyx , то 

есть  

,,, zyxV = , условно называемых векторами, над которыми определе-

ны две операции: сложения двух векторов VyxVyx 


,:  и умно-

жения вектора на число VxPVx 


,: , где −P некоторое 

числовое множество, удовлетворяющие следующим аксиомам: 

1) xyyx


= , Vyx 


, ; 

2) ( ) ( )zyxzyx


= , Vzyx 


,, ; 

3) существует нуль-вектор V0


 такой, что xx


= 0  для любого ;Vx


 

4) для каждого Vx


 существует ему противоположный элемент 

,− x V  такой, что 0)(


=− xx ; 

5) xx


=1 , Vx


; 

6) ( ) ( ) xx


=  , PVx  ,,


; 

7) ( ) ( ) ( )yxyx


=  , PVyx  ,,


; 

8) ( ) ( ) ( )xxx


=+  , PVx  ,,


. 

Свойства линейного пространства: 

1. В линейном пространстве существует единственный нулевой вектор. 

2. В линейном пространстве V  для каждого вектора Vx


 существует 

единственный противоположный ему вектор Vx−


. 

3. Для вектора Vx−


 противоположным вектором является Vx


. 

4. Vxx =


,00 . 

5. Vxxx −=−


,1 . 

6. P=  ,00


. 

7. Если 0


= x  и 0 , то 0


=x . 

 
1 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [2, 8, 9, 10]. 
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8. Если 0


= x  и 0


x , то 0= . 

Пример 1.1. Выясните, образует ли линейное пространство множество 

всех положительных чисел с операциями ,,  xxyxyx ==


   ℝ. 

 По условию −V  множество всех положительных чисел. Значит, множе-

ство V  замкнуто относительно указанных операций. 

Проверим справедливость аксиом линейного пространства. 

1) Vyxxyxyyxyx ===


,, , то есть аксиома 1 выполняется; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) Vzyxzyxzyxzyxzyx ===


,,, , значит, аксио-

ма 2 имеет место; 

3) роль нуль-вектора V0


 играет число 1, так как V1  и 

Vxxxxx ===


,10 , следовательно, аксиома 3 выполняется; 

4) так как нуль-вектором множества V  является число 1, то равенство 

,,0)( Vxxx =−


 возможно, когда 
x

x
1

=−


, так как ,01
1

)(


===−
x

xxx  

Vx


, поэтому аксиома 4 справедлива; 

5) Vxxxxx ===


,1 1
, значит, аксиома 5 имеет место; 

6) ( ) ( ) ( ) ,, Vxxxxxx ====


    ,  ℝ, то есть 

аксиома 6 выполняется; 

7) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,, Vyxyxyxxyyx ===


 
   ℝ, значит, 

аксиома 7 справедлива; 

8) ( ) ( ) ( ) ,, Vxxxxxxx ===+ + 
 

  ,  ℝ, сле-

довательно, аксиома 8 выполняется. 

Таким образом, множество всех положительных чисел с операциями 

 xxyxyx ==


, ,   ℝ, образует линейное пространство. ▲ 

Пример 1.2. Выясните, образует ли линейное пространство множество 

всех невырожденных матриц второго порядка с естественными операциями 

сложения двух векторов и умножения вектора на действительное число. 
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 Рассмотрим невырожденные матрицы 







=

10

01
A , ,1det =A  и 









=

01

10
B , 1det −=B . Найдем BA+ . Поскольку 








=+

11

11
BA , то 

( ) 0det =+ BA . Значит, VBA + . Следовательно, рассматриваемое множество 

не замкнуто относительно операции сложения двух векторов, поэтому не явля-

ется линейным пространством с указанными операциями. ▲ 

Примеры линейных пространств: 

1. Множество всех действительных чисел ℝ с естественными операциями 

сложения и умножения двух чисел. 

2. Множество всех матриц размерностью nm  с естественными операци-

ями сложения двух матриц и умножения матрицы на число. 

3. Множество ℝ3 всех векторов трехмерного пространства с естествен-

ными операциями сложения двух векторов и умножения вектора на число. 

4. Множество всех решений линейного однородного дифференциального 

уравнения 0)()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( =+++++ −

−− yxayxayxayxay nn
nnn   с естествен-

ными операциями сложения двух векторов и умножения вектора на число. 

5. Пространство ];[ baC  всех непрерывных действительных на отрезке 

];[ ba  функций. 

6. Пространство ];[2 baL  всех функций )(xf , интегрируемых с квадратом 

на отрезке ];[ ba , для которых существует интеграл 
b

a

dxxf )(2
. 

7. Пространство 2l  всех последовательностей }{ nx  действительных чисел, 

для которых сходится ряд 


=1

2

n
nx . 

Определение 1.2. Множество 1V  элементов линейного пространства V  

называется подпространством пространства V , если выполнены условия: 
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1) во множестве 1V  операции сложения векторов и умножения вектора на 

число определяются так же, как и в V ; 

2) если 1, Vyx 


, то и 1Vyx 


; 

3) если 1, VxP 


 , то и 1Vx


 . 

Заметим, что всякое подпространство 1V  линейного пространства являет-

ся линейным пространством. 

Пример 1.3. Рассмотрим линейное пространство V = ℝ2= yxyx ,:),{( ℝ}  

с естественными операциями сложения двух векторов и умножения вектора на 

число. Покажем, что множества 
1V = = xxa :)0,({ ℝ}  и 

2V = = yyb :),0({ ℝ}   

являются линейными подпространствами пространства V . 

 Для любых )0;( 11 xa =


 и )0;( 22 xa =


 из множества 1V  выполняется усло-

вие ( ) 12121 0; Vxxaa +=+


 и ( ) 10; Vxa = 


, 1Va


,  ℝ.  

Для произвольных векторов );0( 11 yb =


 и );0( 22 yb =


 из множества 2V  

имеем ( ) 22121 ;0 Vyybb +=+


 и ( ) 2;0 Vyb = 


, 2Vb 


,  ℝ. 

Значит, 1V  и 2V  − подпространства линейного пространства V . ▲ 

Пример 1.4. Рассмотрим линейное пространство V  всех действительных 

чисел с естественными операциями сложения и умножения двух чисел. Пока-

жем, что множество 1V  четных чисел с указанными операциями не является ли-

нейным подпространством пространства V . 

 Так как сумма четных чисел есть число четное, то множество 1V  явля-

ется замкнутым относительно операции сложения двух векторов. 

Поскольку x  не всегда является четным числом, множество 1V  не яв-

ляется замкнутым относительно операции умножения вектора на число. 

Следовательно, 1V  не является подпространством линейного простран-

ства V . ▲ 
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Определение 1.3. Система векторов nxxx





,,, 21  линейного пространства 

V  называется линейно зависимой, если существует набор чисел n ,,, 21  , 

среди которых хотя бы одно число не равно нулю, такой, что 

( ) ( ) ( ) 02211





= nn xxx  . 

Определение 1.4. Система векторов nxxx





,,, 21  линейного пространства 

V  называется линейно независимой, если векторное равенство 

( ) ( ) ( ) 02211





= nn xxx   выполняется тогда и только тогда, когда 

.021 ==== n   

Теорема 1.1. Если к системе r  линейно зависимых векторов присоеди-

нить любые m  векторов, то получим систему mr +  линейно зависимых  

векторов. 

Теорема 1.2. Если из системы r  линейно независимых векторов отбро-

сить любые m  векторов, ,rm   то получим систему mr −  линейно независи-

мых векторов. 

Теорема 1.3. Если среди векторов nxxx





,,, 21  имеется нулевой вектор, то 

эти векторы линейно зависимы. 

Теорема 1.4. Для того чтобы векторы ,1,,,, 21 nxxx n





 n  ℕ, линейно-

го пространства V  были линейно зависимы, необходимо и достаточно, чтобы 

хотя бы один из этих векторов являлся линейной комбинацией остальных. 

Определение 1.5. Пусть в линейном пространстве V  выполняются сле-

дующие условия: 

1) существует n  линейно независимых векторов; 

2) любая система 1+n  векторов линейно зависима, 

тогда число n  называется размерностью линейного пространства V  и обо-

значается nV =dim . 

Определение 1.6. Базисом n-мерного линейного пространства V  

называется любая упорядоченная система n  линейно независимых векторов 

этого пространства. 
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Теорема 1.5. Если neee





,,, 21  − базис n -мерного линейного простран-

ства V , то любой вектор x

 этого пространства линейно выражается через век-

торы neee





,,, 21 , то есть  

    ( ) ( ) ( ),2211 nn xxxx





=          (1.1) 

причем коэффициенты разложения n ,,, 21   определены однозначным об-

разом. 

Теорема 1.6. Если neee





,,, 21  − система линейно независимых векторов 

линейного пространства V  и любой вектор x

 этого пространства линейно вы-

ражается через векторы neee





,,, 21 , то .dim nV =  

Определение 1.7. Равенство (1.1) называется разложением вектора x

 по 

базису neee





,, 21 , а числа n ,,, 21   − координатами вектора x

 в этом ба-

зисе. 

Определение 1.8. Линейное пространство V  называется конечномер-

ным, если в нем имеется базис, состоящий из конечного числа векторов. Ли-

нейное пространство V  называется бесконечномерным, если в нем можно 

указать систему из любого конечного числа линейного независимых векторов. 

Множество всех аналитических (бесконечное число раз дифференцируе-

мых) функций является примером бесконечномерного пространства, в котором 

в качестве базиса можно взять совокупность многочленов  ,,,,,1 2 nxxx . 

Пример 1.5. Дано линейное пространство =V ℝ3. Докажите, что данный 

набор векторов )5;7;1(1 −=e


, )6;3;2(2 −−=e


, )1;4;0(3 −=e


 образует базис линей-

ного пространства V  и найдите координаты вектора )2;1;1( −−=y


 в этом базисе. 

 Известно, что базисом пространства ℝ3 является любая тройка неком-

планарных векторов. Поэтому проверим компланарность векторов 321 ,, eee


. Для 

этого найдем их смешанное произведение: 
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( )
( )

.1

100

010

571

140

010

571

140

4170

571

140

632

571

,,
233212 442

321 =

−

−

−

=

−

−

−

=

−

−

−

=

−

−−

−

=
++−+ SSSSSS

eee


 

Так как ( ) 01,, 321 =eee


, то векторы 321 ,, eee


 некомпланарны и, следова-

тельно, образуют базис в пространстве ℝ3. 

Найдем координаты вектора y


 в базисе 321 ,, eee


. Для этого представим 

вектор y


 в виде линейной комбинации векторов 321 ,, eee


: 

332211 eyeyeyy

++= .  

Тогда тройка чисел ( )321 ;; yyy  и будет являться координатами вектора y


 

в базисе 321 ,, eee


. Получим 


















−

−=
















−

+
















−

−+
















−

++=

2

1

1

1

4

0

6

3

2

5

7

1

321332211 yyyeyeyeyy


 









−=−−−

−=+−

=+



.265

,1437

,12

321

321

21

yyy

yyy

yy

 

Решим полученную систему методом Гаусса: 

.

19

4

1

100

010

021

3

4

1

140

010

021

3

8

1

140

4170

021

2

1

1

165

437

021
233213

12
445

)7(

















−

−→
















−

−→
















−

−

−→
















−

−

−−−

−
+++

−+
SSSSSS

SS

          Последней матрице соответствует система линейных уравнений:

 









=−

=−

=+

,19

,4

,12

3

2

21

y

y

yy

 

из которой находим 9,4,19 123 =−=−= yyy . Значит, 321 1949 eeey

−−= . ▲ 

Задачи и упражнения 

1. Выясните, образует ли линейное пространство данное множество с 

естественными операциями сложения двух векторов и умножения вектора на 
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действительное число. В случае положительного ответа укажите размерность и 

какой-нибудь базис этого линейного пространства. 

1.1. Множество всех нечетных чисел. 

Ответ: не образует. 

1.2. Множество всех чисел, кратных 7. 

Ответ: не образует. 

1.3. Множество всех плоских векторов, сумма координат которых являет-

ся положительным числом. 

Ответ: не образует. 

1.4. Множество всех плоских векторов, сумма координат которых равна 

нулю. 

Ответ: образует, 1dim =V , )1;1( −=e


. 

1.5. Множество всех плоских векторов, коллинеарных данной прямой. 

Ответ: образует, 1dim =V , );( ABe −=


, где 0: =++ CByAxl  − данная 

прямая. 

1.6. Множество всех плоских векторов, перпендикулярных данной  

прямой. 

Ответ: образует, 1dim =V , );( BAe =


, где 0: =++ CByAxl  − данная  

прямая. 

1.7. Множество всех векторов, параллельных плоскости 023 =+− zyx . 

Ответ: образует, 2dim =V , )0;1;3(1 =e


, )1;0;2(2 −=e


. 

1.8. Множество всех функций, определенных на отрезке ];[ ba , таких, что 

1)( =af . 

Ответ: не образует. 

1.9. Множество всех функций, определенных на отрезке ];[ ba , таких, что 

];[,0)( baxxf  . 

Ответ: не образует. 

1.10. Множество всех диагональных матриц третьего порядка. 
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Ответ: образует, ,3dim =V  

















=

000

000

001

1E , 

















=

000

010

000

2E , 

















=

100

000

000

3E . 

1.11. Множество всех многочленов от одной переменной с действитель-

ными коэффициентами степени не выше n . 

Ответ: образует, ,1dim += nV  1)(1 =xf , xxf =)(2 , ,)( 2
3 xxf =  ,

n
n xxf =+ )(1 . 

1.12. Множество всех многочленов от одной переменной с действитель-

ными коэффициентами степени n . 

Ответ: не образует. 

1.13. Множество всех сходящихся к единице числовых последовательно-

стей. 

Ответ: не образует. 

1.14. Множество всех решений системы линейных однородных алгебраи-

ческих уравнений. 

Ответ: образует, ,dim rnV −=  где −n  число неизвестных, −r  ранг мат-

рицы системы. 

2. Исследуйте линейную зависимость векторов. 

2.1. )2;1;1(=a


, )1;1;0(=b


, )1;1;1(=c


. 

Ответ: линейно независимы. 

2.2. )6;3;1( −−=a


, )8;4;5( −=b


, )4;2;1( −=c


. 

Ответ: линейно зависимы. 

2.3. 








−
=

31

52
1A , 









−

−
=

14

31
2A , 









−
=

13

41
3A , 







 −
=

25

10
4A . 

Ответ: линейно независимы. 

2.4. 








−−

−
=

23

61
1A , 









−
=

13

10
2A , 









−
=

21

01
3A , 









−

−
=

21

31
4A .

 

Ответ: линейно независимы. 



13 
 

2.5. 
tex =1


, tx sh2 =


, tx ch3 =


. 

Ответ: линейно зависимы. 

2.6. tx 2
1 sin=


, tx 2
2 cos5=


, 13 =x


. 

Ответ: линейно зависимы. 

2.7. 32)( 4
1 −= xxf , 14)( 34

2 +−−= xxxxf , 23
3 2)( xxxf += , 

7323)( 234
4 −+++= xxxxxf . 

Ответ: линейно независимы. 

2.8. 1)( 4
1 += xxf , 2)( 3

2 += xxf , 3)( 2
3 += xxf , 4)(4 += xxf , 

1)( 234
5 ++++= xxxxxf . 

Ответ: линейно независимы. 

3. Даны линейные пространства: 

3.1) =V ℝ3; 

3.2) −V  пространство всех матриц второго порядка; 

3.3) −V пространство всех многочленов от одной переменной с действи-

тельными коэффициентами, степень которых не превосходит трех. 

В каждом из этих пространств указан упорядоченный набор векторов и 

фиксированный вектор y


. 

Докажите, что данный набор векторов образует базис линейного про-

странства ,V  и найдите координаты вектора y


 в этом базисе. 

3.1.1. )4;2;1(1 −=e


, )4;5;3(2 −=e


, )2;0;1(3 −=e


, )9;14;6(−=y


. 

Ответ: 321
2

5
3

2

1
eeey

++= . 

3.1.2. )1;1;1(1 −−=e


, )0;1;0(2 =e


, )2;3;1(3 =e


, )2;4;1(−=y


. 

Ответ: 321
3

1

3

5

3

4
eeey

++−= . 
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3.2.1. 






 −
=

04

32
1A , 









−

−
=

23

31
2A , 









−
=

23

10
3A , 









−

−
=

20

71
4A , 








 −
=

10

31
Y . 

Ответ: 4321
2

3

2

3

2

7

2

3
AAAAY ++−= . 

3.2.2.  
46

01
1 









−
=A , 







 −
=

01

23
2A , 









−

−
=

21

01
3A , 









−
=

31

01
4A , 










−
=

11

06
Y . 

Ответ: 4321 91601 AAAAY −−+−= . 

3.3.1. 1)(1 =xf , 12)(2 +−= xxf , 32)( 2
3 −−= xxxf , 1)( 3

4 −= xxf , 

15473)( 23 ++−= xxxxy . 

Ответ: )(3)(7)(5)(8)( 4321 xfxfxfxfxy +−+−= . 

3.3.2. 1)(1 =xf , 1)(2 += xxf , ( )23 1)( += xxf , ( )34 1)( += xxf , 

432)( 23 −+−= xxxxy . 

Ответ: )()(5)(10)(10)( 4321 xfxfxfxfxy +−+−= . 

4. Решите систему линейных уравнений. Для соответствующей однород-

ной системы определите базис (фундаментальную систему решений) и размер-

ность пространства ее решений. 

4.1. 













=+++

=++++

=++++

=++++

.18423

,897569

,575346

,65323

5421

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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Ответ: данная система решений не имеет; 

,;;3;42
2

3
; 545454110

T

ccccccccX 







+−−−=  541 ,, ccc ℝ, 

T

E 







−= 0;0;0;

2

3
;11 , 

( )TE 0;1;1;2;02 −= , ( )TE 1;0;3;4;03 −= , 3dim =V .

  

4.2. 













−=−+++

−=++++

=−+++

=++++

.343

,3232

,125

,2251132

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

Ответ: ( ) ,;1;1;6;2 5555

T
ccccX −+−−=  5c ℝ; ( )TccccX 55550 ;;;6;0 −= , 5c ℝ, 

( )TE 1;1;1;6;01 −= , 1dim =V . 

 

2. ЭЛЕМЕНТЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА2  

 

Определение 2.1. Непустое множество X  элементов произвольной при-

роды ,,, zyx  называется метрическим пространством, а его элементы − точ-

ками, если любым двум элементам x  и y  из множества X  ставится в соответ-

ствие действительное число ),,( yx  удовлетворяющее следующим аксиомам: 

1) ,,,0),( Xyxyx   и yxyx == 0),( ; 

2) Xyxxyyx = ,),,(),(  ; 

3) Xzyxyzzxyx + ,,),,(),(),(  . 

Обозначается метрическое пространство ( ).,X   

Введенная операция называется метрической, а число −),( yx  расстоя-

нием (метрикой) между x  и y . 

Метрическое пространство не обязательно является линейным. 

Определение 2.2. Всякое подмножество Y  метрического пространства 

X , рассматриваемое с тем же расстоянием между элементами, также является 

 
2 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [1, 2, 3, 6, 7, 9, 10]. 
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метрическим пространством и называется подпространством метрического 

пространства .X  

Определение 2.3. Расстоянием между множествами M  и N  метриче-

ского пространства X  называется число ( ) ( ).,inf, yxNM

Ny
Mx





=  

Примеры метрических пространств: 

1. Пространство изолированных точек произвольного множества X  с 

расстоянием 






=
=

.  если,1

,  если,0
),(

yx

yx
yx  

2. Множество всех действительных чисел ℝ, в котором расстояние между 

числами x  и y  определяется по формуле ||),( yxyx −= . 

3. Множество ℝn всех свободных векторов, в котором расстояние между 

векторами ( )nxxxx ,,, 21 

=  и ( )nyyyy ,,, 21 


=  можно определить по одной из 

формул: 

|,|max),(|,|),(
1

2
1

1 ii
ni

n

i
ii yxyxyxyx −=−=

=





 

.)(...)()(),( 22
22

2
113 nn yxyxyxyx −++−+−=


  

4. Множество всех матриц размерностью nm , в котором расстояние 

между матрицами )( ijaA=  и )( ijbB =  можно определить по формуле 


= =

−=
m

i

n

j
ijij baBA

1 1

2)(),( . 

5. Множество ];[ baC  всех непрерывных на отрезке ];[ ba  функций, в ко-

тором .|)()(|max))(),(( xxfxxf
bxa

 −=


 

6. Множество ];[ baCn
 всех функций, имеющих на отрезке ];[ ba  непре-

рывные производные до n -го порядка включительно, в котором 

|})()(|,|,)()(||,)()({|max))(),(( )()( xxfxxfxxfxxf nn

bxa
 −−−=


 . 
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7. Пространство ,1],;[ + pbaLp  функций, интегрируемых с p -й  

степенью на отрезке ];[ ba , то есть +
b

a

p
dxxf )( , с расстоянием 

.)()())(),((

1

pb

a

p
dxxxfxxf













−=    

8. Пространство ,1, + plp  всех последовательностей  nx  действи-

тельных чисел, удовлетворяющих условию 


=

+
1k

p
kx , с расстоянием 

.),(

1

1

p

k

p
kknn yxyx 








−= 



=

  

9. Пространство всех ограниченных последовательностей  nx  действи-

тельных чисел с расстоянием .sup),(
1

kk
k

nn yxyx −=


  

10. Метрика Хэмминга. 

Информация, передаваемая по каналам связи с одного компьютера на 

другой, обычно записывается в виде вектора ),...,,( 21 nxxxx


, где ,,,2,1, nixi =  

равно либо 0, либо 1. Рассмотрим линейное пространство nV  векторов x


 над 

множеством двух чисел 0 и 1. Операции   и   над этими числами таковы: 

.111,011

,010,101

,001,110

,000,000

==

==

==

==

 

В роли числа, противоположного 1, выступает 1. 

Это алгебра выключателя света: если дважды нажать на выключатель, то 

сначала свет зажжется, а потом погаснет.  

Например, ),1,0,1,0,0,1,0,0(x


 – вектор из 8V , а )1,0,0,1(x


 – вектор из 4V . 
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Расстояние между x


 и y


, обозначаемое ),dist( yx


, равно числу различий в 

координатах векторов x


 и y


 и называется метрикой Хэмминга. 

Пусть, например, )0,1,1,0(x


, )0,1,0,1(y


. У этих векторов одинаковы третьи 

и четвертые координаты, а остальные различны, поэтому .2),dist( =yx


 Если же 

)1,0,1,1,0,1,0,0(x


, )0,0,1,0,0,1,1,1(y


, то 4),dist( =yx


. 

Пример 2.1. Выясните, является ли множество действительных чисел ℝ 

метрическим пространством с метрикой ( ).sin),( 2 yxyx −=  

 Заметим, что ( ) 0sin),( 2 −= yxyx  для любых yx, ℝ. Однако суще-

ствуют ,,,2 yxyx ==   такие, что ( ) 0sin2sin),2( 22 ==−=  . 

Значит, аксиома 1 метрического пространства нарушается и множество ℝ 

не является метрическим пространством с указанной операцией. ▲  

Определение 2.4. Множество }),(,:{ 0 rxxXxx    называется откры-

тым шаром ),( 0 rxB  с центром в точке 0x  и радиусом r ,  или r -окрестностью 

точки 0x . 

Определение 2.5. Пусть XA . Точка x  называется внутренней точкой 

множества A , если существует радиус 0r ,  такой,  что  шар ArxB ),( . 

Определение 2.6. Множество A  называется открытым, если каждая его 

точка является внутренней. 

Определение 2.7. Точка x  называется точкой прикосновения множества 

A , если любая ее окрестность содержит хотя бы одну точку из множества A . 

Определение 2.8. Точка x  называется изолированной точкой множе-

ства A , если существует окрестность этой точки, не содержащая точек из A , 

отличных от x . 

Определение 2.9. Точка x  называется предельной точкой множества A , 

если в любой ее окрестности содержатся точки множества A , отличные от x . 

Определение 2.10. Совокупность всех точек прикосновения множества 

A  называется замыканием множества A . 
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Определение 2.11. Множество XA  называется замкнутым, если оно 

совпадает со своим замыканием. 

Теорема 2.1. Множество A  открыто тогда и только тогда, когда его до-

полнение AX \  замкнуто.  

Определение 2.12. Точка x  называется граничной точкой множества A , 

если любая окрестность точки x  содержит как точки принадлежащие A , так и 

точки, которые этому множеству не принадлежат. 

Определение 2.13. Совокупность всех граничных точек множества A  

называется его границей. 

Определение 2.14. Последовательность }{ nx  элементов метрического 

пространства ( ),X  называется фундаментальной, если для любого 0   

существует номер ( ),=N N   такой, что при любых Nmn ,  выполнено  

неравенство  ),( mn xx . 

Теорема 2.2. Любая сходящаяся  последовательность }{ nx  является фун-

даментальной последовательностью. 

Определение 2.15. Метрическое пространство ( ),X  называется пол-

ным, если в нем любая фундаментальная последовательность сходится к неко-

торому Xx . 

Примеры полных метрических пространств: 

1. Пространство всех действительных чисел ℝ, в котором расстояние 

между числами x  и y  определяется по формуле ||),( yxyx −= . 

2. Пространство ℝn всех свободных векторов, в котором расстояние меж-

ду векторами ( )nxxxx ,,, 21 

=  и ( )nyyyy ,,, 21 


=  определяется по формуле  

22
22

2
113 )(...)()(),( nn yxyxyxyx −++−+−=


 . 

3. Пространство ];[ baC  всех непрерывных на отрезке ];[ ba  функций, в 

котором .|)()(|max))(),(( xxfxxf
bxa

 −=

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4. Пространство ];[2 baL  всех действительных функций, интегрируемых с 

квадратом на отрезке ];[ ba . 

5. Пространство 2l  всех числовых последовательностей, для которых 




=

+
1

2

n
nx . 

Пример 2.2. Рассмотрим );0( +=X , ||),( yxyx −= . Покажем, что дан-

ное множество не является полным с указанной метрикой. 

 Рассмотрим последовательность ,
1

},{
n

xx nn =  n ℕ. Указанная после-

довательность является фундаментальной, поскольку =−= ||),( mnmn yxyx

0
11
→−=

mn
 при →mn, , но ее предел, равный нулю, не принадлежит мно-

жеству X . Следовательно, множество );0( +=X  не является полным с вве-

денной метрикой. ▲ 

Пример 2.3. Выясните, сходится ли последовательность }{ nx , 

1
1 24

2
+= tn

n
xn , метрического пространства ]4;4[−C  к точке ta = . 

 Поскольку |,)()(|max))(),(( xxfxxf
bxa

 −=


 найдем atxn −)( : 

=−+=−+=− t
n

tttn
n

atxn 4

224

2

1
1

1
)(

 

0
1

1

1

1

1

1

1

2

4

4

4

2

4

4

2

2

4

2

→=

++

=

++

−+

=
n

n

n

t
n

t

n

t
n

t

t
n

t

 

при →n . Отсюда ( ) 0),( →atxn  при →n . Значит, последовательность 

}{ nx  сходится к ta =  в пространстве ]4;4[−C . ▲ 
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Определение 2.16. Линейное пространство V  называется нормирован-

ным, если каждому вектору Vx


 поставлено в соответствие действительное 

число x


, называемое нормой вектора x


, удовлетворяющее аксиомам: 

1) ,,0 Vxx 


 и ;00


== xx
 

2) =  ,xx


 ℝ (ℂ), Vx


;  

3) .,, Vyxyxyx +


 

Примеры нормированных пространств: 

1. Пространство всех действительных ℝ чисел с нормой || xx =


. 

2. Пространство ℝn всех свободных векторов с нормой вектора 

( )nxxxx ,,, 21 

= : ||max|,|

12
1

1 i
ni

n

i
i xxxx

=

== 


, 
22

2
2

13
... nxxxx +++==


. 

3. Пространство ];[ baC  всех непрерывных на отрезке ];[ ba  функций с 

нормой функции :)(xf  |)(|max)( xfxf
bxa 

= . 

4. Пространство ,1, + plp  всех последовательностей  nx  действи-

тельных чисел, удовлетворяющих условию 


=

+
1k

p
kx , с нормой 

.

1

1

p

k

p
kn xx 








= 



=

 

5. Пространство всех ограниченных последовательностей  nx  действи-

тельных чисел с нормой .sup
1

k
k

n xx


=  

6. Пространство ,1],;[ + pbaLp  всех функций, интегрируемых с p -й 

степенью на отрезке ];[ ba , то есть +
b

a

p
dxxf )( , с нормой 

.)()(

1

pb

a

p
dxxfxf













=   
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В нормированном пространстве расстояние между векторами x


 и y


 

определяется по формуле yxyx


−=),( . 

Определение 2.17. Линейное пространство V  называется евклидовым, 

если каждой паре векторов x


 и y


 из пространства V  поставлено в соответ-

ствие действительное число, обозначаемое ( )yx


,  и удовлетворяющее следую-

щим аксиомам: 

1) ( ) ,,0, Vxxx 


 и ( ) 00,


== xxx ; 

2) ( ) ( ) Vyxxyyx =


,,,, ; 

3) ( ) ( ) ( ) Vyxxyxyxyxx +=


,,,,,, 212121 ; 

4) ( ) ( ),,, yxyx


=     ℝ, Vyx 


, . 

Введенная операция называется скалярным умножением векторов, 

число ( )yx


,  − скалярным произведением векторов x


 и y


, а число ( )xx


,  − 

скалярным квадратом вектора x


 и обозначается 
2x


. 

В евклидовом пространстве норма определяется по формуле ( )., xxx


=  

Если хотя бы один из векторов x


, y


 является нулевым, то их скалярное 

произведение равно нулю, то есть ( ) Vyy =


,0,0 . 

Определение 2.18. Если n -мерное линейное пространство является ев-

клидовым, то оно называется евклидовым n-мерным пространством, а базис 

линейного пространства − базисом евклидова пространства. 

Примеры евклидовых пространств: 

1. Пространство 
3E  всех свободных векторов, в котором скалярное про-

изведение векторов ( )321 ,, xxxx =


 и ( )321 ,, yyyy =


 определяется равенством 

( ) 332211, yxyxyxyx ++=


. 
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2. Пространство nE  всех свободных векторов, в котором скалярное про-

изведение векторов ( )nxxxx ,,, 21 

=  и ( )nyyyy ,,, 21 


=  определяется по фор-

муле ( ) .,
1


=

=
n

i
ii yxyx


 

3. Пространство всех действительных матриц размером 1n , в котором 

скалярное произведение матриц ( )TnxxxX ,,, 21 =  и ( )TnyyyY ,,, 21 =  опреде-

ляется равенством ( ) .,
1


=

=
n

i
ii yxYX  

4. Пространство ];[ baC  всех непрерывных на отрезке ];[ ba  функций, в 

котором скалярное произведение функций )(xf  и )(x  определяется по фор-

муле =
b

a

dxxxfxxf )()())(),((   (иногда его вводят по формуле 

=
b

a

dxxxfxf )()()(),(  , где 0)( x , ],[ bax  – весовая функция). Линей-

ное пространство ),...}(),({ xxfV =  всех непрерывных на отрезке ];[ ba  функ-

ций образует бесконечномерное евклидово пространство и обозначается E .  

Пример 2.4. Выясните, является ли пространство ℝ2 евклидовым про-

странством, если каждой паре векторов );( 21 xxx =


 и );( 21 yyy =


 поставлено в 

соответствие число .372),( 22122111 yxyxyxyxyx +++=


  

 Пусть ),;( 21 xxx =


 );( 21 yyy =


, .372),( 22122111 yxyxyxyxyx +++=


 

Вычислим ),( xx


 и проверим, верно ли  xxx


,0),( ℝ2. Получим 

2
221

2
1 102),( xxxxxx ++=


. 

Так как существует вектор, например, −= )1;1(0x


ℝ2, такой, что 

07)1()1(11012),( 22
00 −=−+−+=xx


, то первая аксиома выполняется не для 

всех x


ℝ2. 
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Значит, число ),( yx


 не является скалярным произведением векторов в 

пространстве ℝ2, поэтому ℝ2 с указанной операцией евклидовым простран-

ством не является. ▲ 

Неравенство Коши – Буняковского. Для любых двух векторов x


 и y


 

евклидова пространства справедливо неравенство .),(),(),( yyxxyx


  

Из неравенства Коши – Буняковского для ненулевых векторов имеет ме-

сто условие 1
),(


 yx

yx



, то есть 1

),(
1 


−

yx

yx



. 

Отсюда существует единственный угол ];0[  ,  такой, что  

     
yx

yx





=

),(
cos .           (2.1) 

Определение 2.19. Углом между ненулевыми векторами евклидова 

пространства V  называется такой угол  , косинус которого определяется по 

формуле (2.1). 

Определение 2.20. Два вектора называются ортогональными, если их 

скалярное произведение равно нулю. 

Нулевой вектор ортогонален любому другому вектору. 

Определение 2.21. Система векторов ,2,,,, 21 nxxx n





 в евклидовом 

пространстве называется ортогональной, если эти векторы попарно ортого-

нальны, то есть .,,2,1,;,0),( njijixx ji 


==  

Определение 2.22. Вектор x


 называется нормированным или единич-

ным, если 1=x


. 

Если 0


x , то существует два нормированных вектора 
x

x
x 




=0
1  и 

x

x
x 




−=0
2 . 
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Нахождение для данного вектора нормированного вектора по указанным 

формулам называется нормированием данного вектора, а множитель 

−=
x

1

  нормирующим множителем. 

Определение 2.23. Система векторов ,2,,,, 21 nxxx n





 в евклидовом 

пространстве называется ортонормированной, если она ортогональна и каж-

дый вектор является нормированным, то есть 

.,,2,1,
,,1

,,0
),( nji

ji

ji
xx ji 


=




=


=  

Определение 2.24. Базис евклидова пространства называется ортого-

нальным, если базисные векторы составляют ортогональную систему векторов. 

Определение 2.25. Базис евклидова пространства называется ортонорми-

рованным, если базисные векторы составляют ортонормированную систему 

векторов. 

Теорема 2.3. Ортогональная система ненулевых векторов линейно неза-

висима. 

Теорема 2.4 (процесс ортогонализации Грамма – Шмидта). В любом  

n -мерном евклидовом пространстве, 2n , существует ортонормированный  

базис. 

 Пусть nxxx





,,, 21  − некоторый базис данного n -мерного евклидова 

пространства. Построим ортогональную систему векторов nyyy





,,, 21  следую-

щим образом. 

Пусть 11 xy


= . В качестве вектора 2y


 возьмем вектор ,1
2
122 yxy

+=   где 

2
1 ℝ. При любом 2

1  вектор 2y


 является ненулевым, так как 21, xx


 линейно не-

зависимы. Подберем число 2
1  так, чтобы 0),( 21 =yy


. Тогда 

.
),(

),(
0),(),(0),(0),(

11

212
111

2
1211

2
12121

yy

xy
yyxyyxyyy 




−==+=+=   
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В качестве вектора 3y


 возьмем вектор 2
3
21

3
133 yyxy


++=  , где 3

2
3
1 , ℝ. 

При любых 3
2

3
1 ,  вектор 3y


 является ненулевым, так как 321 ,, xxx


 линейно не-

зависимы. Подберем числа 3
1  и 3

2  так, чтобы 0),( 31 =yy


 и 0),( 32 =yy


. Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )





=++=++=

=++=++=

.0,,,0,0,

,0,,,0,0,

22
3
212

3
1322

3
21

3
13232

21
3
211

3
1312

3
21

3
13131

yyyyxyyyxyyy

yyyyxyyyxyyy







 

Так как 0),(),( 1221 == yyyy


 и 0),(),( 2211 = yyyy


, то получим 

( )
( )11

313
1

,

,

yy

xy



−= , 

( )
( )22

323
2

,

,

yy

xy



−= . 

Продолжая построение векторов аналогичным образом, получим 

112211 −− ++++= i
i
i

ii
ii yyyxy





 , 

где 
( )
( )jj

iji
j

yy

xy




,

,
−= , .1,,2,1;,,2,1 −== ijni   

 Построенная система векторов nyyy





,,, 21  является ортогональной. Нор-

мируя каждый вектор этой системы, получим ортонормированную систему век-

торов neee





,,, 21 , в которой 
i

i
i

y

y
e 



= , ni ,,2,1 = . ▲ 

Пример 2.5. В пространстве ℝ3 задан базис ( )1;1;11 −x


, ( )4;3;22 −x


, ( )6;2;23x


. 

Постройте по данному базису ортонормированный. 

 1. Построим сначала ортогональный базис 321 ,, yyy


. 

Пусть ( )1;1;111 −== xy


. Положим 1
2
122 yxy

+=  , где 

),(

),(

11

212
1

yy

xy



−= .  

Найдем 2
1 : 

( ) ( )

( )
3

111

413121

),(

),(
222

11

212
1 −=

+−+

+−−+
−=−=

yy

xy



 . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1;0;13;3;34;3;21;1;134;3;21
2
122 −=−−−=−−−=+= yxy


 .  

Пусть теперь 2
3
21

3
133 yyxy


++=  , где 

( )
( )11

313
1

,

,

yy

xy



−= , 

( )
( )

.
,

,

22

323
2

yy

xy



−=  

Найдем 3
1  и 3

2 :  
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( )

( )
2

111

612121

),(

),(
222

11

313
1 −=

+−+

+−+
−=−=

yy

xy



 , 

( )

( )
2

101

612021

),(

),(
222

22

323
2 −=

++−

++−
−=−=

yy

xy



 . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ).2;4;21;0;121;1;126;2;22
3
21

3
133 =−−−−=++= yyxy


  

2. По ортогональному базису 321 ,, yyy


 построим ортонормированный ба-

зис 1e


, 2e


, 3e


. 

Нормируя векторы 321 ,, yyy


, получим  

( )

( )
,

3

1
;

3

1
;

3

1

111

1;1;1

222
1

1
1 








−=

+−+

−
==

y

y
e 




  

( )

( )
,

2

1
;0;

2

1

101

1;0;1

222
2

2
2 








−=

++−

−
==

y

y
e 




 

( )
.

6

1
;

6

2
;

6

1

242

2;4;2

222
3

3
3 








=

++
==

y

y
e 




 ▲ 

Определение 2.26. Линейное пространство H  называется гильберто-

вым, если: 

1. Каждой паре векторов x


 и y


 из пространства H  поставлено в соответ-

ствие комплексное число, обозначаемое ),( yx


 и удовлетворяющее следующим 

аксиомам: 

1) ( ) ,,0, Hxxx 


 и ( ) 00,


== xxx ; 

2) ( ) ( ) Hyxxyyx =


,,,, ; 

3) ( ) ( ) ( ) Hyxxyxyxyxx +=


,,,,,, 212121 ; 

4) ( ) ( ) HyxCyxyx =


,,,,,  . 

2. H  является полным метрическим пространством относительно порож-

денной этим скалярным произведением метрики =−= yxyx


),(

( )., yxyx


−−=  
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Примеры гильбертовых пространств: 

1. Пространство ℂn − совокупность всевозможных наборов n  комплекс-

ных чисел, в котором скалярное произведение векторов ( )nxxxx ,,, 21 

=  и 

( )nyyyy ,,, 21 

=  определяется по формуле ( ) .,

1


=

=
n

i
ii yxyx


 

2. Пространство ];[2 baL  всех комплекснозначных непрерывных функций, 

интегрируемых с квадратом на отрезке ];[ ba , со скалярным произведением

 

( ) .)()()(),(  =
b

a

dxxgxfxgxf

 

3. Пространство 2l  всех последовательностей комплексных чисел, в кото-

ром скалярное произведение последовательностей  nx  и  ny  определяется как 

( ) .,
1




=

=
i

iinn yxyx  

Задачи и упражнения 

1. Выясните, является ли пространство ℝ2 евклидовым пространством, 

если каждой паре векторов );( 21 xxx =


 и );( 21 yyy =


 поставлено в соответствие 

число ),( yx


: 

1.1. 22122111 3),( yxyxyxyxyx −++=


.    Ответ: не является. 

1.2. 22122111 522),( yxyxyxyxyx +++=


.   Ответ: является. 

1.3. 22122111 35),( yxyxyxyxyx +−−=


.   Ответ: является. 

1.4. 22122111 44),( yxyxyxyxyx +++=


.   Ответ: не является. 

2. Выясните, является ли линейное пространство 2P  всех многочленов от 

одной переменной с действительными коэффициентами степени, не превосхо-

дящей 2, евклидовым пространством, если каждой паре многочленов )(xf  и 

)(xg  поставлено в соответствие число: 

2.1. )1()1()0()0()1()1(),( gfgfgfgf ++−−= . 

Ответ: является. 
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2.2. )0()0()1()0()0()1()1()1(),( gfgfgfgfgf +++= . 

Ответ: не является. 

3. Выясните, является ли линейное пространство 2M  всех матриц второго 

порядка евклидовым пространством, если каждой паре матриц 







=

11

11

dc

ba
A  и 









=

22

22

dc

ba
B  поставлено в соответствие число: 

3.1. 21212121),( ddccbbaaBA −+−= . 

Ответ: не является. 

3.2. 212121122121 2),( ddccbbbabaaaBA +++−−= . 

Ответ: является. 

4. В пространстве ℝ3 задан базис. Постройте по данному базису ортонор-

мированный базис. 

4.1. )3;0;0(),0;2;0(),3;2;1( 321 === xxx


. 

Ответ: 








14

3
;

14

2
;

14

1
1e


, 







−−

35

3
;

35

5
;

35

1
2e


, 







−

10

1
;0;

10

3
3e


. 

4.2. )3;1;2(),1;1;0(),1;1;1( 321 −==−= xxx


. 

Ответ: 







−

3

1
;

3

1
;

3

1
1e


, 








2

1
;

2

1
;02e


, 








−−

6

1
;

6

1
;

6

2
3e


. 

 

3. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ3 

 

Пусть V  − линейное пространство. 

Определение 3.1. Если задан закон f , по которому каждому вектору 

Vx


 поставлен в соответствие единственный вектор Vy


, то будем говорить, 

что задано преобразование (отображение, оператор) f  пространства V  в себя, 

и записывать VVf →: . 

 
3 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [2, 8, 9, 10]. 
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Вектор y


 называется образом вектора x


, а вектор x


 − прообразом век-

тора y


. Если преобразование f  переводит вектор x


 в вектор y


, то это будем 

записывать как )(xfy


= . 

Определение 3.2. Преобразование f  называется линейным, если вы-

полнены два условия: 

1) Vxxxfxfxxf = 212121 ,),()()(


; 

2) =  ,),()( Vxxfxf


ℝ. 

Линейное преобразование переводит нулевой вектор в нулевой. 

Определение 3.3. Преобразование f  называется тождественным, если 

оно каждому вектору пространства V  ставит в соответствие этот же вектор, то 

есть xxf


=)( . 

Тождественное преобразование является линейным. 

Пусть линейное преобразование f  переводит базис neee





,,, 21  в векторы 

neee 





,,, 21 , то есть nieef ii ,,2,1,)( 


== , при этом 













+++=

+++=

+++=

.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

eaeaeae

eaeaeae

eaeaeae

















 

Определение 3.4. Матрица вида 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

называется матрицей линейного преобразования f  в базисе neee





,,, 21 . 

Определение 3.5. Ранг r  матрицы A  называется рангом преобразова-

ния, а число rn −  − дефектом этого преобразования. 
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Связь между координатами вектора и его образа 

Пусть вектор ),,,( 21 nxxxx 


 в базисе neee





,,, 21 , то есть 

nnexexexx





+++= 2211 . Найдем )(xf


. Предположим, что ),,,()( 21 nyyyxf 

= . 

Тогда nneyeyeyxf





+++= 2211)( . 

С другой стороны,  

=+++=+++= )()()()()( 22112211 nnnn efxefxefxexexexfxf








 

( ) ( ) +++++++++= 








nnnn eaeaeaxeaeaeax 2222112212211111  

( ) ( ) ++++=++++ 112121112211 exaxaxaeaeaeax nnnnnnnn








 

( ) ( ) .221122222121 nnnnnnnn exaxaxaexaxaxa





 +++++++++  

Отсюда 

    













+++=

+++=

+++=

.

,

,

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay

xaxaxay









         (3.1) 

Обозначим 

( )TnxxxX ,,, 21 = , ( )TnyyyY ,,, 21 = ,





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

. 

Тогда система (3.1) примет вид AXY = . 

Определение 3.6. Областью значений линейного оператора f  называ-

ется множество AIm  векторов вида xAy


= , то есть 

 .,|Im VxxAyVyA ==


 

Определение 3.7. Ядром линейного оператора f  называется множество 

KerA  всех векторов ,Vx


 для которых ,0


=xA  то есть  .0|ker


== xAVxA  

Преобразование координат вектора 

Определение 3.8. Пусть в линейном пространстве V  даны два базиса 

neee





,,, 21  и neee 





,,, 21  и 
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











+++=

+++=

+++=

.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

etetete

etetete

etetete

















 

Матрица 





















=

nnnn

n

n

ttt

ttt

ttt

T









21

22221

11211

 называется матрицей перехода от бази-

са neee





,,, 21  к базису neee 





,,, 21 . 

Если ),,,( 21 nxxxx 


 в базисе neee





,,, 21  и ),,,( 21 nxxxx  


 в базисе 

neee 





,,, 21 , то 

      XTX = ,           (3.2) 

где ( )TnxxxX = ,,, 21  .  

Определение 3.9. Формула (3.2) называется формулой преобразования 

координат. 

Теорема 3.1. Если neee





,,, 21  и neee 





,,, 21  − два базиса некоторого ли-

нейного пространства и A  − матрица линейного оператора f  в базисе 

neee





,,, 21 , то матрица B  этого оператора в базисе neee 





,,, 21  имеет вид 

TATB = −1
, где T  − матрица перехода от базиса neee





,,, 21  к базису 

neee 





,,, 21 . 

Если линейный оператор имеет в некотором базисе невырожденную мат-

рицу, то и в любом другом базисе матрица этого оператора является невырож-

денной. 

Теорема 3.2. Если A  и B  − матрицы линейного оператора в двух различ-

ных базисах neee





,,, 21  и neee 





,,, 21  соответственно, то 

( ) ( )EBEA −=−  detdet , где   − произвольное число, а E  − единичная мат-

рица порядка n . 
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 Определение 3.10. Многочлен ( )EA −det  степени n  относительно   

называется характеристическим многочленом матрицы A  или линейного 

оператора f . 

Определение 3.11. Характеристическим уравнением линейного опера-

тора f  называется уравнение вида ( ) ,0det =− EA   где A  − матрица линейно-

го оператора f  в некотором базисе. 

Определение 3.12. Корни характеристического уравнения называются 

характеристическими числами матрицы A  или линейного оператора f . 

Пусть 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 − матрица линейного оператора f  в неко-

тором базисе. Тогда характеристическое уравнение примет вид 

( ) =









































−





















=− 0

100

010

001

det0det

21

22221

11211



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

EA

.0

21

22221

11211

=

−

−

−









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









 

Определение 3.13. Вектор x


 линейного пространства называется соб-

ственным вектором линейного оператора f , если этот вектор ненулевой и 

существует действительное число ,k  такое, что .)( xkxf

=  

Определение 3.14. Число k  называется собственным числом вектора x


 

относительно линейного оператора f . 

Свойства линейного оператора: 

1. Собственный вектор линейного оператора имеет единственное соб-

ственное значение. 
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2. Если x


 − собственный вектор линейного оператора f  с собственным 

значением k  и   − любое отличное от нуля число, то x

  − также собствен-

ный вектор линейного оператора f  с собственным значением k . 

3. Если 1x


 и 2x


 − линейно независимые собственные векторы линейного 

оператора f  с одним и тем же собственным значением k , то 21 xx


+  − соб-

ственный вектор линейного оператора f  с собственным значением k . 

4. Если 1x


 и 2x


 − собственные векторы линейного оператора f  с соб-

ственными значениями 1k  и 2k  соответственно, 21 kk  , то 1x


 и 2x


 − линейно не-

зависимые векторы. 

Теорема 3.3. Для того чтобы линейный оператор f  имел собственный 

вектор x


 с собственным значением k , необходимо и достаточно, чтобы число 

k  являлось корнем характеристического уравнения этого оператора. 

Теорема 3.4. Пусть k  − собственное число линейного оператора f  с мат-

рицей A  n -мерного линейного пространства. Если ранг матрицы EkA −  ра-

вен r , то существует rn −  линейно независимых собственных векторов линей-

ного оператора f  с собственным числом k . 

Пример 3.1. Найдите собственные значения и собственные векторы ли-

нейного оператора, заданного в некотором базисе матрицей 

















−

−

−−

=

211

121

114

A . 

 Составим характеристическое уравнение ( ) ,0det =− EA   корнями ко-

торого являются собственные значения   матрицы A : 

( ) =

−−

−−

−−−

=− 0

211

121

114

0det







 EA

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =−−−−+−+−−− 02112124
2

  
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( ) ( ) ( ) ( ) 




=

=
=−−=−++−−

.3

,2
023026344

22




  

Для каждого собственного значения   составим и решим однородную 

систему уравнений ( ) 0


=− xEA  : 

( )
















=
































−−

−−

−−−

=−

0

0

0

211

121

114

0

3

2

1

x

x

x

xEA










, 

решениями которой являются собственные векторы матрицы A  с собственным 

значением  . 

Для 21 =  указанная система примет вид 









=−

=−

=−−


















=
































−

−

−−

.0

,0

,02

0

0

0

011

101

112

21

31

321

3

2

1

xx

xx

xxx

x

x

x

 

Решим систему методом Гаусса: 

.

000

110

101

110

110

101

011

112

101

011

101

112
2313

12

21 )1()1(
)2(

















−

−

→
















−

−

−

→
















−

−−

−

→
















−

−

−−
−+−+

−+
 SSSS

SS
SS

 

Последней матрице соответствует однородная система 




=+−

=−

.0

,0

32

31

xx

xx
 

Выберем базисными переменными 1x  и 2x , а свободной − 3x . Тогда 

31 xx = , 32 xx = . Полагая 033 = cx , получим собственные векторы 1X


, соот-

ветствующие собственному значению 21 = : 3

3

3

3

1

1

1

1

c

c

c

c

X 
















=
















=


, где 3c  − произ-

вольное число, отличное от нуля. 

Для 32 =  указанная система примет вид 
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.0

,0

,0

,0

0

0

0

111

111

111

321

321

321

321

3

2

1

=−−








=−−

=−−

=−−


















=
































−−

−−

−−

xxx

xxx

xxx

xxx

x

x

x

 

Выберем 1x  базисной переменной, а 2x , 3x  − свободными неизвестными. 

Тогда 321 xxx += . Полагая 3322 , cxcx == , получим собственные векторы 2X


, 

соответствующие собственному значению 32 = : 

















+
















=














 +

=

1

0

1

0

1

1

32

3

2

32

2 cc

c

c

cc

X


, 

где 32 ,cc  − произвольные числа, не равные нулю одновременно, что равносиль-

но условию 0
2

3
2

2 + cc . ▲ 

Задачи и упражнения 

1. Выясните, являются ли линейными операторы :f ℝ3→ℝ3. 

В случае положительного ответа найдите: 

а) матрицу линейного оператора f  в базисе kji ,, ; 

б) ядро и область значений оператора ;f  

в) собственные векторы оператора f . 

1.1. ( ) ( ) ( )=+−+= 32131321 ;;,;1;32 xxxxxxxxxxf ℝ3.  

Ответ: не является. 

1.2. ( ) ( ) ( )== 321 ;;,, xxxxjxixf ℝ3.  

Ответ: 
















=
















= 32

3

21 ,,

0

,

000

001

000

cc

c

cXA


ℝ, 0,0 1

2

3

2

2 =+ cc . 

1.3. f  – оператор поворота векторов пространства ℝ3 относительно оси 

Oz  в положительном направлении на угол 
2


.  
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Ответ: 
















=














 −

= 3

3

1 ,0

0

,

100

001

010

c

c

XA


ℝ, 1,0 13 = c .  

1.4. f  – оператор ортогонального проектирования векторов пространства 

3R  на плоскость 03 =+ zy .  

Воспользуйтесь формулой 
( )

n
n

en
e

n

n
eпрeef n











 −=−=

2

,
)( . 

Ответ: 
















−=























−

−= 31

3

3

1

1 ,,3,

4

1

4

3
0

4

3

4

3
0

001

 cc

c

c

c

XA


ℝ, ;1,0 1

2

3

2

1 =+ cc


















= 2

2

22 ,

3

0

c

c

cX


ℝ, 0,0 22 = c .  

1.5. ( ) ( ) ( )=−= 321 ;;,2,3 xxxxx
a

a
xaxf ℝ3, ( )2;2;1 −=a .

 

Ответ: 














 +−

=
















−−

−

−−

= 32

3

2

32

1 ,,

  2c2c

,

242

422

221

cc

c

cXA


ℝ, ,0
2

3

2

2 + cc

 

;21 = 





















−

−

= 3

3

3

3

2 ,
2

c

c

c

c

X


ℝ, .7,0 23 = c  

1.6. ( ) ( ) ( )=+−+= 321
2
332321 ;;,;3;4 xxxxxxxxxxxf ℝ3.  

Ответ: не является. 

2. Даны координаты вектора x


 и матрица A  линейного оператора в ба-

зисе 321 ,, eee


. Найдите координаты вектора )(xf


 в этом базисе. 
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2.1. 
















−

−

=−=

110

132

021

),3;1;2( Ax


.                        Ответ: ( )4;4;4)( −=xf


. 

2.2. 
















=−=

110

011

101

),1;1;1( Ax


.                              Ответ: ( ).0;2;0)( =xf


 

3. Даны два базиса 321 ,, eee


 и 321 ,, eee 


  и матрица A  линейного оператора 

в базисе 321 ,, eee


. Найдите матрицу этого оператора в базисе ,,, 321 eee 


 если: 

3.1. 














 −

=

130

210

101

A , 323312211 ,, eeeeeeeee


+=+=+= .  

Ответ: 























−

−−

=

4
2

3

2

3

0
2

1

2

3

1
2

1

2

1

B . 

3.2. 














 −

=

520

111

112

A , .,2,2 3213212211 eeeeeeeeee


−+−=−=+=  

Ответ: 























−

−−

−

=

3
3

16

3

8

2
3

13

3

1

3
3

5

3

10

B . 
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4. ОБОБЩЕННЫЕ РЯДЫ ФУРЬЕ4 

 

4.1. Ортогональные системы функций. Тригонометрический ряд Фурье  

и его коэффициенты 

Будем рассматривать пространство ];[2 baL  функций, интегрируемых с 

квадратом на отрезке ];[ ba , для которых выполнено условие  +
b

a

dxxf )(2
, со 

скалярным произведением ( ) =
b

a

dxxgxfgf )()(,  и нормой ( )fff ,= . 

Определение 4.1. Множество функций 

 ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx  

называется основной тригонометрической системой функций. 

 Теорема 4.1. Основная тригонометрическая система функций является 

ортогональной на отрезке ];[ − , при этом 21 = , == nxnx sincos , 

для любого n ℕ. 

 Замечания: 

 1. Основная тригонометрическая система функций является ортогональ-

ной на любом отрезке ]2;[ +aa , a ℝ, длиной 2 . 

 2. Тригонометрическая система функций ,
2sin

,
2cos

,
sin

,
cos

,
2

1



xxxx
 

 ,
sin

,
cos

,


nxnx
 является ортонормированной на отрезке ];[ − , и, значит, 

на любом отрезке ]2;[ +aa , a ℝ. 

3. Тригонометрическая система функций  

 ,sin,cos,,
2

sin,
2

cos,sin,cos,1
l

xn

l

xn

l

x

l

x

l

x

l

x 
 

является ортогональной на любом отрезке ];[ ll− , и, значит, на любом отрезке 

]2;[ laa + , a ℝ, длиной l2 . 
 

4 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [ 8, 10]. 
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 4. Тригонометрическая система функций  

 ,sin
1

,cos
1

,,
2

sin
1

,
2

cos
1

,sin
1

,cos
1

,
2

1

l

xn

ll

xn

ll

x

ll

x

ll

x

ll

x

ll


 

является ортонормированной на любом отрезке ]2;[ laa + , a ℝ. 

Определение 4.2. Функциональный ряд вида  

    ( ),sincos
2 1

0 


=

++
n

nn nxbnxa
a

          (4.1) 

где nn baa ,,0
ℝ, называется тригонометрическим рядом, а числа nn baa ,,0  − 

его коэффициентами. 

 Теорема 4.2. Пусть 

    ( )


=

++=
1

0 sincos
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf          (4.2) 

и ряд, стоящий в правой части равенства (4.2), сходится равномерно на отрезке 

];[ − . Тогда 


−

=



dxxfa )(

1
0 , 

−

=



nxdxxfan cos)(

1
, 

−

=



nxdxxfbn sin)(

1
, n ℕ.       (4.3) 

 

Определение 4.3. Тригонометрический ряд (4.1), коэффициенты которо-

го определяются по формулам (4.3), называется тригонометрическим рядом 

Фурье, а числа −nn baa ,,0  коэффициентами Фурье функции ( ),f x  и записы-

вается как  

    ( )


=

++
1

0 sincos
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf .         (4.4) 

 Если функция )(xf  − 2 -периодическая функция, заданная на отрезке 

 2; +aa , a ℝ, длиной 2 , то коэффициенты nn baa ,,0  могут быть вычисле-

ны по формулам 


+

=




2

0 )(
1 a

a

dxxfa , 
+

=




2

cos)(
1 a

a

n nxdxxfa , 
+

=




2

sin)(
1 a

a

n nxdxxfb , n ℕ.     (4.5) 
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Пусть функция )(xf  задана на отрезке   ;− . Для того чтобы разложить 

функцию )(xf  в ряд Фурье, нужно периодически продолжить ее с отрезка 

  ;−  на всю числовую ось, то есть получить 2 -периодическую функцию 

)(* xf , такую, что )()(* xfxf = ,   ;−x , и )()2( ** xfxf =+  , x ℝ. Тогда 

ряд Фурье функции )(xf  совпадает с рядом Фурье функции )(* xf  и имеет вид 

(4.4) с коэффициентами (4.3). 

Если функция )(xf  задана на отрезке  2; +aa , a ℝ, то, чтобы полу-

чить разложение функции )(xf  в ряд Фурье, периодически продолжим )(xf  с 

отрезка  2; +aa  на всю числовую ось. Полученная функция )(* xf  является 

2 -периодической функцией: )()(* xfxf = ,  2; +aa , и )()2( ** xfxf =+  , 

x ℝ. Следовательно, ряд Фурье функции )(xf  совпадает с рядом Фурье 

функции )(* xf  и имеет вид (4.4) с коэффициентами (4.5). 

Теорема 4.3 (Дирихле). Пусть 2 -периодическая функция )(xf  на от-

резке ];[ −  удовлетворяет двум условиям: 

1) )(xf  является кусочно-непрерывной на ];[ − , то есть функция не-

прерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода на этом отрезке; 

2) )(xf  является кусочно-монотонной на ];[ − , то есть функция явля-

ется монотонной на всем отрезке или этот отрезок можно разбить на конечное 

число таких отрезков, на каждом из которых функция )(xf  монотонна. 

Тогда ряд Фурье (4.4) сходится на отрезке ];[ −  к функции )(xS  следу-

ющим образом: )()( xfxS =  в точках непрерывности функции )(xf ; 

2

)0()0(
)( 00

0

++−
=

xfxf
xS , если 0x  – точка разрыва первого рода; 

( ) ( )
2

00
)()(

−++−
=−=




ff
SS . 
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4.2. Ряды Фурье для четных и нечетных функций 

Пусть )(xf  − четная 2 -периодическая функция. Тогда функция 

nxxf cos)(  является четной, а nxxf sin)(  − нечетной функций при любом n ℕ. 

Следовательно, 

 
−

=






0

)(2)( dxxfdxxf ,  
−

=






0

cos)(2cos)( nxdxxfnxdxxf , 


−

=




0sin)( nxdxxf , n ℕ. 

Поэтому ряд Фурье четной функции )(xf  имеет вид 

     


=

+
1

0 ,cos
2

~)(
n

n nxa
a

xf           (4.6) 

в котором коэффициенты nn baa ,,0  вычисляются по формулам 

  =


0

0 )(2 dxxfa , =


0

cos)(2 nxdxxfan , 0=nb , n ℕ.        (4.7) 

Пусть теперь )(xf  − нечетная 2 -периодическая функция. Тогда функ-

ция nxxf cos)(  является нечетной, а nxxf sin)(  − четной функций при любом 

n ℕ. Отсюда,  


−

=




0)( dxxf , 
−

=




0cos)( nxdxxf ,  
−

=






0

sin)(2sin)( nxdxxfnxdxxf , n ℕ. 

Следовательно, ряд Фурье нечетной функции )(xf  имеет вид 

     


=1

,sin~)(
n

n nxaxf                    (4.8) 

при этом коэффициенты nn baa ,,0  находятся по формулам  

   00 =a , 0=na , =


0

sin)(2 nxdxxfbn , n ℕ.         (4.9) 
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4.3. Разложение в ряд Фурье функций, 

заданных на промежутке ( );0   

Пусть функция )(xf  задана на интервале ( );0 . Для того чтобы разло-

жить функцию )(xf  в ряд Фурье на интервале ( );0 , нужно доопределить )(xf  

на интервале ( )0;− . Полученная при этом функция будет задана на интервале 

( ) ;− , которую можно разложить в ряд Фурье, при этом ряды Фурье полу-

ченной и данной функций будут совпадать. 

Доопределим функцию )(xf  четным образом с интервала ( );0  на интер-

вал ( )0;− . Получим четную функцию )(* xf ,  такую, что ( ),;0),()(* = xxfxf  

и ( ).0;),()(* −−= xxfxf  

Тогда ряды Фурье функций )(* xf  и )(xf  совпадают и ряд Фурье функ-

ции )(xf  будет иметь вид (4.6) с коэффициентами (4.7). 

Продолжим теперь функцию )(xf  нечетным образом с интервала ( );0  

на интервал ( )0;− . Получим нечетную функцию )(* xf , такую, что 

( ),;0),()(* = xxfxf  и ( ).0;),()(* −−−= xxfxf  

Следовательно, ряды Фурье функций )(* xf  и )(xf  совпадают и ряд 

Фурье функции )(xf  будет иметь вид (4.8) с коэффициентами (4.9). 

4.4. Ряд Фурье для функций с произвольным периодом 

Пусть функция )(xf , удовлетворяющая условиям теоремы Дирихле, яв-

ляется периодической с периодом = llT ,2 , то есть =+ xxflxf ),()2( ℝ. 

Введем замену переменной 
l

x
u


= . В результате получим функцию 

( )u
lu

f 


=







, которая является 2 -периодической, поскольку  
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( ) ( )u
lu

fl
lu

fu
l

fu 





 =







=








+=








+=+ 22)2( . 

Тогда функцию ( )u  можно разложить в ряд Фурье следующим образом: 

( )


=

++
1

0 ,sincos
2

~)(
n

nn nubnua
a

u  

где коэффициенты nn baa ,,0  вычисляются по формулам 


−

=







duua )(
1

0 , nuduuan cos)(
1

−

=







, nuduubn sin)(
1

−

=







, n ℕ. 

Возвращаясь к переменной x , полагая 
l

x
u


= , получим ряд Фурье  

l2 -периодической функции )(xf : 

    


=









++

1

0 ,sincos
2

~)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


      (4.10) 

коэффициенты которого определяются по формулам 


−−

=

==

−=−=

=

=

==
l

l

dxxf
l

lxu

lxu

dx
l

u

l

x
u

duua ,)(
1

)(
1

22

11

0














  

,cos)(
1

cos)(
1

dx
l

xn
xf

l
nuduua

l

l

n










−−

==

 

,sin)(
1

sin)(
1

dx
l

xn
xf

l
nuduub

l

l

n










−−

==  n ℕ. 

Если l2 -периодическая функция )(xf  задана на отрезке  laa 2; + , a ℝ, 

то она разлагается в ряд Фурье (4.10), коэффициенты которого вычисляются по 

формулам 
+

=
la

a

dxxf
l

a
2

0 ,)(
1

 ,cos)(
1 2

dx
l

xn
xf

l
a

la

a

n



+

= ,sin)(
1 2

dx
l

xn
xf

l
b

la

a

n



+

= n ℕ. 
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Если l2 -периодическая функция )(xf  является четной и задана на отрез-

ке  ll;− , то она разлагается в ряд Фурье:  




=

+
1

0 ,cos
2

~)(
n

n
l

xn
a

a
xf


 

при этом коэффициенты вычисляются по формулам  

=
l

dxxf
l

a
0

0 ,)(
2

 ,cos)(
2

0

dx
l

xn
xf

l
a

l

n


= ,0=nb n ℕ. 

Если l2 -периодическая функция )(xf  является нечетной и задана на от-

резке  ll;− , то она разлагается в ряд Фурье:  




=1

,sin~)(
n

n
l

xn
bxf


 

при этом коэффициенты вычисляются по формулам  

,00 =a  ,0=na ,sin)(
2

0

dx
l

xn
xf

l
b

l

n


= n ℕ. 

4.5. Комплексная форма ряда Фурье 

Пусть 2 -периодическая функция )(xf  раскладывается в ряд Фурье:  

( )


=

++
1

0 .sincos
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf  

Воспользовавшись формулами Эйлера  sincos iei += , 

 sincos ie i −=−
, найдем nxcos , nxsin : 

2
cos

inxinx ee
nx

−+
= , 

22
sin

inxinxinxinx ee
i

i

ee
nx

−− −
−=

−
= . 

 Подставим в ряд Фурье вместо nxcos , nxsin  полученные значения: 




=

−−

=












 −
−

+
+

1

0

222
~)(

n

inxinx

n

inxinx

n

ee
ib

ee
a

a
xf

.
222 1

0 


=

−







 +
+

−
+=

n

inxnninxnn e
iba

e
ibaa

 

 Введем обозначения 
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   0
0

2
c

a
= , n

nn c
iba

=
−

2
, n

nn c
iba

−=
+

2
, n ℕ.                

(4.11) 

 Тогда  

( ) ,cc~)(
1

1

0
1

0   


=

−

−=



−=



=

−
− =++=++

n n n

inx
n

inx
n

inx
n

n

inx
n

inx
n ecececececxf  

то есть  

       


−=n

inx
necxf ~)( .               (4.12) 

 Ряд (4.12) называется комплексной формой ряда Фурье функции )(xf  с ком-

плексными коэффициентами Фурье nc , n ℤ, определяемыми формулами (4.11). 

 Найдем явное выражение для коэффициентов Фурье nc , n ℤ: 

( ) =













−=−= 

−−








nxdxxfinxdxxfibac nnn sin)(cos)(

1

2

1

2

1
 

( ) dxexfdxnxinxxf inx

−

−

−

=−=






 
)(

2

1
sincos)(

2

1
, n ℕ, 

( ) =













+=+= 

−−

−








nxdxxfinxdxxfibac nnn sin)(cos)(

1

2

1

2

1
 

( ) dxexfdxnxinxxf inx

−−

=+=






 
)(

2

1
sincos)(

2

1
, n ℕ, 


−−

===






 
dxexfdxxf

a
c xi00

0 )(
2

1
)(

2

1

2
. 

 Следовательно, комплексные коэффициенты Фурье nc , n ℤ, вычисляют-

ся по формуле  

     ,)(
2

1
dxexfc inx

n 
−

−=



n ℤ.       (4.13) 

Таким образом, комплексная форма ряда Фурье 2 -периодической 

функции )(xf  имеет вид 



47 
 

      


−= −

−















n

ntiinx dtetfexf



)(

2

1
~)( .      (4.14) 

Зная комплексную форму ряда Фурье функции )(xf , можно найти ее 

действительный ряд Фурье, воспользовавшись формулами 

00 2ca = , ( )nn ca 2Re= , ( )nn cb 2Im−= , n ℕ. 

Комплексная форма ряда Фурье l2 -периодической функции )(xf  имеет 

вид 




−=n

l

xn
i

necxf



~)( , 

где коэффициенты вычисляются по формулам ,)(
2

1
dxexf

l
c

l

l

l

xn
i

n 
−

−

=



 n ℤ, то 

есть  


−= −

−















n

l

xn
i

l

xn
i

dtetfe
l

xf






)(
2

1
~)( . 

4.6. Интеграл Фурье. Косинус- и синус-преобразования Фурье 

 Пусть функция )(xf  абсолютно интегрируема на всей числовой оси. 

Определение 4.4. Интегралом Фурье функции )(xf называется интеграл 

вида 

     ( )dzzxzbzxza
+

+
0

sin)(cos)( ,       (4.15) 

где 
+

−

= ztdttfza cos)(
1

)(


, 
+

−

= ztdttfzb sin)(
1

)(


. 

 Подставим значения )(za , )(zb  в интеграл (4.15), получим 

( ) =













+=+  

+ +

−

+

−

+

dzzxztdttfzxztdttfdzzxzbzxza
00

sinsin)(
1

coscos)(
1

sin)(cos)(


( ) ( )  
+ +

−

+ +

−













−=














+=

00

cos)(
1

sinsincoscos)(
1

dttxztfdzdtzxztzxzttfdz


. 
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Пусть ( )dzzxzbzxzaxf 
+

+=
0

sin)(cos)()( .  

 Если )(xf  − четная функция, то 
+

=
0

cos)(
2

)( ztdttfza


, 0)( =zb , и 


+++

==
000

cos)(cos
2

cos)()( ztdttfzxdzdzzxzaxf


. 

 Обозначим 
+

=
0

cos)(
2

)( ztdttfzFc


, тогда 
+

=
0

cos)(
2

)( zxdzzFxf c


. 

Если )(xf  − нечетная функция, то 0)( =za , 
+

=
0

sin)(
2

)( ztdttfzb


, и 

.sin)(sin
2

sin)()(
000


+++

== ztdttfzxdzdzzxzbxf


 

 Обозначим 
+

=
0

sin)(
2

)( ztdttfzFs


, тогда 
+

=
0

sin)(
2

)( zxdzzFxf s


. 

 Определение 4.5. Функции )(zFc  и )(zFs  называются косинус- и синус- 

преобразованиями Фурье. 

4.7. Комплексная форма интеграла Фурье. Преобразование Фурье 

Пусть функция )(xf  абсолютно интегрируема  и непрерывна на всей 

числовой оси, имеет односторонние производные. Тогда для любого x ℝ 

справедлива формула Фурье: 

    ( ) 
+ +

−













−=

0

cos)(
1

)( dttxztfdzxf


,       (4.16) 

а так как подынтегральная функция ( )
+

−

− dttxztf cos)(  является четной относи-

тельно переменной z , то  

    ( ) 
+

−

+

−













−= dttxztfdzxf cos)(

2

1
)(


.      (4.17) 
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 Из неравенства ( ) − ttftxztf ,)(sin)( ℝ, существует интеграл 

( )
+

−

− dttxztf sin)( , который в силу признака Вейерштрасса сходится равномер-

но на всей числовой оси переменной z  и, следовательно, является непрерывной 

функцией от z . Поэтому для любого числа   существует интеграл 

( ) 
−

+

−













−





dttxztfdz sin)( , который в силу нечетности подынтегральной функ-

ции равен нулю, то есть ( ) 
−

+

−













−





dttxztfdz sin)( , значит,  

     ( ) 0sin)( =













− 



−

+

−

dttxztfdz .       (4.18) 

 Умножим обе части равенства (4.18) на 
2

i
 и сложим с равенством (4.17): 

( ) ( ) =













−+














−=   



−

+

−

+

−

+

−

dttxztfdz
i

dttxztfdzxf sin)(
2

cos)(
2

1
)(


 

( ) ( )( ) ( ) ,)(
2

1
sincos)(

2

1
  
+

−

+

−

−
+

−

+

−













=














−+−= dtetfdzdttxzitxztfdz txiz


 

то есть  

      
+

−

+

−

−














= dtetfdzexf iztizx )(

2

1
)(


.      (4.19) 

 Определение 4.6. Формула (4.19) называется комплексной формой ин-

теграла Фурье. 

 Обозначим 
+

−

−= dtetfzF izt)(
2

1
)(


, тогда 

+

−

= dzezFxf izx)(
2

1
)(


. 

Определение 4.7. Функция )(zF  называется прямым преобразованием 

Фурье функции )(xf , а функция )(xf  − обратным преобразованием Фурье. 
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4.8. Обобщенные ряды Фурье 

Пусть  ),(,),(),( 10 xxx n  − ортогональная система функций из 

];[2 baL  и функция )(xf  представима на отрезке  ba;  в виде ряда 

  


=

=++++=
0

1100 )()()()()(
k

kknn xcxcxcxcxf   ,               (4.20) 

где − ,,,, 10 nccc  постоянные, называемые коэффициентами ряда. 

 Предположим, что ряд правой части равенства (4.20) сходится равномер-

но к )(xf на отрезке  ba; . Умножим обе части равенства (4.20) на )(xn  и про-

интегрируем результат почленно на отрезке  ba; : 

  ==


=

b

a

nn

b

a

n

b

a

n
k

kk

b

a

n dxxcdxxxfdxxxcdxxxf .)()()()()()()( 2

0

  

Отсюда  

   ,1,0,

)()(

)(

)()(

2
2

===






n

dxxxf

dxx

dxxxf

c

n

b

a

n

b

a

n

b

a

n

n








.      (4.21) 

Определение 4.8. Ряд (4.20) называется обобщенным рядом Фурье 

функции )(xf  по ортогональной системе функций  ),(,),(),( 10 xxx n , а 

числа nc , вычисляемые по формуле (4.21), − коэффициентами Фурье.  

4.9. Многочлены Лежандра 

 Определение 4.9. Многочленом Лежандра называется многочлен вида 

( ) .,2,1,0,1
!2

1
)( 2 =−


= nx

dx

d

n
xP

n

n

n

nn  

 Теорема 4.4. Многочлены Лежандра  )(xPn
 образуют ортогональную си-

стему функций на отрезке  1;1− , при этом 
12

2
)(

2

+
=

n
xPn , ,2,1,0=n . 

 Непосредственным вычислением можно найти первые шесть многочле-

нов Лежандра:  
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1)(0 =xP , xxP =)(1
, ( )13

2

1
)( 2

2 −= xxP , ( )xxxP 35
2

1
)( 3

3 −= , 

( )33035
8

1
)( 24

4 +−= xxxP , ( )xxxxP 157063
8

1
)( 35

5 +−= . 

Тогда обобщенный ряд Фурье для функции  llLxf ;)( 2 −  по многочле-

нам Лежандра будет иметь вид 

 ++++== 


=

)()()()()( 1100
0

xPcxPcxPcxPcxf nn
k

kk , 

где коэффициенты 
( )
( ) 

−

+
==

1

1

)()(
2

12

)(),(

)(),(
dxxPxf

k

xPxP

xPxf
c k

kk

k
k . 

Пример 4.1. Разложите функцию 3)( 23 +−+−= xxxxf ,  1;1− , в ряд 

Фурье по многочленам Лежандра. 

 Поскольку 0)()(
1

1

=
−

dxxQxP mn  при nm  , где −)(xPn  многочлен 

Лежандра, −)(xQm любой многочлен степени m , и в силу формулы (4.21) будем 

искать коэффициенты kc , 3,2,1,0=k . 

Получим 

( )
( )

( )
−−

=+−+−===
1

1

23
1

1

0
00

0
0 13

2

1
)()(

2

1

)(),(

)(),(
dxxxxdxxPxf

xPxP

xPxf
c  

( ) ,
3

10
3

3

1
|3

3
3

2

2 1
0

31

0

2 =+=













+=+=  x

x
dxx  

( )
( )

( )
−−

=+−+−===
1

1

23
1

1

1
11

1
1 3

2

3
)()(

2

3

)(),(

)(),(
xdxxxxdxxPxf

xPxP

xPxf
c  

( ) ,
5

8

3

1

5

1
3|

35
33 1

0

351

0

24 −=







−−=








−−=−−= 

xx
dxxx  

( )
( )

( ) ( )
−−

=−+−+−===
1

1

223
1

1

2
22

2
2 13

2

1
3

2

5
)()(

2

5

)(),(

)(),(
dxxxxxdxxPxf

xPxP

xPxf
c  
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( ) ,
3

2

15

4

2

5
3

3

8

5

3

2

5
|3

3
8

5
3

2

5
383

2

5 1
0

351

0

24 ==







−+=














−+=−+=  x

xx
dxxx  

( )
( )

( ) ( )
−−

=−+−+−===
1

1

323
1

1

7
33

3
3 35

2

1
3

2

7
)()(

2

7

)(),(

)(),(
dxxxxxxdxxPxf

xPxP

xPxf
c  

( ) .
5

2
1

5

2

7

5

2

7
|

3
3

5
2

7
5

2

7
325

2

7 1

0

1
0

357
246 −=








+−−=














+−−=+−−= 

xxx
dxxxx  

Окончательно получим 

)(
5

2
)(

3

2
)(

5

8
)(

3

10
3 3210

23 xPxPxPxPxxx −+−=+−+− . ▲ 

Задачи и упражнения 

1. Разложите в ряд Фурье 2 -периодическую функцию, заданную на интер-

вале ( ) ;− . Постройте графики функции )(xf  и суммы )(xS  ее ряда Фурье. 

1.1. 




−

−
=

.0,2

,0,1
)(





x

x
xf

 

Ответ: 
( )




= +

+
−−

0 12

12sin6

2

1

k k

xk


. 

1.2. 






−
=

.0,2

,0,3
)(





xx

xx
xf   

Ответ: 
( )

( )


=

+


=

−+
+

+
−

1

1

0

sin
15

12

12cos2

4 n

n

k n

nx

k

xk




. 

1.3. 22)( xxf −= . 

Ответ: ( )


=

+
−+

1
2

12 cos
14

3

2

n

n

n

nx
 . 

2. Разложите в ряд Фурье функцию , заданную на интервале  

продолжив ее на интервал  нечетным образом. Постройте графики не-

четного продолжения функции  и суммы  ее ряда Фурье. 

2.1. . 

)(xf ),;0( 

( )0;−

)(xf )(xS

4
sin)(

x
xf =
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Ответ: . 

2.2. . 

Ответ: . 

3. Разложите в ряд Фурье функцию , заданную на интервале  

продолжив ее на интервал  нечетным образом. Постройте графики не-

четного продолжения функции  и суммы  ее ряда Фурье. 

3.1. .                     Ответ: ( )


=








−−

−1

2

22
sin1

2
cos1

4

8

n

n
nx

n

n 


. 

3.2. .                             Ответ: . 

4. Разложите в ряд Фурье l2 -периодическую функцию 

 заданную на интервале . Постройте графики 

функции  и суммы  ее ряда Фурье. 

Ответ: . 

5. Найдите комплексную форму ряда Фурье функции 

. 

Ответ: 
( ) inx

n

n
x e

ni

shx
e 



−= −

−
+

1

1


. 

6. Представьте функцию 














=

,
2

,0

,
2

,cos

)(




x

xx

xf  интегралом Фурье. 

( )

( ) ( )

( )



=



= −−

−+
+














−
+

−

1
2

1
2

12161

2cos224

2161

2cos
81

2

22

kk k

xk

k

kx



xexf 2)( =

( ) ( )



= +

−−
+

−

1
2

22

cos
4

114

2

1

n

n

nx
n

ee 



)(xf ),;0( 

( )0;−

)(xf )(xS

2
cos)(

x
xf


=

xxf =)( ( )


=

+
−

1

1 sin
12

n

n

n

nx










=

−+

=

,
2

1
,

2

1
0,2

,0
2

1
,22

)(

lxx

xx

xf ( )ll;−

)(xf )(xS




=

−
1

2sin2
1

n n

xn



 −= xexf x ,)(
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Ответ: 
+

−0
2

cos
1

2
cos

2
zxdz

z

z


. 

7. Найдите косинус-преобразование Фурье функции 0,)( = − xexf x . 

Ответ: 








+ 21

12

z
. 

8. Найдите синус-преобразование Фурье функции 0,)( = − xexf x .  

Ответ: 








+ 21

2

z

z


. 

9. Найдите прямое преобразование Фурье функции 














−−

= −

.1,0

,10,

,01,

)(

x

xe

xe

xf x

x

 

Ответ: 
( )

( )zzzze
ze

i
cossin

12

2
2

++
+

−


. 

10. Разложите функцию 23 2)( xxxf −= ,  1;1− , в ряд Фурье по многочле-

нам Лежандра. 

Ответ: )(
5

2
)(

3

4
)(

5

3
)(

3

2
3210 xPxPxPxP +−+− . 

 

5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ5 

 

Математическая физика – это теория математических моделей, которые 

описывают реальные физические процессы. Многие из этих моделей описыва-

ются дифференциальными уравнениями в частных производных и имеют важ-

ное значение при решении известных прикладных задач. Поэтому определим 

основные понятия этой теории, приведем типы таких уравнений, а также рас-

 
5 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [3, 4, 8, 10]. 
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смотрим методы решения известной задачи математической физики, предло-

женной для широкого круга инженерно-технических исследований. 

5.1. Дифференциальные уравнения в частных производных  

второго порядка. Основные понятия 

Определение 5.1. Дифференциальным уравнением в частных произ-

водных второго порядка относительно неизвестной функции двух перемен-

ных 𝑢(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,𝐷 ⊂ ℝ2, называется функциональная зависимость вида 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) = 0   (5.1) 

между неизвестными переменными (𝑥, 𝑦) и неизвестной функцией 𝑢(𝑥, 𝑦) и ее 

частными производными первого и второго порядков. 

Определение 5.2. Дифференциальное уравнение в частных производных 

второго порядка относительно неизвестной функции двух переменных 

𝑢(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 𝐷 ⊂ ℝ2, называется линейным относительно старших про-

изводных, если оно имеет вид  

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐹1 (𝑥, 𝑦, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 0,  (5.2) 

где коэффициенты  𝑎, 𝑏, 𝑐 есть функции от переменных 𝑥, 𝑦.  

Определение 5.3. Дифференциальное уравнение в частных производных 

второго порядка относительно неизвестной функции  𝑢(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,𝐷 ⊂ ℝ2, 

называется линейным, если оно линейно как относительно старших производ-

ных, так и относительно функции 𝑢(𝑥, 𝑦)  и ее первых производных, то есть 

имеет вид 

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑒

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑔𝑢 = 𝑓,         (5.3) 

где коэффициенты 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑔, 𝑓 есть функции от переменных 𝑥, 𝑦. 

 Если коэффициенты уравнения (5.3) не зависят от переменных 𝑥, 𝑦, то 

оно является линейным уравнением с постоянными коэффициентами. 
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Определение 5.4. Линейное дифференциальное уравнение в частных 

производных второго порядка относительно неизвестной функции двух пере-

менных 𝑢(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,𝐷 ⊂ ℝ2, 

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑒

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑔𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 

называется однородным, если  𝑓(𝑥, 𝑦) = 0  для любой пары (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

Определение 5.5. Решением уравнения (5.1) называется определенная в 

области 𝐷 действительная функция 𝑢(𝑥, 𝑦), непрерывная в этой области вместе 

со своими производными первого и второго порядков и обращающая его в тож-

дество в данной области. 

Обратимся теперь к обзору простейших уравнений математической физи-

ки и ознакомимся с методами, позволяющими в каждом конкретном случае 

найти собственные функции и получить общее решение. 

Множество задач физики, механики описываются дифференциальными 

уравнениями в частных производных. Поэтому эти уравнения носят название 

уравнений математической физики. Они подразделяются на три типа, которые 

определяются следующим образом. 

Определение 5.6. Дифференциальное уравнение в частных производных 

второго порядка  

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐹1 (𝑥, 𝑦, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) = 0 

называется в некоторой точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 уравнением: 

1) гиперболического типа (уравнение колебаний), если в этой точке 

выполняется условие  𝑏2 − 𝑎𝑐 > 0; 

2) параболического типа (уравнение диффузии), если в этой точке вы-

полняется условие  𝑏2 − 𝑎𝑐 = 0; 

3) эллиптического типа дифференциальное уравнение, если в этой точ-

ке выполняется условие 𝑏2 − 𝑎𝑐 < 0. 
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Пример 5.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных произ-

водных 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0. 

Для данного уравнения определим тип дифференциального уравнения, 

приведем его к каноническому виду и найдем общее решение. 

 Заметим, что матрица, соответствующая данному дифференциальному 

уравнению, имеет вид 𝐴 = (
1 −1
−1 1

).   

Так как определитель матрицы равен нулю 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴) = 1 − 1 = 0, 

то мы имеем уравнение параболического типа.  

Чтобы привести дифференциальное уравнение к каноническому виду, 

необходимо найти собственные значения и соответствующие собственные век-

торы матрицы перехода от одних переменных к другим. Решив соответствую-

щее характеристическое уравнение 

|
1 − 𝜆 −1
−1 1 − 𝜆

| = 0, 

получим 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2. 

 Для каждого собственного значения найдем соответствующий собствен-

ный вектор, который можно нормировать. Соответствующие единичные векто-

ры образуют матрицу перехода от одних координат к другим. 

Выполним следующие шаги: 

1) 𝜆1 = 0, {
𝑥 − 𝑦 = 0,
−𝑥 + 𝑦 = 0,

 имеем 𝑦 = 𝑥.  Пусть 𝑦 = 𝑥 = 1, 𝑎⃗(1; 1), |𝑎⃗| = √2, 

тогда 𝑒1⃗⃗⃗⃗ =
𝑎⃗⃗

|𝑎⃗⃗|
= (

1

√2
;
1

√2
) ; 

2) 𝜆2 = 2, {
−𝑥 − 𝑦 = 0,
−𝑥 − 𝑦 = 0,

    имеем 𝑦 = −𝑥.    Пусть 𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑏⃗⃗(1;−1),  

|𝑏⃗⃗| = √2, тогда 𝑒2⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
= (

1

√2
; −

1

√2
).  

Таким образом, матрица перехода имеет вид  
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𝑇 =

[
 
 
 
1

√2

1

√2
1

√2
−
1

√2]
 
 
 

. 

Данная матрица позволяет записать систему для нахождения связи между 

соответствующими координатами, то есть  

{
 

 𝑥 =
1

√2
𝜉 +

1

√2
𝜂,

𝑦 =
1

√2
𝜉 −

1

√2
𝜂.

 

Решив данную систему линейных уравнений относительно ее новых не-

известных, мы получаем соотношения следующего вида: 

{
 

 𝜉 =
1

√2
𝑥 +

1

√2
𝑦,

𝜂 =
1

√2
𝑥 −

1

√2
𝑦.

 

Также используя матрицу перехода, можно записать систему для произ-

водных функции 𝑢(𝑥, 𝑦): 

{
 
 

 
 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
1

√2

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+
1

√2

𝜕𝑢

𝜕𝜂
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
1

√2

𝜕𝑢

𝜕𝜉
−
1

√2

𝜕𝑢

𝜕𝜂
.

 

Продифференцировав эти две системы по переменным 𝑥, 𝑦, получим про-

изводные  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜕𝜉

𝜕𝑥
=
1

√2
,

𝜕𝜉

𝜕𝑦
=
1

√2
𝜕𝜂

𝜕𝑥
=
1

√2
,

𝜕𝜂

𝜕𝑦
= −

1

√2
,

 

и частные производные 
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{
  
 

  
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑥
=
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜂𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑦
+
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜂𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑦
=
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑦
−
1

√2

𝜕2𝑢

𝜕𝜂𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
,

 

при подстановке которых в исходное уравнение и после приведения подобных 

слагаемых получается каноническая форма его записи: 

𝜕2𝑢

𝜕𝜂𝜕𝜂
= 0. 

Данное уравнение является дифференциальным уравнением в частных 

производных относительно переменных 𝜉, 𝜂, которое решается дифференциро-

ванием, а именно: 

1) 
𝜕𝑢

𝜕𝜂
= ∫

𝜕2𝑢

𝜕𝜂𝜕𝜂
𝑑𝜂 = ∫0𝑑𝜂 =𝐹1(𝜉) ; 

2) 𝑢(𝜉, 𝜂) = ∫
𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝑑𝜂 = ∫𝐹1(𝜉)𝑑𝜂 =𝐹1(𝜉) ∙ 𝜂 + 𝐹2(𝜉). 

Таким образом, решение исходного уравнения 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 за-

писывается в виде функции общего вида: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹1 (
1

√2
𝑥 +

1

√2
𝑦) ∙ (

1

√2
𝑥 −

1

√2
𝑦) + 𝐹2 (

1

√2
𝑥 +

1

√2
𝑦). ▲ 

Каждое из рассмотренных типов уравнений имеет бесконечно много реше-

ний. Для описания реального физического процесса надо задать начальные усло-

вия и краевые условия на границе области, в которой рассматривается конкретный 

физический процесс. Поэтому такие задачи называются краевыми задачами. 

5.2. Уравнения малых поперечных колебаний струны. 

Постановка задачи и методы решения 

Рассмотрим пример известного уравнения математической физики (зада-

чу о колебаниях струны), а также опишем предложенные методы его решения. 

Сформулируем задачу о колебаниях струны. Под струной мы понимаем 

тонкую нить, которая может свободно изгибаться. Допустим, что она находится 
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под воздействием некоторого натяжения и в состоянии равновесия без внешних 

сил направлена по оси 𝑂𝑥. Если мы выведем ее из положения равновесия и, 

кроме того, подвергнем действию какой-нибудь внешней силы, то струна 

начнет колебаться, причем точка струны, занимавшая при равновесии некото-

рое положение с абсциссой 𝑥, к моменту времени 𝑡 переместится в другое по-

ложение. Ограничившись рассмотрением только поперечных колебаний, а 

именно: предполагая, что все движение происходит в одной плоскости и что 

точки струны движутся перпендикулярно оси 𝑂𝑥, искомой функцией будет 

смещение точек струны, которое мы обозначим 𝑢(𝑥, 𝑡). Данная функция зави-

сит от двух переменных величин положения струны и времени. Можно рас-

смотреть случаи, когда концы струны закреплены жестко, свободны, закрепле-

ны упруго и двигаются в поперечном направлении по заданным законам. Со-

противлением среды и действием силы тяжести пренебрегают. 

Задача 5.1. Уравнение вынужденных поперечных колебаний струны име-

ет вид 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡).         (5.4) 

Если внешняя сила отсутствует, мы имеем 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 и получаем уравне-

ние свободных колебаний струны: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
.     (5.5) 

Одного уравнения движения (5.5) недостаточно для полного определения 

формы струны, поэтому нужно задать еще состояние струны в начальный мо-

мент времени 𝑡 = 0, то есть положение ее точек 𝑢 и их скорость 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 при 𝑡 = 0: 

          𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),          (5.6) 

     
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ.          (5.7) 

Для поставленной задачи о колебаниях струны без воздействия внешней 

силы и приведенных выше начальных условиях решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи нахо-

дится по формуле Даламбера: 
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            𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝑧)𝑑𝑧 .             
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
  (5.8) 

Пример 5.2. Для поставленной задачи о колебаниях струны без воздей-

ствия внешней силы  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 4

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

и начальных условиях 

𝑢(𝑥, 0) = cos 𝑥, 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 0, 𝑥 ∈ ℝ, 

найдем форму струны, используя метод Даламбера. 

 Заметим, что в нашем случае 𝑎2 = 4, 𝜑(𝑥) = cos 𝑥, 𝜓(𝑥) = 0. Тогда по 

формуле Даламбера решение имеет вид 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[cos(𝑥 + 2𝑡) + cos(𝑥 − 2𝑡)] +

1

4
∫ 0𝑑𝑧 =

𝑥+2𝑡

𝑥−2𝑡

 

=
1

2
[cos(𝑥 + 2𝑡) + cos(𝑥 − 2𝑡)] = cos 𝑥 ∙ cos(2𝑡).  ▲ 

Задача 5.2. Рассмотрим уравнение свободных колебаний струны  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

для случая, когда струна в спокойном состоянии занимает отрезок [0; 𝑙] оси 𝑂𝑥.  

Для однозначного решения данной задачи кроме начальных условий  

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0; 𝑙] 

необходимо задать еще краевые условия 

 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, (5.9) 

означающие, что концы струны закреплены. Эта задача называется краевой задачей 

Коши. Частное решение будем искать в виде произведения двух функций, одна из 

которых зависит только от переменной 𝑡, а другая от переменной 𝑥. Данный метод 

решения дифференциального уравнения известен как метод разделения Фурье. 
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 Фурье предложил искать решения данной задачи при условиях (5.9) в 

виде произведения двух функций: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥) ∙ 𝑇(𝑡). 

Продифференцируем последнее равенство по переменным величинам 𝑥, 𝑡: 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑋(𝑥) ∙ 𝑇′′(𝑡), 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑋′′(𝑥) ∙ 𝑇(𝑡). 

С учетом этих равенств уравнение (5.5) перепишется в виде дифференци-

ального уравнения с разделяющимися переменными: 

𝑋(𝑥) ∙ 𝑇′′(𝑡) = 𝑎2𝑋′′(𝑥) ∙ 𝑇(𝑡), 

𝑇′′(𝑡)

𝑎2𝑇(𝑡)
=
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
= −𝜆, 𝜆 ∈ ℝ. 

В последнем равенстве в левой части имеем функцию от переменной t , 

справа – функция от x , где t  и x  – независимые переменные. Поэтому функ-

ции от них равны тогда и только тогда, когда они постоянные. Это дает воз-

можность записать систему дифференциальных уравнений 

                                                      𝑇′′(𝑡) + 𝑎2𝜆 ∙ 𝑇(𝑡) = 0,                                       (5.10) 

                                                    𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0.                                          (5.11) 

Рассмотрим сначала уравнение (5.11). В силу краевых условий (5.9) полу-

чаем следующее: 

                                𝑢(0, 𝑡) = 𝑋(0) ∙ 𝑇(0), 𝑋(0) = 0,                                (5.12) 

                                            𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑋(𝑙) ∙ 𝑇(𝑡), 𝑋(𝑙) = 0.                                 (5.13) 

Анализ равенств (5.11)–(5.13) приводит к тому, что возможные решения 

уравнения (5.11) можно записать как функции 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛 ∙ sin (
𝜋𝑛

𝑙
𝑥) , 𝜆𝑛 = (

𝜋𝑛

𝑙
)
2

, 𝑐𝑛 = const. 

Тогда уравнение (5.10) имеет общее решение  

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛cos (
𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡). 
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Таким образом, мы нашли подходящие частные решения нашего диффе-

ренциального уравнения в виде функций  

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝑎𝑛 ∙ cos (
𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛 ∙ sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡)) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥). 

Используя свойство линейности и однородности волнового уравнения, 

сумма частных решений также является решением, то есть решение уравнения 

(5.5) можно записать в виде суммы ряда 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝑎𝑛 ∙ cos (
𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛 ∙ sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡)) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥)∞

𝑛=1 .           (5.14) 

Предположив, что данный ряд сходится и его можно дважды почленно 

дифференцировать, а именно: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑(𝑎𝑛 ∙ cos (
𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛 ∙ sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡)) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) ,

∞

𝑛=1

 

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= ∑(−𝑎𝑛 ∙

𝜋𝑛𝑎

𝑙
sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛 ∙

𝜋𝑛𝑎

𝑙
cos (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡)) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) ,

∞

𝑛=1

 

и используя начальные условия, найдем коэффициенты 𝑎𝑛, 𝑏𝑛: 

𝑢(𝑥, 0) = ∑𝑎𝑛 ∙ sin (
𝜋𝑛

𝑙
𝑥) = 𝜑(𝑥),

∞

𝑛=1

 

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= ∑𝑏𝑛 ∙

𝜋𝑛𝑎

𝑙
∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) = 𝜓(𝑥).

∞

𝑛=1

 

Полученные равенства описывают разложение функций 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥)  по 

синусам в ряды Фурье соответственно на промежутке 𝑥 ∈ [0; 𝑙]. Поэтому неиз-

вестные коэффициенты 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 определяются по известным формулам: 

       𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝜑(𝑥) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) 𝑑𝑥,

𝑙

0
                                   (5.15) 

                               𝑏𝑛 =
2

𝜋𝑛𝑎
∫ 𝜓(𝑥) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥)𝑑𝑥.

𝑙

0
                                 (5.16) 

Подставив формулы (5.15), (5.16) в (5.14), можно записать решение урав-

нения математической физики. ▲ 
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Пример 5.3. Найти закон свободных колебаний струны при условии, что 

ее концы закреплены и в начальный момент времени заданы форма струны и 

скорости ее точек: 

{
 
 

 
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 81

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0,

𝑢(𝑥, 0) = 20 sin(3𝜋𝑥) ,
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
= 0,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(4, 𝑡) = 0.

       (5.17) 

В примере задана так называемая краевая задача Коши с начальными и 

краевыми условиями. 

 Используя описанный выше алгоритм метода разделения переменных 

(метод Фурье), найдем частное решение задачи (5.17) в виде произведения двух 

функций 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥) ∙ 𝑇(𝑡). 

Получим систему линейных однородных дифференциальных уравнений 

второго порядка: 

{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0,

𝑇′′(𝑡) + 81𝜆𝑇(𝑡) = 0.
 

Граничные условия дают равенства 𝑋(0) = 𝑋(4) = 0.  

Решение уравнения 𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0, удовлетворяющее граничным 

условиям, имеет вид  

𝑋(𝑥) = 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛sin (
𝜋𝑛𝑥

4
), при этом 𝜆𝑛 = (

𝜋𝑛

4
)
2
. 

Решениями уравнения 𝑇′′(𝑡) + 81𝜆𝑇(𝑡) = 0 при 𝜆𝑛 = (
𝜋𝑛

4
)
2
 являются 

функции  

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐶1𝑛 ∙ cos (
9𝜋𝑛𝑡

4
) + 𝐶2𝑛 ∙ sin (

9𝜋𝑛𝑡

4
). 

Таким образом, частное решение уравнения можно представить в виде 

ряда Фурье: 

            𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝑎𝑛 ∙ cos (
9𝜋𝑛𝑡

4
) + 𝑏𝑛 ∙ sin (

9𝜋𝑛𝑡

4
)) ∙ sin (

𝜋𝑛𝑥

4
) .∞

𝑛=1              (5.18) 
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Найдем производную функции (5.18) по переменной 𝑡: 

      
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= ∑ (−

9𝜋𝑛

4
𝑎𝑛 ∙ sin (

9𝜋𝑛𝑡

4
) +

9𝜋𝑛

4
𝑏𝑛 ∙ cos (

9𝜋𝑛𝑡

4
)) ∙ sin (

𝜋𝑛𝑥

4
) .∞

𝑛=1      (5.19) 

Согласно условию  𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 и полагая в (5.18) 𝑡 = 0 , получаем  

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= ∑(

9𝜋𝑛

4
𝑏𝑛 ∙ sin (

9𝜋𝑛𝑡

4
)) = 0,

∞

𝑛=1

 

отсюда  𝑏𝑛 = 0. 

Согласно условию  
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
= 20 sin (3𝜋𝑥) и полагая в (5.19) 𝑡 = 0 , полу-

чаем условие для нахождения коэффициентов 𝑎𝑛: 

𝑢(𝑥, 0) = ∑𝑎𝑛 ∙ sin (
𝜋𝑛𝑥

4
) = 20 sin(3𝜋𝑥)

∞

𝑛=1

, 

𝑎𝑛 = {
0, 𝑛 ≠ 12,
20, 𝑛 = 12.

 

Решение исходной задачи Коши, найденное по методу Фурье, имеет вид  

𝑢(𝑥, 𝑡) = 20 cos(27𝜋𝑡) sin(3𝜋𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 4,0 ≤ 𝑡 ≤ +∞. ▲ 

Заметим, что на практике при решении задачи Коши для конечной одно-

родной струны, закрепленной в некоторых точках, используют уже готовые 

формулы, описанные в алгоритме метода Фурье: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑(𝑎𝑛 ∙ cos (
𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡) + 𝑏𝑛 ∙ sin (

𝜋𝑛𝑎

𝑙
𝑡)) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) ,

∞

𝑛=1

 

𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫𝜑(𝑥) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥)𝑑𝑥,

𝑙

0

 

𝑏𝑛 =
2

𝜋𝑛𝑎
∫𝜓(𝑥) ∙ sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥)𝑑𝑥.

𝑙

0
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Задачи и упражнения 

1. Струна, закрепленная на отрезке 𝑥 ∈ [0; 𝑙], имеет в начальный момент 

времени форму 𝜑(𝑥). Определить форму струны для любого момента времени 

𝑡, если начальные скорости точек струны отсутствуют. 

1.1. 𝜑(𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2, 𝑥 ∈ [0; 2]. 

Ответ:  

𝑢(𝑥, 𝑡) =
32

𝜋3
∑(

1

(2𝑘 + 1)3
∙ cos (

𝜋(2𝑘 + 1)𝑎

2
𝑡)) ∙ sin (

𝜋(2𝑘 + 1)

2
𝑥)

∞

𝑘=0

. 

1.2. 𝜑(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 − 3, 𝑥 ∈ [0; 1]. 

Ответ: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑((
8

(𝜋(2𝑘 + 1))3
−

6

𝜋(2𝑘 + 1)
) cos(𝜋(2𝑘 + 1)𝑡)) sin(𝜋(2𝑘 + 1)𝑥)

∞

𝑘=0

). 

2. Найти решение волнового уравнения, удовлетворяющее начальным 

условиям.  

2.1. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑥), 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0. 

Ответ: 𝑢(𝑥, 𝑡) = sin 𝑥 ∙ cos 𝑥. 

2.2. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 9

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(𝑥, 0) = 0, 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑥2. 

Ответ: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥2𝑡 + 3𝑡3. 

2.3. 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 25

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(𝑥, 0) = cos(𝑥), 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 3𝑥2. 

Ответ: 𝑢(𝑥, 𝑡) = cos(𝑥) ∙ cos(5𝑡) + 3𝑥2𝑡 + 25𝑡3. 

3. Найти решение волнового уравнения колебания закрепленной в точ-

ках 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑙  струны, если при 𝑡 = 0  𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).  

3.1.  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 49

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑙 = 5. 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) = 25sin(4𝜋𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) = 0. 

Ответ: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 25cos(28𝜋𝑡) ∙ sin(4𝜋𝑥). 
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3.2.  
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 9

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑙 = 6, 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) = 30sin(2𝜋𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) = 6𝜋sin(2𝜋𝑥). 

Ответ: 𝑢(𝑥, 𝑡) = (30cos(6𝜋𝑡) + sin(6𝜋𝑡)) ∙ sin(2𝜋𝑥). 

 

6. ЭЙЛЕРОВЫ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ6 

 

6.1. Гамма-функция. Определение и свойства 

Определение 6.1. Гамма-функцией называется математическая функ-

ция, зависящая от параметра 𝑥, которая определяется несобственным интегра-

лом первого рода:  

      Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

0
.          (6.1) 

Гамма-функция имеет широкое применение в научных исследованиях и 

при решении задач математического анализа, теории вероятностей, статистики 

и физики. Данная функция используется для обобщения факториала на множе-

стве действительных и комплексных значений. 

Гамма-функция является одной из важных неэлементарных функций. 

Вычисление многих определенных интегралов сводится к выражению их через 

эту функцию. Для данных функций составлены подробные таблицы, поэтому 

решение задачи считается выполненным, если результат выражается через  

гамма-функцию. 

Рассмотрим более подробно свойства этой функции. 

Свойство 6.1. Область определения. Гамма-функция является сходя-

щимся несобственным интегралом при любом 𝑥 > 0. 

Гамма-функция является несобственным интегралом первого рода. Отме-

тим, что при некоторых значениях переменной 𝑥 подынтегральная функция явля-

ется разрывной при 𝑡 = 0, а значит, интеграл, определяющий гамма-функцию,  

 
6 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [3, 8, 10]. 
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является несобственным интегралом второго рода. Исследуем сходимость дан-

ного интеграла. 

 Рассмотрим интегральное представление данной функции в виде суммы 

двух интегралов: 

Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

1

1

0

+∞

0

, 

где    𝐼1 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
1

0
,           (6.2) 

𝐼2 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

1
.                    (6.3) 

Для функции 𝐼1 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
1

0
 подынтегральную функцию заменим эк-

вивалентной, а именно: 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡~𝑡𝑥−1 при 𝑡 → 0.  

Интеграл (6.2)  𝐼1 = ∫ 𝑡𝑥−1𝑑𝑡
1

0
  сходится при 1 − 𝑥 < 1, 𝑥 > 0.  

Рассмотрим функцию 𝑔(𝑡) =
1

𝑡2
. Из курса математического анализа мы 

знаем, что несобственный интеграл ∫
𝑑𝑡

𝑡2

∞

1
 сходится. Сравним подынтегральную 

функцию интеграла 𝐼2 и функцию 𝑔(𝑡). Для этого найдем следующее предель-

ное отношение: 

lim
𝑡→∞

𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡

1
𝑡2

= lim
𝑡→∞

𝑡𝑥+1

𝑒𝑡
= 0. 

Из последнего равенства видно, что величина 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡 является 

бесконечно малой высшего порядка по сравнению с 𝑔(𝑡) =
1

𝑡2
, а из сходимости 

несобственного интеграла ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

1
  следует для любого значения переменной 

𝑥 сходимость интеграла (6.3). 

Таким образом, мы показали, что гамма-функция является сходящимся 

несобственным интегралом при любом 𝑥 > 0. ▲ 

Свойство 6.2. Непрерывность гамма-функции. Гамма-функция являет-

ся непрерывной для любого 𝑥 > 0, то есть Г(𝑥) ∈ С((𝑥;+∞)). 
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 Воспользуемся теоремой о непрерывности несобственных интегралов, 

зависящих от параметров. Возьмем любое 𝑥 > 0. Гамма-функция Г(𝑥) непре-

рывна в точке 𝑥. В силу плотности множества действительных чисел суще-

ствуют такие 𝑥0 и 𝐴, что 𝑥0 < 𝑥 < 𝐴 . Докажем, что интеграл (6.1) сходится 

равномерно на промежутке [𝑥0; 𝐴]. 

Рассмотрим представление Г(𝑥) в виде интегралов (6.2), (6.3): 

Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 + ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡.

+∞

1

1

0

+∞

0

 

Если 𝑥 > 1, то интеграл (6.2) является интегралом от непрерывной функ-

ции, следовательно, 𝐼1 ∈ С([1;+∞)).  

Если 0 < 𝑥 < 1 (𝑥0 < 𝑥 < 1), то |𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡| ≤ 𝑡𝑥0−1 и интеграл ∫ 𝑡𝑥0−1𝑑𝑡
1

0
 

сходится. Тогда по признаку Вейерштрасса интеграл 𝐼1 сходится равномерно на 

промежутке [𝑥0; 𝐴].  Следовательно, 𝐼1 ∈ С([𝑥0; 1)).  Таким образом, мы показа-

ли, что  𝐼1 непрерывна в любой точке  𝑥. 

Рассмотрим интеграл (6.3). Отметим, что 𝐼2 = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

1
 сходится 

равномерно на промежутке [𝑥0; 𝐴], так как |𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡| ≤ 𝑡𝐴−1 ∙ 𝑒−𝑡 , а интеграл 

вида ∫
𝑡𝐴−1

𝑒−𝑡
𝑑𝑡

+∞

1
 сходится. А так как подынтегральная функция непрерывна, то 

интеграл 𝐼2 непрерывен на промежутке [𝑥0; 𝐴], следовательно, непрерывен в 

точке 𝑥. 

Таким образом, показано, что гамма-функция  Г(𝑥) = 𝐼1 + 𝐼2 непрерывна 

как сумма непрерывных функций. А в силу произвольного выбора точки 𝑥  

имеем, что гамма-функция принадлежит классу непрерывных функций, то есть 

Г(𝑥) ∈ С((𝑥; +∞)). ▲  

Пример 6.1. Найдем значение Г(1). 

 Используя определение, по формуле (6.1) посчитаем интеграл: 

Г(1) = ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =  lim
𝑏→+∞

∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 = lim
𝑏→+∞

− 𝑒−𝑡|0
𝑏  

𝑏

0
= − lim

𝑏→+∞
(𝑒−𝑏 − 𝑒0) = 1

+∞

0
. ▲ 
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Свойство 6.3. Дифференцируемость гамма-функции. С помощью тео-

ремы о дифференцируемости несобственных интегралов, зависящих от пара-

метров, а именно: для функции Ф(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 
+∞

𝑎
производная вычисляется 

по формуле Ф′(𝑦) = ∫ 𝑓𝑦
′(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 

+∞

𝑎
, нетрудно доказать, что гамма-функция 

Г(𝑥) дифференцируема и ее производная вычисляется по формуле 

Г′(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡 ∙ (𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

. 

Аналогично можно получить, что  

Г′′(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡 ∙ ln2 (𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

. 

Пример 6.2. Найдем значение  Г (
1

2
). 

 Используя определение, по формуле (6.1) посчитаем интеграл, введя соответ-

ствующую замену и воспользовавшись известным интегралом Эйлера – Пуассона: 

Г (
1

2
) = ∫ 𝑡−

1
2 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

+∞

0

{ √𝑡 = 𝑠, 𝑡 = 𝑠2, 𝑑𝑡 = 2𝑠𝑑𝑠
𝑡н = 0, 𝑠н = 0,  𝑡в = +∞, 𝑠в = +∞

} = 

= ∫ 2 ∙ 𝑒−𝑠
2𝑑𝑠 = {∫ 𝑒−𝑥

2𝑑𝑥 =
√𝜋

2

+∞

0
}

+∞

0
= 2 ∙

√𝜋

2
= √𝜋. ▲ 

Свойство 6.4. Справедлива формула понижения 

Г(𝑥 + 1) = 𝑥 ∙ Г(𝑥).      (6.4) 

 Докажем этот факт. Рассмотрим интеграл вида  

Г(𝑥 + 1) = ∫ 𝑡𝑥+1−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

= ∫ 𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

. 

Применив к данному интегралу метод интегрирования по частям,  

получим 

Г(𝑥 + 1) = ∫ 𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

{
 
 

 
 ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −∫𝑣𝑑𝑢,

𝑢 = 𝑡𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑥 ∙ 𝑡𝑥−1𝑑𝑡,

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑡𝑑𝑡, 𝑣 = ∫𝑒−𝑡𝑑𝑡 = −𝑒−𝑡
}
 
 

 
 

=

+∞

0
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= lim
𝑡→∞

(−𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝑡) − ∫ −𝑒−𝑡 ∙ 𝑥 ∙
∞

0
𝑡𝑥−1𝑑𝑡 = 0 + 𝑥 ∫ 𝑒−𝑡 ∙

∞

0
𝑡𝑥−1𝑑𝑡 = 𝑥 ∙ Г(𝑥). ▲ 

Свойство 6.5. Выражение гамма-функции через факториал:  

     Г(𝑛 + 1) = 𝑛!           (6.5) 

 Придадим в формуле понижения Г(𝑥 + 1) = 𝑥 ∙ Г(𝑥) 𝑥 = 𝑛 (целое по-

ложительное число) и применим данную формулу 𝑛 раз, получим 

Г(𝑛 + 1) = 𝑛Г(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)Г(𝑛 − 1) = ⋯ 

= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 ∙ Г(1) = 𝑛! 

Итак, имеем Г(𝑛 + 1) = 𝑛!. ▲ 

Функция Г(𝑥)  для целых значений аргумента совпадает с обычным фак-

ториалом: 

Г(𝑛) = (𝑛 − 1)! 

 Г(1) = 1 = 0! 

Иногда в вычислениях и преобразованиях полезно применять так называ-

емую формулу дополнения. 

Свойство 6.6. Для гамма-функции справедлива формула дополнения 

Г(𝑥) ∙ Г(1 − 𝑥) =
𝜋

sin(𝜋𝑥)
, 0 < 𝑥 < 1.                             (6.6) 

 Заменив в формуле (6.6) 𝑥 на 𝑥 + 1, получим 

                                 Г(𝑥 + 1) ∙ Г(−𝑥) =
𝜋

sin(𝜋(𝑥+1))
=

𝜋

sin(𝜋𝑥)
.                              (6.7) 

Отсюда и из справедливости формулы (6.7) при 10  x  вытекает спра-

ведливость равенства (6.6) при любом x , не являющемся целым числом. 

Заметим, что, применяя повторно формулу (6.5), получаем справедливое 

равенство 

               Г(𝑥 + 𝑛) = (𝑥 + 𝑛 − 1) ∙ (𝑥 + 𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑥 + 1) ∙ 𝑥 ∙ Г(𝑥).               (6.8) 

Отсюда при 𝑥 =
1

2
  имеем  

Г (𝑛 +
1

2
) = (𝑛 −

1

2
) ∙ (𝑛 −

3

2
) ∙ … ∙

3

2
∙
1

2
∙ Г (

1

2
) = 

=
1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … ∙ (2𝑛 − 3) ∙ (2𝑛 − 1)

2𝑛
∙ √𝜋. 

Итак, имеем Г (𝑛 +
1

2
) =

(2𝑛−1)‼

2𝑛
∙ √𝜋. ▲ 
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Пример 6.3. Найдем значение Г (
7

2
).  

 Используя формулу (6.4), можно получить 

Г (
7

2
) = Г(1 +

5

2
) =

5

2
∙ Г (

5

2
) =

5

2
∙ Г (1 +

3

2
) =

5

2
∙
3

2
∙ Г (

3

2
) = 

=
5

2
∙
3

2
∙ Г (1 +

1

2
) =

5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ Г (

1

2
) =

5∙3∙1

23
∙ √𝜋 =

15

8
∙ √𝜋. ▲ 

6.2. Бета-функция. Определение и свойства 

Определение 6.2. Бета-функцией называется математическая функция, 

зависящая от двух параметров 𝑥, 𝑦, которая определяется несобственным инте-

гралом второго рода:  

В(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ (1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0
, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0.                  (6.9) 

Перейдем к более подробному рассмотрению свойств данной функции.  

Свойство 6.7. Подынтегральная функция имеет разрыв при 𝑥 < 1 на 

нижнем пределе интегрирования и при 𝑦 < 1 на верхнем пределе интегрирова-

ния. Несобственный интеграл, определяемый формулой (6.9), сходится при 𝑥 >

0, 𝑦 > 0 и расходится при 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0. 

Доказательство можно провести аналогично доказательству сходимости 

гамма-функции. 

Свойство 6.8. Бета-функция является симметрической функцией, то есть 

В(𝑥, 𝑦) = В(𝑦, 𝑥). 

 В формуле (6.9) введем замену 𝜏 = 1 − 𝑡, 𝑡 = 1 − 𝜏. Относительно но-

вой переменной имеем следующее представление: 

В(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ (1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0
= ∫ (1 − 𝜏)𝑥−1 ∙ 𝜏𝑦−1 = В(𝑦, 𝑥).

1

0
 ▲ 

Свойство 6.9. Для бета-функции справедливо следующее выражение: 

В(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑡𝑥−1

(1+𝑡)𝑥+𝑦
∙ 𝑑𝑡

+∞

0
.         (6.10) 

Свойство 6.10. Между гамма-функцией и бета-функцией существует за-

висимость 

В(𝑥, 𝑦) =
Г(𝑥) ∙ Г(𝑦)

Г(𝑥 + 𝑦)
. 
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 Рассмотрим гамма-функцию  

Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

 

и сделаем замену 𝑡 = 𝑎𝑧, где 𝑧 > 0 – переменная, 𝑎 > 0 – параметр. Относи-

тельно введенной замены интеграл запишется следующим образом: 

Г(𝑥) = ∫ (𝑎𝑧)𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑎𝑧 ∙ 𝑎𝑑𝑧 = 𝑎𝑥 ∙ ∫ 𝑧𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑎𝑧 ∙ 𝑑𝑧.

+∞

0

+∞

0

 

Из последнего равенства найдем 

Г(𝑥)

𝑎𝑥
= ∫ 𝑧𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑎𝑧 ∙ 𝑑𝑧.

+∞

0

 

Подставив в полученное равенство 𝑥~𝑥 + 𝑦, 𝑎~1 + 𝑎, получим 

Г(𝑥+𝑦)

(1+𝑎)𝑥
= ∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−(1+𝑎)𝑧 ∙ 𝑑𝑧.

+∞

0
                           (6.11) 

В равенстве (6.11) умножим левую и правую части на выражение 𝑧𝑥−1 и 

проинтегрируем: 

Г(𝑥 + 𝑦) ∙ ∫
𝑎𝑥−1

(1+𝑎)𝑥+𝑦

+∞

0
𝑑𝑎 = ∫ 𝑎𝑥−1 ∙ 𝑑𝑎

+∞

0
∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−(1+𝑎)𝑧 ∙ 𝑑𝑧.
+∞

0
     (6.12) 

В левой части равенства (6.12) имеем представление бета-функции по 

формуле (6.10), а именно: 

∫
𝑎𝑥−1

(1 + 𝑎)𝑥+𝑦

+∞

0

𝑑𝑎 = B(𝑥, 𝑦). 

Справа в равенстве (6.12) поменяем порядок интегрирования, применив 

соответствующую замену: 

∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−𝑧 ∙ 𝑑𝑧 =

+∞

0

∫ 𝑎𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑎𝑧 ∙ 𝑑𝑎 =

+∞

0

{
𝑎𝑧 = 𝑏, 𝑎 =

𝑏

𝑧
,

𝑑𝑏 = 𝑧𝑑𝑎, 𝑑𝑎 =
1

𝑧
𝑑𝑏

} = 

= ∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−𝑧 ∙ 𝑑𝑧

+∞

0

∫ (
𝑏

𝑧
)
𝑥−1

∙ 𝑒−𝑏 ∙
1

𝑧
𝑑𝑏 =

+∞

0
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= ∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−𝑧 ∙ 𝑑𝑧

+∞

0

∫
𝑏𝑥−1

𝑧𝑥
∙ 𝑒−𝑏𝑑𝑏 =

+∞

0

 

= ∫ 𝑧𝑥+𝑦−1 ∙ 𝑒−𝑧 ∙ 𝑑𝑧

+∞

0

∙
1

𝑧𝑥
∫ 𝑏𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑏𝑑𝑏 =

+∞

0

 

= ∫ 𝑧𝑦−1 ∙ 𝑒−𝑧 ∙ 𝑑𝑧

+∞

0

∙ Г(𝑥) = Г(𝑦) ∙ Г(𝑥). 

Таким образом, подставляя в (6.12) полученные преобразования интегра-

лов, мы имеем  

Г(𝑥 + 𝑦) ∙ 𝐵(𝑥, 𝑦) =  Г(𝑦) ∙ Г(𝑥), 

откуда следует соотношение, представляющее связь бета-функции и гамма-

функции: 

В(𝑥, 𝑦) =
Г(𝑥)∙Г(𝑦)

Г(𝑥+𝑦)
.  ▲        (6.13) 

Определение 6.3. Бета- и гамма-функции, определенные формулами (6.9) 

и (6.1) называются интегралами Эйлера первого и второго рода соответ-

ственно. 

Некоторые интегралы могут быть вычислены с помощью рассматривае-

мых функций. Приведем некоторые примеры. 

Пример 6.4. Вычислить интеграл ∫ 𝑒−𝑥
2
∙ 𝑥6𝑑𝑥,

+∞

0
  используя формулы 

Эйлера первого и второго рода. 

 При помощи определения гамма-функции, посчитаем: 

∫ 𝑒−𝑥
2
∙ 𝑥6𝑑𝑥 =

+∞

0

{Г(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

} = 

= ∫ 𝑒−𝑥
2
∙ 𝑥5

1

2
𝑑𝑥2 =

1

2
∫ 𝑒−𝑥

2
∙ (𝑥2)

5
2𝑑𝑥2 =

1

2
∫ 𝑒−𝑥

2
∙ (𝑥2)

7
2
−1𝑑𝑥2 =

+∞

0

+∞

0

+∞

0

 

=
1

2
Г(
7

2
) =

1

2
Г (1 +

5

2
) =

1

2
∙
5

2
Г (
5

2
) =

1

2
∙
5

2
Г (1 +

3

2
) =

1

2
∙
5

2
∙
3

2
Г (
3

2
) = 
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=
1

2
∙
5

2
∙
3

2
Г (1 +

1

2
) =

1

2
∙
5

2
∙
3

2
Г (1 +

1

2
) =

1

2
∙
5

2
∙
3

2
∙
1

2
Г (
1

2
) = 

=
1

2
∙
5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ √𝜋. ▲ 

Пример 6.5. Используя формулы Эйлера первого и второго рода, дока-

жем некоторое полезное равенство 𝐼(𝛼, 𝛽) = ∫ sin𝛼𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos𝛽𝑥𝑑𝑥 = 

=
1

2
В (

𝛼+1

2
,
𝛽+1

2
). 

 Преобразуя в данном интеграле подынтегральную функцию, введя со-

ответствующую замену и поменяв пределы интегрирования, посчитаем данный 

интеграл: 

𝐼(𝛼, 𝛽) = ∫ sin𝛼𝑥 ∙

𝜋
2

0

cos𝛽𝑥𝑑𝑥 = 

= ∫ sin𝛼−1𝑥 ∙

𝜋
2

0

cos𝛽−1𝑥 ∙ sin 𝑥 ∙ cos 𝑥 𝑑𝑥 = {sin 𝑥 ∙ cos 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝑑sin2𝑥} = 

=
1

2
∫ sin𝛼−1𝑥 ∙

𝜋
2

0

cos𝛽−1𝑥 ∙ 𝑑sin2𝑥 = {
sin2𝑥 = 𝑡,

𝑥н = 0, 𝑡н = 0, 𝑥в =
𝜋

2
, 𝑡в = 1

} = 

=
1

2
∫ 𝑡

𝛼−1

2 ∙
1

0
(1 − 𝑡)

𝛽−1

2 𝑑𝑡 =
1

2
В (

𝛼+1

2
,
𝛽+1

2
). ▲ 

Приведем без доказательства некоторые полезные соотношения, исполь-

зуемые на практике при вычислении определенных интегралов: 

∫ sin𝛼𝑥 ∙

𝜋
2

0

cos𝛽𝑥𝑑𝑥 =
1

2

Г (
𝛼 + 1
2 )Г (

𝛽 + 1
2 )

Г (
𝛼 + 𝛽
2

+ 1)
, 

∫
𝑥𝛼−1

(1 + 𝑥)𝛼+𝛽

∞

0

𝑑𝑥 =
Г(𝛼)Г(𝛽)

Г(𝛼 + 𝛽)
. 
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Пример 6.6. Вычислить интеграл ∫
𝑑𝑥

√(1+𝑥2)3
4

∞

0
, используя формулы Эйлера 

первого и второго рода. 

 Применив известное соотношение и выполнив некоторые преобразова-

ния степени, имеем 

∫
𝑑𝑥

√(1 + 𝑥2)3
4

= {∫
𝑥𝛼−1

(1 + 𝑥)𝛼+𝛽

∞

0

𝑑𝑥 =
Г(𝛼) ∙ Г(𝛽)

Г(𝛼 + 𝛽)
} =

∞

0

 

= ∫

1
2
∙ 𝑥−1𝑑𝑥2

(1 + 𝑥2)
3
4

=
1

2
∫
(𝑥2)−

1
2𝑑𝑥2

(1 + 𝑥2)
3
4

= {
𝛼 − 1 = −

1

2
, 𝛼 =

1

2
;

𝛼 + 𝛽 =
3

4
, 𝛽 =

3

4
−
1

2
=
1

4

}

∞

0

=

∞

0

 

=
1

2

Г(
1

2
)Г(

1

4
)

Г(
3

4
)
=

1

2
B(

1

2
,
1

4
). ▲ 

Задачи и упражнения 

1. Используя свойства гамма-функции, вычислить значения функции 

Г(2), Г(3), Г(4), Г (
3

2
) , Г (

5

2
) , Г (

7

2
) , Г (

9

2
). 

2. Вычислить следующие интегралы, используя формулы Эйлера второго рода: 

2.1.  ∫ 𝑒−4𝑥 ∙ 𝑥3𝑑𝑥 
+∞

0
.   Ответ: 

3

128
. 

2.2.  ∫ 𝑒−3𝑥
2
∙ 𝑥4𝑑𝑥 

+∞

0
.   Ответ: 

√3𝜋

72
. 

2.3.  ∫ 𝑒−𝑥
2
∙ 𝑥4𝑑𝑥 

+∞

0
.    Ответ: 

3√𝜋

8
. 

2.4.  ∫ (ln (
1

𝑥
))

𝑛

𝑑𝑥
1

0
.    Ответ: Г(𝑛 + 1). 

2.5.  ∫ (ln (
1

𝑥
))

5

𝑑𝑥
1

0
.    Ответ: 120. 

2.6.  ∫ 𝑥3 ∙ (ln (
1

𝑥
))

5

𝑑𝑥
1

0
.    Ответ: 

15

512
. 
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3. Доказать следующие формулы: 

3.1.  ∫ sin𝛼𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos𝛽𝑥𝑑𝑥 =
1

2

Г(
𝛼+1

2
)Г(

𝛽+1

2
)

Г(
𝛼+𝛽

2
+1)

. 

3.2.  ∫
𝑥𝛼−1

(1+𝑥)𝛼+𝛽

∞

0
𝑑𝑥 =

Г(𝛼)Г(𝛽)

Г(𝛼+𝛽)
. 

3.3.  ∫ 𝑥2√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝜋 ∙ 𝑎4

16
, 𝑎 > 0

𝑎

0

. 

3.4.  ∫
𝑥α-1

1 + 𝑥𝛽

∞

0

𝑑𝑥 =
1

𝛽
B (
𝛼

𝛽
, 1 −

𝛼

𝛽
) , 0 < 𝛼 < 𝛽. 

4. Вычислить следующие интегралы, используя формулы Эйлера первого 

и второго рода и полезные соотношения: 

4.1. ∫ 𝑥2√4 − 𝑥2𝑑𝑥
2

0
.                      Ответ: 𝜋. 

4.2. ∫ 𝑥2√16 − 𝑥2𝑑𝑥
4

0
.                    Ответ: 16𝜋. 

4.3. ∫
𝑥2

1+𝑥4
𝑑𝑥 

+∞

0
.                            Ответ: 

𝜋√2

4
. 

4.4. ∫
√𝑥
5

(1+𝑥3)2
𝑑𝑥 

+∞

0
.                        Ответ: 

𝜋

5sin(
2𝜋

5
)
. 

4.5. ∫
√𝑥
4

(1+𝑥)2
𝑑𝑥 

+∞

0
.                          Ответ: 

𝜋√2

4
. 

4.6. ∫ sin5𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos3𝑥𝑑𝑥.                  Ответ: 
1

24
. 

4.7. ∫ sin9𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos5𝑥𝑑𝑥.                   Ответ: 
1

210
. 

4.8. ∫ sin4𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos5𝑥𝑑𝑥.                   Ответ: 
8

315
. 

4.9. ∫ sin6𝑥 ∙
𝜋

2
0

cos4𝑥𝑑𝑥.                   Ответ: 
3𝜋

512
. 

4.10. ∫
1

√𝑥3(2−𝑥)2
5 𝑑𝑥.

2

0
                        Ответ: 

𝜋

sin(
2𝜋

5
)
. 
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7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ,  

ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ7 

 

7.1. Понятие функции Бесселя 

Степенные ряды находят широкое применение при решении задач, кото-

рые возникают во многих разделах математики. Это не только численные вы-

числения, но и решение различных задач, где решение может быть представле-

но степенной функцией аргумента 𝑥. В качестве примера рассмотрим так назы-

ваемое уравнение Бесселя, применение которого встречается при исследовании 

и решении прикладных задач физики и техники.  

Определение 7.1. Дифференциальное уравнение вида 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑝2)𝑦 = 0,    (7.1) 

где 𝑝 − заданная постоянная, называется уравнением Бесселя. 

 Данное дифференциальное уравнение удовлетворяет условиям теоремы 7.1, 

в соответствии с которой его решение будем искать в виде обобщенного сте-

пенного ряда. 

 Теорема 7.1. Пусть в уравнении  𝑝0(𝑥)𝑦′′ + 𝑝1(𝑥)𝑦′ + 𝑝2(𝑥)𝑦 = 0 функ-

ции 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) разлагаются в степенные ряды в окрестности точки 𝑥0, 

причем точка 𝑥0 является нулем порядка 𝑠 функции 𝑝0(𝑥), является нулем по-

рядка 𝑠 − 1 функции 𝑝1(𝑥), является нулем порядка 𝑠 − 2 функции 𝑝2(𝑥). Тогда 

решение дифференциального уравнение существует и представимо в виде 

обобщенного степенного ряда:  

𝑦(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)
𝑘+𝜌∞

𝑘=0 ,                               (7.2) 

где 𝑎0 ≠ 0, 𝜌 ∈ ℝ. 

Уравнение для определения его показателя 𝑝  имеет вид 

𝜌(𝜌 − 1) + 𝜌 − 𝑝2 = 0 или 𝜌2 − 𝑝2 = 0. 

Последнее уравнение называется определяющим уравнением, и его корни 

равны 𝜌1 = 𝑝, 𝜌2 = −𝑝. 

 
7 При подготовке данного раздела использовался источник [3]. 
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Будем искать решение уравнения в виде 

𝑦 = 𝑥𝜌(𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥
3 +⋯). 

Подставляя в левую часть уравнения Бесселя решение в виде степенного 

ряда и его производные первого и второго порядков и приравнивая коэффици-

енты при различных степенях переменной 𝑥 нулю, получим систему следующе-

го вида: 

{
  
 

  
 

[𝜌2 − 𝑝2]𝑎0 = 0

[(𝜌 + 1)2 − 𝑝2]𝑎1 = 0,

[(𝜌 + 2)2 − 𝑝2]𝑎2 + 𝑎0 = 0,

[(𝜌 + 3)2 − 𝑝2]𝑎3 + 𝑎1 = 0,
…

[(𝜌 + 𝑛)2 − 𝑝2]𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 = 0.

 

Приняв  𝑎0 = 1 и вычисляя последовательно коэффициенты, приходим к 

решению (𝜌1 = 𝑝) 

𝑦1 = 𝑥
𝑝 (1 −

𝑥2

2(2𝑝 + 2)
+

𝑥4

2 ∙ 4(2𝑝 + 2)(2𝑝 + 4)
− 

−
𝑥6

2 ∙ 4 ∙ 6(2𝑝 + 2)(2𝑝 + 4)(2𝑝 + 6)
+⋯). 

Решение 𝑦1 удобно представить в виде ряда с учетом того, что коэффици-

енты с нечетными индексами равны нулю, а с четными индексами можно запи-

сать с использованием функции Эйлера второго рода: 

𝑎2𝑘 =
(−1)𝑘𝑎0

𝑘! 22𝑘(1 + 𝑝)(2 + 𝑝)… (𝑘 + 𝑝)
. 

Если рассмотреть в виде 𝑎0 =
1

2𝑝𝑝!
=

1

2𝑝Г(𝑝+1)
, то имеем формулу для 

определения следующих коэффициентов:  

𝑎2𝑘 =
(−1)𝑘

22𝑘+𝑝Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 + 𝑝 + 1)
 

и, следовательно, решение можно представить в виде  

𝑦1 = ∑
(−1)𝑘

Г(𝑘+1)Г(𝑘+𝑝+1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝

= 𝐽𝑝(𝑥).
∞
𝑘=0                             (7.3) 
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Используя второй корень 𝜌2 = −𝑝, можем построить второе решение рас-

сматриваемого уравнения Бесселя. Оно может быть получено из решения 𝑦1 

простой заменой 𝑝 на −𝑝, так как уравнение Бесселя содержит только 𝑝2 и не 

меняет знак при замене 𝑝 на  −𝑝: 

𝑦2 = 𝑥
−𝑝 (1 −

𝑥2

2(−2𝑝 + 2)
+

𝑥4

2 ∙ 4(−2𝑝 + 2)(−2𝑝 + 4)
 

−
𝑥6

2 ∙ 4 ∙ 6(−2𝑝 + 2)(−2𝑝 + 4)(−2𝑝 + 6)
+⋯). 

Решение 𝑦2 аналогично предыдущему можно записать с использованием 

функции Эйлера, приняв 𝑎0 =
1

2−𝑝Г(−𝑝+1)
: 

𝑦2 = ∑
(−1)𝑘

Г(𝑘+1)Г(𝑘−𝑝+1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘−𝑝

= 𝐽−𝑝(𝑥).
∞
𝑘=0                          (7.4) 

 Разность корней определяющего уравнения равна 2𝑝, а следовательно, 

два решения будут верны, если 𝑝 не равно целому числу или половине целого 

нечетного числа. Решение 𝑦1 с точностью до некоторого постоянного множите-

ля дает функцию Бесселя 𝑝 порядка, которую обозначают через 𝐽𝑝(𝑥) и назы-

вают цилиндрической функцией первого рода. Таким образом, если 𝑝 не есть 

целое число или половина целого нечетного числа, то общее решение уравне-

ния Бесселя можно записать в виде линейной комбинации двух функций 𝐽𝑝(𝑥) 

и 𝐽−𝑝(𝑥): 

𝑦 = 𝐶1 ∙ 𝐽𝑝(𝑥) + 𝐶2 ∙ 𝐽−𝑝(𝑥), 

где 

𝐽𝑝(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 + 𝑝 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝

,

∞

𝑘=0

 

𝐽−𝑝(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 − 𝑝 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘−𝑝

.

∞

𝑘=0

 

Степенной ряд, входящий в решение  
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𝑦1 =∑
(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 + 𝑝 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝

= 𝐽𝑝(𝑥)

∞

𝑘=0

, 

сходится при любом значении переменной, в чем нетрудно убедиться, приме-

нив известный признак сходимости – признак Даламбера. 

Определение 7.2. Функции 𝐽𝑝(𝑥) и 𝐽−𝑝(𝑥)  называются функциями Бес-

селя первого рода порядка 𝒑 и −𝒑 соответственно или цилиндрическими 

функциями первого рода. 

Если рассмотрим 𝑝 = 𝑛 – целое положительное число, то решение 𝑦1 со-

хранит свою силу, а решение 𝑦2 потеряют силу, так как, начиная с некоторого 

числа, один из множителей в знаменателе членов разложения будет равен нулю. 

При целом 𝑝 = 𝑛 имеет место равенство 

𝐽−𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛 ∙ 𝐽𝑛(𝑥),                                       (7.5) 

которое показывает линейную зависимость функций Бесселя.  

Докажем равенство (7.5). 

 Так как гамма-функция Г(𝑥) определена при 𝑥 > 0, то  

𝐽−𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

𝑘! (𝑘 − 𝑛)!
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘−𝑛

.

∞

𝑘=𝑛

 

Положим 𝑘 − 𝑛 = 𝑚. Тогда  

𝐽−𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑛+𝑚

𝑚! (𝑛 +𝑚)!
∙ (
𝑥

2
)
2𝑚+𝑛

=

∞

𝑚=0

 

= (−1)𝑛 ∑
(−1)𝑚

𝑚! (𝑛 +𝑚)!
∙ (
𝑥

2
)
2𝑚+𝑛

= (−1)𝑛𝐽𝑛(𝑥)

∞

𝑚=0

. 

Итак, при целом 𝑛 функции 𝐽−𝑛(𝑥), 𝐽𝑛(𝑥) не образуют фундаментальную 

систему решений уравнения Бесселя (7.1). ▲ 

При целом положительном 𝑝 = 𝑛 второе решение уравнения Бесселя, ли-

нейно независимое с  𝐽𝑛(𝑥), имеет вид 
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𝑁𝑛(𝑥) = lim
𝑝→𝑛

𝐽𝑝(𝑥) cos(𝜋𝑝)−𝐽−𝑝(𝑥)

sin (𝜋𝑝)
,                               (7.6) 

где 𝑝 – нецелое. 

Определение 7.3. Функция 𝑁𝑛(𝑥)  называется цилиндрической функци-

ей Бесселя второго рода или функцией Неймана. 

Таким образом, при целом 𝑝 = 𝑛 общее решение уравнения Бесселя име-

ет вид  𝑦(𝑥) = 𝐶1𝐽𝑛(𝑥) + 𝐶2𝑁𝑛(𝑥). 

7.2. Функции Бесселя, индекс которых равен целому числу с половиной 

Пример 7.1. Рассмотрим случай, когда параметр в уравнении Бесселя 

(7.1) 𝑝 =
1

2
. Найдем функцию Бесселя 𝐽1

2

(𝑥). 

 Применяя формулу (7.3), получим  

𝐽1
2

(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

𝑘! (𝑘 +
1
2)
!
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+

1
2
=

∞

𝑘=0

∑
(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г (𝑘 +
1
2
+ 1)

∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+

1
2
=

∞

𝑘=0

 

= (
𝑥

2
)

1
2
 ∑

(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г (𝑘 +
1
2
+ 1)

∙ (
𝑥

2
)
2𝑘

∞

𝑘=0

. 

Так как из свойств гамма-функций следует, что  

Г (
1

2
) = √𝜋
 

,

Г(𝑘 + 1) = 𝑘 ∙ Г(𝑘),

 

то получаем следующие соотношения: 

Г (
3

2
) =

1

2
∙ Г (

1

2
) =

1

2
∙ √𝜋, 

Г (
5

2
) =

3

2
∙
1

2
∙ Г (

1

2
) =

3

2
∙
1

2
∙ √𝜋, 

Г (
7

2
) =

5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ Г (

1

2
) =

5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ √𝜋, 

… 

Г (
2𝑘 + 3

2
) =

2𝑘 + 1

2
∙ … ∙

5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ √𝜋 =

1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … ∙ (2𝑘 + 1)

2𝑘+1
∙ √𝜋. 
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Учитывая, что для натуральных 𝑘 справедливо соотношение Г(𝑘 + 1) = 𝑘!, 

после некоторых преобразований получим следующее: 

𝐽1
2

(𝑥) = (
𝑥

2
)

1
2
 ∑

(−1)𝑘 ∙ 2𝑘+1

𝑘! ∙ √𝜋 ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘

=

∞

𝑘=0

 

=
2

√𝜋
(
𝑥

2
)

1
2
 ∑

(−1)𝑘 ∙ 2𝑘

𝑘! ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘

=

∞

𝑘=0

 

= √
2

𝜋𝑥
∑

(−1)𝑘

𝑘! ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 + 1) ∙ 2𝑘
∙ 𝑥2𝑘+1 =

∞

𝑘=0

 

= √
2

𝜋𝑥
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
∙ 𝑥2𝑘+1.

∞

𝑘=0

 

Правая часть последнего соотношения представляет собой разложение 

известной нам тригонометрической функции sin 𝑥. Таким образом, мы показали 

справедливость равенства  

𝐽1
2

(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
∙ sin 𝑥. ▲                                         (7.7) 

Пример 7.2. Рассмотрим случай, когда параметр в уравнении Бесселя 

(7.1) 𝑝 = −
1

2
. Найдем функцию Бесселя 𝐽

−
1

2

(𝑥). 

 Применяя формулу (7.4), имеем 

𝐽
−
1
2

(𝑥) = ∑
(−1)𝑘

𝑘! (𝑘 −
1
2)
!
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘−

1
2
=

∞

𝑘=0

∑
(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г (𝑘 −
1
2
+ 1)

∙ (
𝑥

2
)
2𝑘−

1
2
=

∞

𝑘=0

 

= (
𝑥

2
)
−
1
2
 ∑

(−1)𝑘

Г(𝑘 + 1)Г (𝑘 −
1
2
+ 1)

∙ (
𝑥

2
)
2𝑘

∞

𝑘=0

. 

Принимая во внимание, что  

Г (𝑘 −
1

2
+ 1) = Г(

2𝑘 + 1

2
) =

2𝑘 − 1

2
∙ … ∙

5

2
∙
3

2
∙
1

2
∙ √𝜋 = √𝜋

1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 − 1)

2𝑘
, 

получим  
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𝐽
−
1
2

(𝑥) = (
𝑥

2
)
−
1
2
 ∑

(−1)𝑘 ∙ 2𝑘

𝑘! ∙ √𝜋 ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 − 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘

=

∞

𝑘=0

 

= √
2

𝜋𝑥
 ∑

(−1)𝑘

𝑘! ∙ 2𝑘 ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑘 − 1)
∙ 𝑥2𝑘 = √

2

𝜋𝑥
∑

(−1)𝑘

(2𝑘)!
∙ 𝑥2𝑘 = √

2

𝜋𝑥
cos 𝑥 .

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

Таким образом, мы показали, что функция Бесселя 𝐽
−
1

2

(𝑥) выражается че-

рез тригонометрическую функцию cos(𝑥)  и справедливо равенство  

𝐽
−
1

2

(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
∙ cos 𝑥. ▲                                      (7.8) 

Получим некоторые рекуррентные соотношения для функций Бесселя, 

которые связывают функции Бесселя первого рода различных порядков. 

Свойство 7.1. Справедливо равенство 

(𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝(𝑥))
′
= 𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝−1(𝑥).                               (7.9) 

 Найдем производную по переменной 𝑥 от произведения 𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝(𝑥): 

(𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝(𝑥))
′
= (𝑥𝑝 ∙ ∑

(−1)𝑘

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝

∞

𝑘=0

)

′

= 

= (∑
(−1)𝑘 ∙ 𝑥2𝑘+2𝑝

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝

∞

𝑘=0

)

′

= 

=∑
(−1)𝑘 ∙ (2𝑘 + 2𝑝)𝑥2𝑘+2𝑝−1

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝
=

∞

𝑘=0

∑
(−1)𝑘 ∙ (2𝑘 + 2𝑝)𝑥2𝑘+2𝑝−1

𝑘! (𝑘 + 𝑝)Г(𝑘 + 𝑝) ∙ 22𝑘+𝑝
=

∞

𝑘=0

 

=∑
(−1)𝑘 ∙ 2𝑥2𝑘+2𝑝−1

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝) ∙ 22𝑘+𝑝
=

∞

𝑘=0

∑
(−1)𝑘 ∙ 𝑥2𝑘+2𝑝−1

𝑘! Г(𝑝 − 1 + 𝑘 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝−1
=

∞

𝑘=0

 

=∑
(−1)𝑘 ∙ 𝑥𝑝 ∙ 𝑥2𝑘+𝑝−1

𝑘! Г(𝑝 − 1 + 𝑘 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝−1

∞

𝑘=0

= 𝑥𝑝 ∙ ∑
(−1)𝑘 ∙ 𝑥2𝑘+𝑝−1

𝑘! Г(𝑝 − 1 + 𝑘 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝−1

∞

𝑘=0

= 

= 𝑥𝑝 ∙ ∑
(−1)𝑘

𝑘! Г(𝑝 − 1 + 𝑘 + 1)
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝−1

= 𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝−1(𝑥).

∞

𝑘=0

 

Таким образом, доказана формула (7.9) 
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(𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝(𝑥))
′
= 𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝−1(𝑥). ▲ 

Свойство 7.2. Справедливо равенство 

(
𝐽𝑝(𝑥)

𝑥𝑝
)
′

= −
1

𝑥𝑝
∙ 𝐽𝑝+1(𝑥).        (7.10) 

 Найдем производную по переменной 𝑥 от частного  
𝐽𝑝(𝑥)

𝑥𝑝
: 

(
𝐽𝑝(𝑥)

𝑥𝑝
)

′

= (∑
(−1)𝑘

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1)𝑥𝑝
∙ (
𝑥

2
)
2𝑘+𝑝

∞

𝑘=0

)

′

= 

= (∑
(−1)𝑘 ∙ 𝑥2𝑘

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝

∞

𝑘=0

)

′

=∑
(−1)𝑘 ∙ (2𝑘)𝑥2𝑘−1

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝
=

∞

𝑘=0

 

=∑
(−1)𝑘 ∙ (2𝑘 + 2𝑝)𝑥2𝑘+2𝑝−1

𝑘! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝
= {

суммирование начнем с 𝑘 = 1,
так как при 𝑘 = 0 первый член 

суммы равен нулю 
}

∞

𝑘=0

 

=∑
(−1)𝑘 ∙ 2𝑥2𝑘−1

(𝑘 − 1)! Г(𝑘 + 𝑝 + 1) ∙ 22𝑘+𝑝
=

∞

𝑘=1

{
положим 
𝑘 = 𝑚 + 1
𝑚 = 𝑘 − 1

} 

= ∑
(−1)𝑚 ∙ 2𝑥2𝑚+1

𝑚!Г(𝑝 +𝑚 + 2) ∙ 22𝑚+𝑝+2
=

∞

𝑚=0

{
умножим и разделим 

на 𝑥𝑝
} 

= −∑
1

𝑥𝑝
∙

(−1)𝑚 ∙ 𝑥2𝑚+1+𝑝

𝑚! Г((𝑝 + 1) +𝑚 + 1) ∙ 22𝑚+𝑝+1
=

∞

𝑚=0

−
1

𝑥𝑝
∙ 𝐽𝑝+1(𝑥). 

Таким образом, доказана формула (7.10) 

(
𝐽𝑝(𝑥)

𝑥𝑝
)
′

= −
1

𝑥𝑝
∙ 𝐽𝑝+1(𝑥). ▲ 

Свойство 7.3. Справедливо равенство 

𝐽𝑝(𝑥) =
𝑥

2𝑝
∙ (𝐽𝑝−1(𝑥) + 𝐽𝑝+1(𝑥)).                               (7.11) 

 Применив правила дифференцирования в левых частях доказанных ра-

венств (7.9) и (7.10), получим систему линейных уравнений для нахождения 

связи между функциями: 
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{
 

 (𝑥
𝑝 ∙ 𝐽𝑝(𝑥))

′
= 𝑥𝑝 ∙ 𝐽𝑝−1(𝑥),

(
𝐽𝑝(𝑥)

𝑥𝑝
)

′

= −
1

𝑥𝑝
∙ 𝐽𝑝+1(𝑥),

 

{

𝑝 ∙ 𝑥𝑝−1 ∙ 𝐽𝑝(𝑥) + 𝑥
𝑝 ∙ 𝐽′𝑝(𝑥) = 𝑥

𝑝 ∙ 𝐽𝑝−1(𝑥),

−𝑝 ∙ 𝑥−𝑝−1 ∙ 𝐽𝑝(𝑥) + 𝑥
−𝑝 ∙ 𝐽′𝑝(𝑥) = −

1

𝑥𝑝
∙ 𝐽𝑝+1(𝑥).

 

 Выразим из равенств последней системы производную функции Бесселя 

𝐽′𝑝(𝑥)  и приравняем полученные выражения: 

{
𝐽′𝑝(𝑥) = 𝐽𝑝−1(𝑥) −

𝑝

𝑥
∙ 𝐽𝑝(𝑥),

𝐽′𝑝(𝑥) = −𝐽𝑝+1(𝑥) +
𝑝

𝑥
∙ 𝐽𝑝(𝑥).

 

 Данная система дает соотношение (7.11), которое представляет собой ре-

куррентное равенство, связывающее функции Бесселя первого рода различных 

порядков, а именно: 

𝐽𝑝(𝑥) =
𝑥

2𝑝
∙ (𝐽𝑝−1(𝑥) + 𝐽𝑝+1(𝑥)). ▲ 

Заметим, что, используя рекуррентную формулу (7.11) и положив в ней 

𝑝 =
1

2
, можно получить выражения функций Бесселя 𝐽3

2

(𝑥), 𝐽5
2

(𝑥), 𝐽7
2

(𝑥),…. 

Доказанные свойства дают возможность на практике записывать некото-

рые значения функций Бесселя, опираясь на уже вычисленные и известные. 

Отметим также, что функции Бесселя с полуцелым индексом 𝐽1
2
+𝑛
(𝑥) все-

гда выражаются через элементарные функции, что также широко применяется 

при решении дифференциальных уравнений на практике. 

Задачи и упражнения 

1. Найти вид функции Бесселя 𝐽3
2

(𝑥).  

Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(
sin 𝑥

𝑥
− cos 𝑥). 

2. Найти вид функции Бесселя 𝐽
−
3

2

(𝑥). 
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Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(−

sin 𝑥

𝑥
− cos 𝑥). 

3. Найти вид функции Бесселя 𝐽5
2

(𝑥). 

Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(
3sin 𝑥

𝑥
−
3 cos 𝑥

𝑥2
− sin 𝑥). 

4. Найти вид функции Бесселя 𝐽
−
5

2

(𝑥). 

Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(
3sin 𝑥

𝑥
+
3 cos 𝑥

𝑥2
− cos 𝑥). 

5. Используя рекуррентные соотношения, выразить 𝐽5
2

(𝑥). 

Ответ: 𝐽5
2

(𝑥) =
3

𝑥
𝐽3
2

(𝑥) − 𝐽1
2

(𝑥). 

6. Используя рекуррентные соотношения, выразить 𝐽7
2

(𝑥). 

Ответ: 𝐽7
2

(𝑥) =
5

𝑥
𝐽5
2

(𝑥) − 𝐽3
2

(𝑥). 

7. Найти решение уравнения Бесселя 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 −
1

4
) 𝑦 = 0. 

Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(𝐶1 sin 𝑥 + 𝐶2 cos 𝑥). 

8. Найти решение уравнения Бесселя 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 −
9

4
) 𝑦 = 0. 

Ответ: 𝑦(𝑥) = √
2

𝜋𝑥
(𝐶1 (

sin 𝑥

𝑥
− cos 𝑥) + 𝐶2 (−sin 𝑥 −

cos 𝑥)

𝑥
)). 

9. Показать, что, используя замену 𝑦 = 𝑢√𝑥, дифференциальное уравне-

ние  𝑦′′ + 𝑦 = 0 сводится к уравнению Бесселя, и записать его решение. 

Ответ: 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 −
1

4
) 𝑦 = 0. 

10. Показать, что, используя замену 𝑦 = 𝑥−𝑛𝑢, дифференциальное уравне-

ние 𝑦′′ +
2𝑛+1

𝑥
𝑦′ + 𝑦 = 0 сводится к уравнению Бесселя, и записать его решение. 

Ответ: 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑛2)𝑦 = 0. 
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8. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА  

И Z-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ8 

 

8.1. Решетчатые функции 

Основой математической теории описания процессов в импульсных си-

стемах является аппарат решетчатых функций и разностных уравнений.  

Определение 8.1. Пусть дана непрерывная функция )(tf . Пройдем по 

оси t  с шагом 1=T  и найдем множество значений функции f  целочисленного 

аргумента n  ℤ: }),(,),1(),0(),1(,),(,{)}({  nffffnfnf −−= . 

Если значения этого множества изобразить в виде отрезков, исходящих из 

точек n  оси t , то получим картину, напоминающую решетку (рис. 8.1), поэто-

му функцию )}({ nf  и называют решетчатой функцией (в дальнейшем фигур-

ные скобки для простоты будем опускать). 

                                            f(–1)                         f(0)          f(1) 

 

 

 

                                                                                                    

                                                               –1    0   1                                                             t 
 

Рис. 8.1. График решетчатой функции 

Решетчатая функция является математической абстракцией реального 

дискретного сигнала. Дискретный сигнал (в том числе и импульсный) образу-

ется из непрерывного сигнала в результате квантования по времени. Заметим, 

что для инженера, как правило, неинтересно течение процесса, описываемого 

функцией  для времени  (то есть до начального момента времени), по-

этому для дальнейших рассуждений мы будем рассматривать решетчатые 

функции , для которых  для . 

 

 

 

 
8 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [3, 8, 10]. 

)(tf 0t

)(nf 0)( =nf 0n
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8.2. Z-преобразование 

Определение 8.2. Функция  

                                            (8.1) 

называется Z-преобразованием (Z-изображением) решетчатой функции . 

Правую часть формулы (8.1) можно рассматривать как ряд Лорана функ-

ции . Найдем его область сходимости, используя радикальный признак 

Коши: 

, 

а значит, ряд (8.1) абсолютно сходится в области , где , 

которая представляет собой внешность круга радиусом  с центром в точке 

(рис. 8.2). 

 

 

 z 

                                                                                        

 

Рис. 8.2. Область сходимости ряда Лорана 

Рассмотрим свойства Z-преобразования. 

Свойство 8.1. Линейность. Оператор  является линейным, то есть если 

, то , где ,  ℝ. 

Свойство 8.2. Запаздывание аргумента. Если , то 

. 

Δ По определению . Тогда 
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▲ 

Свойство 8.3. Опережение аргумента. Если , то 

. 

Δ По определению 
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Свойство 8.4. Подобие. Если , то . 

Δ Если , то 

.▲ 

Свойство 8.5. Дифференцирование Z-преобразования. 
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Далее умножим на  обе части полученного равенства: 

 

Таким образом, справедливо соответствие .▲ 

Свойство 8.6. Свертка решетчатых оригиналов.  

Определение 8.3. Сверткой решетчатых функций  и )(n  называ-

ется решетчатая функция 


=

−=
0

)()()(*)(
k

knkfnnf  . 

Если )()(),()( znzFnf   , то )()()(*)( zzFnnf  . 

Δ Обозначим через  свертку двух решетчатых функций  и )(n : 



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k

knkfng  , а через  – Z-изображение функции . 

По определению    

 иясуммированпорядокизменим
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Пример 8.1. Запишите Z-преобразования следующих функций: 

а) ; б) ;   в) .  
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Если , то ; при : . 

в) . 

Здесь использовано известное разложение функции  в ряд Маклорена  

.▲ 

В приложении 2 приведены Z-преобразования основных функций. 

8.3. Восстановление решетчатой функции по ее Z-преобразованию 

Рассмотрим вопрос о восстановлении решетчатой функции  по ее   

Z-преобразованию . 

В некоторых случаях восстановить решетчатую функцию по ее преобра-

зованию можно используя таблицу основных Z-преобразований и его свойства. 

Пример 8.2. Найдите решетчатую функцию  по ее Z-преобразова-

нию . 

Δ Представим  в виде суммы простейших дробей: 

. 

Используя метод частных значений, получим: при 1 2= − = −z A ,  

при 2 3= − =z B . 

Таким образом, . 

Используем таблицу Z-преобразований, свойства линейности и запазды-

вания аргумента: 
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, . 

Значит, .▲ 

Утверждение 8.1. Если  особые точки функции , лежащие 

внутри некоторого круга , тогда решетчатая функция  может быть 

найдена по формуле 

                                                 ,                                      (8.2) 

где  – вычет функции  в точке , который может 

быть вычислен стандартным образом (формулы (П.1.2)–(П.1.4)). 

Вернемся к условию примера 8.2 и решим его с помощью формулы (8.2), 

а также (П.1.2). 

Δ Точки  и  являются простыми корнями знаменателя, а 

значит, простыми полюсами функции , поэтому  

. 

Для дальнейших вычислений воспользуемся формулой (П.1.2), а также 

тем, что функцию  можно записать в виде : 

, 

. 

С учетом полученных выражений имеем .▲ 

Пример 8.3. Найдите решетчатую функцию  по ее Z-изображению 
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Δ В данном случае  – особая точка знаменателя, корень кратностью 

три, а значит, и полюс третьего порядка. 

Используя формулу (8.2), а также (П.1.4), получим: 
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8.4. Разностные уравнения 

Определение 8.4. Пусть  – некоторая решетчатая функция. Функция  

                                                                                           (8.3) 

называется конечной разностью первого порядка. 

Далее можно записать определения и формулы для конечных разностей 

второго, третьего и других порядков. 

Функция  называется конечной разностью второго 

порядка 

=−+−+−+=−+= ))()1(()1()2()()1()(2 nfnfnfnfnfnfnf  

                                                )()1(2)2( nfnfnf ++−+=                                   (8.4) 

Рекуррентно k-я конечная разность определяется следующим образом: 

( ) +−+−+=−+== −−− )1()()()1()()( 1111 knfCknfnfnfnfnf k
kkkk

 

                

        ),()1(...)()1(...)2(2 nfiknfCknfC ki
k

i
k −++−+−+−−++                (8.5) 

где  – биномиальные коэффициенты. 

Формулы (8.3)–(8.5) выражают разности решетчатой функции через зна-

чения этой функции в целочисленных точках.  

Определение 8.5. Разностным уравнением k-го порядка называется со-

отношение, связывающее неизвестную решетчатую функцию  и ее разно-

сти до порядка  включительно: 
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                                        ( ) 0)(...,),(),(),(, 2 = nfnfnfnfnF k
                        (8.6) 

или с учетом формулы (8.5) 

                                       ( ) .0)(...,),2(),1(),(, =+++ knfnfnfnfnF                 (8.7) 

Определение 8.6. Решением уравнений (8.6) или (8.7) называется любая 

решетчатая функция , которая при подстановке в уравнение обращает его 

в верное равенство для любого . 

Определение 8.7. Линейным разностным уравнением k-го порядка 

называется уравнение вида 

                ,           (8.8) 

где const=ia , , причем . 

Если решетчатая функция , то уравнение (8.8) называется одно-

родным; в противном случае – неоднородным. 

Определение 8.8. Начальными условиями для разностного уравнения 

(8.8) называются условия вида 

                       101000 )1(...,)1(,)( −=−+=+= kyknyynyyny .                   (8.9) 

Решение разностного уравнения (8.8) с начальными условиями (8.9) 

называется задачей Коши. 

Рассмотрим приложения Z-преобразования к решению линейных раз-

ностных уравнений и систем разностных уравнений.  

Алгоритм решения линейного разностного уравнения k-го порядка. 

Дано линейное разностное уравнение вида (8.8) 

 

при начальных условиях вида (8.9) 

, 

где  – заданные числа. 

Применим Z-преобразование к обеим частям уравнения (8.8): 
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……………………………………. 

 

 

Подставим данные выражения в уравнение (8.8) и используя свойство ли-

нейности, а также то, что из равенства решетчатых оригиналов следует равен-

ство их Z-преобразований, получим операторное уравнение 

 

 

Данное уравнение легко решается относительно функции . Запишем 

его в виде .
)(
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Далее стандартным образом необходимо восстановить решетчатый ори-

гинал .  

Замечание. Аналогичным образом решаются системы линейных раз-

ностных уравнений. 

Пример 8.4. Решите разностное уравнение второго порядка 

 при начальных условиях . 

Δ Пусть , тогда 

. 

Также по формуле (4) из прил. 2 получим . 
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. 

Так как особые точки  функции  являются ее 

простыми полюсами, то, используя формулы (8.2) и (П.1.2), находим 
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Задачи и упражнения 

1. Найдите Z-преобразование решетчатой функции: 
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2.4. .                  Ответ: )235(3)( 23 ++= − nnnf n . 

3. Решите разностное уравнение соответствующего порядка при данных 

начальных условиях: 

3.1.    при .0)1()0( == yy  

Ответ: .3
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Ответ: .25277)( 1−−+−= nn nny  
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1
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9. ЭЛЕМЕНТЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ9 

 

9.1. Основные понятия вариационного исчисления 

Определение 9.1. Пусть дан некоторый класс  функций . Если 

каждой функции  по некоторому закону ставится в соответствие 

определенное число J, то говорят, что в классе  определен функционал J: 

. 

Определение 9.2. Совокупность функций, на которых определен функ-

ционал, называется классом допустимых функций (областью задания функ-

ционала). 

Таким образом, понятие функционала является обобщением понятия 

функции: аргумент функции – число, аргумент функционала – функция. 

Наиболее часто рассматриваются следующие классы функций: 

1)  – пространство функций непрерывных на отрезке ; 

2)  – пространство непрерывно дифференцируемых на отрез-

ке  функций; 

3)  – пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

на отрезке  функций. 

Пример 9.1. Пусть  и функционал . 

Подставляя вместо  конкретные функции, мы будем получать соот-

ветствующие значения . 

Если , то ; если , то . 

 
9 При подготовке данного раздела использовались следующие источники: [3, 5, 10]. 
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Определение 9.3. Приращение аргумента  в функционале  

называется вариацией функции  и обозначается δy: , где 

.  

Соответствующее приращение функционала определяется как  

 или , 

где  является линейным относительно  функционалом. 

Если  при , то главная часть приращения функци-

онала  называется его вариацией и обозначается δJ. 

9.2. Простейшая задача вариационного исчисления 

Определение 9.4. Будем говорить, что функционал  достигает на 

кривой  своего максимума (минимума), если  

, . Кривая  называется экстремалью 

функционала . 

Рассмотрим функционал  

                                          ,))('),(,()]([ =
b

a

dxxyxyxFxyJ                                     (9.1) 

сопоставляющий каждой кривой )(xyy =  ( )],[ bax  некоторое число . 

Отметим, что функция  предполагается гладкой, то есть ее 

частные производные до второго порядка включительно по всем аргументам 

 непрерывны в некоторой области . 

Необходимо найти функцию , удовлетворяющую крае-

вым условиям 

                                                      ,                                       (9.2) 

на которой функционал (9.1) достигает экстремума (максимума или минимума). 

Для решения этой задачи используем метод, предложенный Лагранжем. 
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Пусть  является экстремалью для функционала (9.1), а )(xy  – за-

фиксированная произвольная вариация, то есть непрерывно дифференцируемая 

функция, удовлетворяющая нулевым краевым условиям 0)()( == byay  . 

Получим множество функций , отличных от функции , при-

бавляя вариацию )(xy  к функции : 

                                                 )()(*)( xytxyxy += ,                                        (9.3) 

где  – параметр и . 

После подстановки в функционал (9.1) выражения (9.3) для  получим 

функцию )(t : 

)()]()(*[)]([ txytxyJxyJ  =+= , 

которая достигает экстремума при 0=t  (так как  является экстремалью 

функционала), а значит, 0)0(' = . 

Найдем :)0('  

          .    (9.4) 

В полученном выражении (9.4) преобразуем второе слагаемое: 
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Здесь учтено, что 0)()( == byay  . 

Таким образом, формулу (9.4) можно переписать следующим образом: 

                                           .                                     (9.5) 

)(* xy

)(xy )(* xy

)(* xy

t 1|| t

)(xy

)(* xy

0)'
'

)'*',*,()('

0
0'

0
=












+




=++




=

=
=

= 
t

b

a
t

b

a yy

t
dxy

y

F
y

y

F
dxytyytyxF

t
t  

0)(
'

=



















−




 dxxy

y

F

dx

d

y

F
b

a





102 
 

Заметим, что равенство (9.5) должно выполняться для любой функции 

)(xy . И возникает вопрос: каким должен быть множитель ?  

Ответ на этот вопрос дает основная лемма вариационного исчисления. 

Лемма 9.1 (основная лемма вариационного исчисления). Пусть функ-

ция  непрерывна на отрезке  и для любой непрерывно дифферен-

цируемой функции )(x ,  такой, что 0)()( 10 == xx  ,  верно  =
1

0

0)()(

x

x

dxxxf  , 

тогда функция  для . 

Δ Докажем методом от противного. 

Пусть , не ограничивая общности, будем считать, что  

(если , то рассмотрим функцию ). Так как  непрерывна, то 

существует окрестность  точки х0, такая, что . 

Положим 






−−
=

).;(,0

),;(,)()(
)(

22

bax

baxbxax
x  

Функция  непрерывно дифференцируема и , но 

, 

то есть получено противоречие, а значит, .▲ 

Возвращаясь к выражению (9.5), можно сделать вывод о том, что экстре-

мальная кривая  должна удовлетворять уравнению  

                                                      ,                                             (9.6) 

которое называется уравнением Эйлера. 

Таким образом, решение простейшей задачи вариационного исчисления 

свелось к решению уравнения Эйлера (9.6) при краевых условиях (9.2). Отме-

тим, что иногда уравнение (9.6) называется уравнением Эйлера – Лагранжа. 
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Решения уравнения Эйлера называются допустимыми экстремалями 

для функционала .  

Замечание. Если краевая задача для уравнения Эйлера и разрешима, то 

это еще не означает существование экстремумов у функционала, так как экс-

тремаль – это кривая, на которой может достигаться экстремум функционала. 

Как и при исследовании экстремумов функций, требуется дополнительный ана-

лиз решения, чтобы установить, реализуется ли в действительности экстремум 

и какого характера (максимум или минимум), а для этого надо использовать до-

статочные условия экстремума. 

Пример 9.2. Найдите допустимую экстремаль функционала 

 при краевых условиях . 

Δ Так как , то для записи уравнения Эйлера найдем 

, , . 

Значит, уравнение Эйлера (9.6) имеет вид  или . 

Дважды интегрируя его, находим общее решение .  

Найдем частное решение с учетом краевых условий: 

 

Следовательно,  – искомая экстремаль.▲ 

Частные случаи уравнения Эйлера: 

I случай. Функция  не зависит от , то есть имеет вид . 

Тогда уравнение Эйлера выглядит как , которое не является дифферен-

циальным. Оно определяет одну или конечное число функций, которые могут и 

не удовлетворять граничным условиям. Лишь в исключительных случаях, когда 

полученная функция проходит через граничные точки  и , суще-
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ствует функция, на которой может достигаться экстремум. Для произвольных 

краевых условий (9.2) непрерывного решения нет. 

Пример 9.3. Найдите допустимую экстремаль функционала 

 при краевых условиях . 

Δ Так как , то , , . 

Значит, уравнение Эйлера (9.6) имеет вид  или . 

Полученное уравнение задает единственную экстремаль рассматриваемо-

го функционала, которая не удовлетворяет данным краевым условиям. Следо-

вательно, у исходной задачи нет решения.▲ 

II случай. Функция  не зависит ни от , ни от , то есть имеет 

вид , тогда уравнение Эйлера имеет вид . 

Дважды интегрируя его, находим общее решение , а затем 

и единственное решение при краевых условиях (9.2). 

III случай. Функция  не зависит от , то есть имеет вид 

, тогда уравнение Эйлера имеет вид , которое является 

дифференциальным уравнением первого порядка. 

Отметим, что промежуточным интегралом данного уравнения является  

                                                                .                                                   (9.7) 

Пример 9.4. Найдите допустимую экстремаль функционала 

 при краевых условиях . 

Δ Так как , то для записи промежуточного инте-

грала (9.7) найдем . 
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Тогда , а значит, . 

Далее найдем  и , потребовав, чтобы выполнялись краевые условия: 

. 

Следовательно,  – искомая экстремаль.▲ 

IV случай. Функция  не зависит от , то есть имеет вид 

. Распишем подробнее уравнение Эйлера (9.6): 

                                                .                                     (9.8) 

Покажем, что уравнение (9.8) имеет первый интеграл вида 

                                                         .                           (9.9) 

Действительно, продифференцировав (9.9) по , получим 

 

или  
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Сократив последнее уравнение на , получим уравнение (9.8).  

Пример 9.5. Найдите допустимую экстремаль функционала 

 при краевых условиях . 
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Δ Так как , то первый интеграл согласно формуле (9.9) 

имеет вид . 

Решив стандартным образом данное уравнение, получим 

2
222 tg)(arctg

1 C
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Следовательно,  – искомая экстремаль.▲ 

Замечание. Иногда на практике для решения уравнений данного типа 

удобнее использовать непосредственно уравнение Эйлера. 

Задачи и упражнения 

1. Найдите допустимую экстремаль функционала  при заданных 

краевых условиях: 

1.1.  при .0)1()0( == yy  

Ответ: .
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1.2.  при , .2)( =ey  

Ответ: .1ln)( += xxy  

1.3.  при , .)1( ey =  

Ответ: нет решений. 
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1.4.  при , .
486
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Ответ: .sin
4

1
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16

1
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32
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1.5.  при .0)()0( == yy  

Ответ: .sin)()( xxCxy +=  

1.6.  при , .2)1( =y  

Ответ: .1)( += xxy  

1.7.  при , .26)3( =y  

Ответ: .22253)( 2 −+−= xxxy  

1.8.  при .3)3(,5)1( == yy  

Ответ: .2
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xy  

1.9.  при .4)1(,1)0( 3== yy  

Ответ: .)1()( 3 2+= xxy  
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1.12.  при .1)2(,0)0( == yy  

Ответ: .
2

)(
x

xy =  

 

10. ЭЛЕМЕНТЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ10 

 

10.1. Основные понятия 

Определение 10.1. Любая комплексная функция  действительного 

переменного  называется оригиналом, если она удовлетворяет следующим 

условиям:  

1)  – кусочно-непрерывная при , это значит, что она либо непре-

рывна, либо на каждом конечном интервале имеет лишь конечное число точек 

разрыва первого рода; 

2)  при ; 

3) при  функция  растет не быстрее некоторой показательной 

функции (имеет ограниченную степень роста), то есть существует такое поло-

жительное число  и такое неотрицательное число , что для всех 

 выполняется неравенство  (число  называется показате-

лем роста функции ). 

Рассмотрим произведение функции  на комплексную функцию  

действительной переменной , где , при этом , , а 

также несобственный интеграл первого рода : 

. 

 
10 При подготовке данного раздела использовался источник [8]. 
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Покажем, что при  данные интегралы сходятся, причем абсолютно: 

 

 

Аналогичная оценка дается и второму интегралу. 

Таким образом, интеграл  является сходящимся, то есть он 

определяет некоторую функцию от p: . 

Определение 10.2. Функция  называется изображением (лапласо-

вым изображением) оригинала :  . 

Пример 10.1. Найдите изображение функции Хевисайда  

Δ Вычислим изображение  по определению: 

 .▲ 

Изображения основных функций приведены в прил. 3. 

Рассмотрим свойства изображений и оригиналов. 

Свойство 10.1. Линейность. Изображение линейной комбинации не-

скольких оригиналов равно такой же линейной комбинации их изображений, а 

именно: если , то , где  ,  ℝ. 

Свойство 10.2. Подобие. Если  , то   

при 0 . 

Δ По определению 
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  
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▲ 

Свойство 10.3. Смещение. Если  , то  . 

Δ По определению  

 ▲ 

Свойство 10.4. Запаздывание. Если  , то  

  при . 

Δ По определению 



 

▲ 

Свойство 10.5. Дифференцирование изображения. Если  , 

то  . 

Δ Докажем, что  :)(tft −  

 .▲ 

Свойство 10.6. Дифференцирование оригинала. Если  , 

функции  также являются оригиналами, то справедливы 

следующие формулы: 
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 , 

 , 

 , 

… 

 . 

Δ Докажем по определению, что  :)0()( fpFp −  

  

. 

Здесь учтено, что  как произведение ограниченной функ-

ции  на бесконечно малую функцию  при . 

Далее  . 

Аналогичным образом можно получить формулы для изображений ори-

гиналов .▲ 

Свойство 10.7. Умножение изображений. Для формулировки данного 

свойства необходимо дополнительное определение. 

Определение 10.3. Сверткой функций )(1 tf  и )(2 tf  называется интеграл 

вида  −=
t

dtfftftf
0

2121 )()()()(  . 

Если   и  , то  . 

Свойство 10.8. Интегрирование изображения. Если   и не-

собственный интеграл  является сходящимся, то  . 
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Δ По определению 
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Свойство 10.9. Интегрирование оригинала. Если  , то 

 . 

Пример 10.2. Найдите изображение  оригинала tetf t 22 cos)( = − . 

Δ Преобразуем оригинал , используя формулу понижения степени 

для t2cos : . 

Тогда по формулам (3) и (10) из таблицы изображений (см. прил. 3) полу-

чим .▲ 

10.2. Нахождение оригинала по изображению 

Рассмотрим вопрос о восстановлении оригинала  по его изображе-

нию )( pF . 

Отметим, что в некоторых простейших случаях восстановить функцию-

оригинал по ее изображению можно, используя таблицу основных изображе-

ний, а также соответствующие свойства. 

Пример 10.3. Найдите оригинал , если его изображение 

. 

Δ Преобразуем изображение, выделив полный квадрат в знаменателе: 

. 
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Тогда по формуле (11) (см. прил. 3) таблицы изображений получим 

.▲ 

Пример 10.4. Найдите оригинал  по его изображению 

. 

Δ Представим дробь  в виде суммы простейших дробей: 

. 

Используя метод частных значений, получим: при 1−=p  1−=C , при 

0=p   1,=A  при

 

1=p  1−=B . 

Таким образом, , тогда по формулам 

(1), (3) и (5) (см. прил. 3) таблицы изображений можно записать 

.▲ 

Утверждение 10.1. Если  особые точки функции , ле-

жащие внутри некоторого круга , тогда оригинал  может быть 

найден по формуле 

                                    ,                                        (10.1) 

где  – вычет функции  в точке , который может 

быть вычислен стандартным образом (формулы (П.1.2)–(П.1.4)). 

Вернемся к условию примера 10.4 и решим его с помощью формулы 

(10.1), а также формул (П.1.2) и (П.1.4). 

Δ По формуле (10.1) 
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Точка  является простым корнем знаменателя, а значит, простым 

полюсом функции , точка  является кратным корнем знаменателя 

, а значит, кратным полюсом функции , поэтому по формулам 

(П.1.2) и (П.1.4) вычислим 

, 

 

. 

С учетом полученных выражений получим .▲ 

10.3. Приложения операционного исчисления  

к решению дифференциальных уравнений 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение n-го порядка с по-

стоянными коэффициентами 

                                               (10.2) 

и начальными условиями 

, 

где  – искомая функция. 

Рассматривая функции  и  как оригиналы, перейдем к соответ-

ствующим изображениям  ,  . 

С учетом свойства дифференцирования оригинала получим: 
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 . 

Подставив данные выражения в исходное дифференциальное уравнение 

(10.2), а также сгруппировав подобные слагаемые, получим 
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Таким образом, получено операторное уравнение, которое необходимо 

решить относительно изображения . Далее по найденному изображению 

известными методами необходимо восстановить оригинал , который и бу-

дет решением исходного дифференциального уравнения. 

Пример 10.5. Решите операторным методом дифференциальное уравне-

ние , если . 

Δ Пусть  , тогда  
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С учетом того, что 

 

 , 

уравнение примет вид 

. 

Сгруппировав слагаемые, получим 

, 

откуда . 

Для каждой из полученных дробей найдем оригинал по отдельности: 
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1)   ; 

2)  ; 

3)  ; 

4) . 

Представим данную дробь в виде суммы простейших дробей: 

. 

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-

нях переменной  в числителях данных дробей, получим систему 
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То есть , а 

значит, переходя к оригиналам, получим  . 

Объединяя результаты 1)–4), запишем оригинал : 

.▲ 

Задачи и упражнения 

1. Найдите изображение  оригинала : 
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3. Решите дифференциальное уравнение соответствующего порядка при 

данных начальных условиях: 

3.1.  при .6)0(;2)0( / == xx  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Краткие сведения из теории функций комплексной переменной 

Определение 1. Комплексным числом называется число вида , 

где  ℝ,  – мнимая единица: . 

Число  называется действительной частью комплексного числа : 

. Число  называется мнимой частью комплексного числа : .  

Форма записи  называется алгебраической формой комплекс-

ного числа. 

Функция комплексной переменной (ФКП)  может быть записана в 

виде , где  и  – некоторые 

функции переменных  и . Функция  называется действительной ча-

стью функции : ; функция  называется мнимой ча-

стью функции : . 

Определение 2. Функция  называется аналитической в некоторой 

точке , если она дифференцируема в ней, а также некоторой ее окрестности. 

Теорема 1 (критерий дифференцируемости ФКП). Функция комплекс-

ной переменной  является аналитической, если функции 

 и  дважды непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют усло-

виям 
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u

y
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x

u

 которые называются условиями Коши – Римана. 

Определение 3. Функции  и , удовлетворяющие условиям 

Коши – Римана, называются сопряженными. 

Теорема 2. Пусть . Любая аналитическая в кольце 

  ФКП  однозначно может быть разложена в  ряд  

                       ,                (П.1.1) 
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где коэффициенты , где  – некоторая окружность с цен-

тром в точке , лежащая в кольце аналитичности функции. 

Определение 4. Ряд (П.1.1) называется рядом Лорана ФКП . 

Определение 5. Ряд  называется правильной частью ряда 

Лорана, а ряд   – его главной частью. 

Замечание. Правильная часть ряда Лорана сходится в круге , а 

главная часть – в круге . 

Определение 6. Точки, в которых нарушается аналитичность функции 

, называются ее особыми точками (ОТ). 

Определение 7. Особые точки, для каждой из которых существует такая 

ее окрестность, в которой нет других особых точек функции , называются 

изолированными особыми точками (ИОТ). 

Определение 8. ИОТ  функции  называется полюсом, если 

. 

Утверждение 1. ИОТ  является полюсом ФКП  порядка    

аналитичная в точке  функция  (причем ), что . 

Если , то полюс называется простым. 

Определение 9. Вычетом аналитической ФКП  в ИОТ  называет-

ся величина , где  – окружность с центром в 

точке , лежащая в области аналитичности функции , обходимая в поло-

жительном направлении (отметим, что величина вычета не зависит от радиуса 

окружности). 

 +−
=

l
nn d

z

f

i
c 





 1
0)(

)(

2

1
l

0z

)(zf




=

−
0

0)(
n

n
n zzc




=

−

−1 0)(n
n

n

zz

c

Rzz − 0

rzz − 0

)(zf

)(zf

0z )(zf

=
→

)(lim
0

zf
zz

0z )(zf k  

0z )(z 0)( 0 z
kzz

z
zf

)(

)(
)(

0−
=



1=k

)(zf 0z

==
= Lzz

dzzf
i

zff )(
2

1
)(ResRes 0

0


L

0z )(zf



121 
 

Рассмотрим способы вычисления вычетов в полюсах разных порядков. 

1. Если точка  является простым полюсом, то  

                                            
.                              (П.1.2) 

Отметим, что при вычислении предела возникает неопределенность . 

Если ФКП  представима в виде  и точка  является ее 

простым полюсом, то   

                                                 ,                                            (П.1.3) 

где . 

2. Если точка  является полюсом кратностью , то 

                          .                     (П.1.4) 

Отметим, что при вычислении предела возникает неопределенность . 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Таблица Z-преобразований 

№ п/п   

1 1  

2   

3   

4   

5   

6  
 

7   

8   

9   

10   

11   

12   
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Таблица оригиналов и изображений 

№ п/п   

1 1  

2   

3   

4  
 

5  
 

6   

7   

8   

9   

10   

11   

12   
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