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Ïðåäñòàâëåíî Þ.Ë. Òðàõèíèíûì

Abstract: This paper is devoted to the classi�cation up to
isomorphism of abstract unsolvable Lie algebras of dimension 7.
With the help of Maltsev splitting, the problem of describing Lie
algebras over a �eld of characteristic zero is reduced to describing
almost algebraic Lie algebras, which, in turn, require knowledge
of semisimple and nilpotent algebras. Based on the classi�cations
of semisimple and nilpotent Lie algebras, the paper presents an
algorithm for describing abstract Lie algebras and conducts the
classi�cation of seven-dimensional unsolvable Lie algebras over
�elds R and C.

Keywords: unsolvable Lie algebra, Maltsev splitting, almost algebraic
Lie algebra, classi�cation algorithm

1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà àáñòðàêòíûõ íåðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè 7. Ïðåäëàãàåìûé
êëàññèôèêàöèîííûé àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèÿõ ïî÷òè àëãåáðà-
è÷åñêîé àëãåáðû Ëè è ðàñùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà äëÿ àáñòðàêòíîé àëãåáðû
Ëè.

Mozhey, N.P., Seven-dimensional real and complex unsolvable Lie

algebras.
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Â òåîðèè àëãåáð Ëè íàèáîëåå èçó÷åííûì êëàññîì ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðî-
ñòûå àëãåáðû Ëè, ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äëÿ êàæ-
äîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè (èç ïîñëåäíèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè
ñì. [1, 2]). Äëÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè è äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì ïîëóïðî-
ñòûõ è ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè èçâåñòíû ëèøü îòäåëüíûå êëàññèôèêàöè-
îííûå ðåçóëüòàòû. Àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè 4 íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë áûëè ïîëó÷åíû åùå Ñîôóñîì Ëè [3]. ×åòûðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè
íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ïÿòèìåðíûå àëãåáðû Ëè íàä ïîëÿìè
êîìïëåêñíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ìóáàðàêçÿ-
íîâà [4, 5]. Øåñòèìåðíûå íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë êëàññèôèöèðîâàíû Óìëàóôîì [6], à íàä ïîëåì íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè � Ìîðîçîâûì [7]. Îïèñàíèå íåðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè â
ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ Òóðêîâñêîãî [8, 9]. Â ðàáîòå
Ìóáàðàêçÿíîâà [4] ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà êëàññèôèêàöèè ðàçðåøèìûõ
àëãåáð Ëè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îáúåêòà, õàðàêòåðèçóþùåãî
àëãåáðó, ðàññìàòðèâàåòñÿ ee íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë. Â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ òîãî æå àâòîðà [10, 11] áûëà ïðîèçâåäåíà êëàññèôè-
êàöèÿ ðàçðåøèìûõ øåñòèìåðíûõ àëãåáð Ëè íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë. Êëàññèôèêàöèÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè äî ðàçìåðíîñòè øåñòü
òàêæå ïðèâåäåíà â [12], ìîæíî óïîìÿíóòü åùå ðàáîòó [13].
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ïðîèç-

âîëüíûõ àëãåáð Ëè. Ñ ïîìîùüþ ðàñùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà çàäà÷à îïèñàíèÿ
àëãåáð Ëè íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïî-
÷òè àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè, äëÿ êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî
çíàíèå ïîëóïðîñòûõ è íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð. Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè
îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ñèñòåì êîðíåé è çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàçó-
þùèõ è ñîîòíîøåíèé. Íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè íå îáëàäàþò òàêè-
ìè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, óæå â ðàçìåðíîñòè 7 ñóùåñòâóþò
íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû, íå èìåþùèå ïîëóïðîñòûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.
Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè èíäóêòèâíû ïî ðàçìåðíîñòè è
äëÿ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé ïîçâîëÿþò áûñòðî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò. Îäíà-
êî ñ êàæäûì ñëåäóþùèì øàãîì âîçíèêàþò áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå
ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, â ìåòîäå Ìîðîçîâà [7] íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåöåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ñ ïîìîùüþ ìàêñèìàëü-
íîãî àáåëåâîãî èäåàëà, è (÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ìåòîäîì) íóæíî
çíàòü íåðàçëîæèìûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíûõ àë-
ãåáð ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è óìåòü îïðåäåëÿòü èçîìîðôèçì íîâûõ àë-
ãåáð. Êëàññèôèêàöèÿ 7-ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ìåòîäà áûëà ïîëó÷åíà â [14], ñ äðóãèìè ìåòîäàìè îïèñàíèÿ 7-
ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî îçíàêîìèòñÿ, íàïðèìåð, ïî
ðàáîòàì [15, 16, 17, 18], ñîäåðæàùèì, îäíàêî, îøèáêè è íåòî÷íîñòè, èñ-
ïðàâëåííûå â ðàáîòå Ãîíãà [19].
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Â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ èçâåñòíû ëèøü ÷àñòè÷íûå êëàññèôèêàöèîí-
íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åíû îòäåëüíûå êëàññû àëãåáð Ëè, íàïðèìåð, ïîä-
êëàññ äåñÿòèìåðíûõ íåðàçëîæèìûõ àëãåáð Ëè ñ íåòðèâèàëüíûì ðàçëî-
æåíèåì Ëåâè [20, 21], èíâàðèàíòû äåâÿòèìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð
Ëè óêàçàííîãî òèïà [22], ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè, äîïóñêàþùèõ íåòðè-
âèàëüíîå ðàçëîæåíèå Ëåâè, äî ðàçìåðíîñòè âîñåìü [23] è â ðàçìåðíî-
ñòè äåâÿòü [24], ïðåäëîæåí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
Ëè [25], ñì. òàêæå ðàáîòû [26, 27] è äð.
Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì îïèñàíèÿ àáñòðàêòíûõ àëãåáð Ëè, îñ-

íîâàííûé íà êëàññèôèêàöèÿõ ïîëóïðîñòûõ è íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð, è
ïðîâîäèòñÿ ñàìà êëàññèôèêàöèÿ ñåìèìåðíûõ íåðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè
íàä ïîëÿìè R è C. Âìåñòå ñ ðàáîòàìè Ïàððè [28], Õèíäåëå è Òîìïñî-
íà [29], à òàêæå ñîâìåñòíîé ðàáîòîé Âó, Òóàí, Òó, Òóéåí è Òüåó [30] ýòî
çàâåðøàåò êëàññèôèêàöèþ ñåìèìåðíûõ àëãåáð Ëè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ â
ðàáîòå çàäà÷à òàêæå òåñíî ñâÿçàíà, íàïðèìåð, ñ ïðîáëåìîé îïèñàíèÿ
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ÷åòûðåõìåð-
íîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, àáñòðàêòíûå àëãåáðû Ëè
ðàçìåðíîñòè 7 ñîîòâåòñòâóþò îäíîðîäíûì ãèïåðïîâåðõíîñòÿì, ñòàáèëè-
çàòîð êîòîðûõ òðèâèàëåí (ïîâåðõíîñòè ñ íåòðèâèàëüíûì ñòàáèëèçàòî-
ðîì îïèñûâàëèñü, íàïðèìåð, â [31]).

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü g �
êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0. Àëãåáðà Ëè g
åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ñåáå: x.y = [x, y] äëÿ ëþáûõ x, y ∈ g.
Òàêîé ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì, xg = adx äëÿ âñåõ x ∈ g.
Ïîäìîäóëè ïðèñîåäèíåííîãî ìîäóëÿ � èäåàëû àëãåáðû Ëè g. Ïðèñîåäè-
íåííûé ìîäóëü òî÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåíòð àëãåáðû Ëè g
òðèâèàëåí, à ïîëóïðîñò � êîãäà àëãåáðà Ëè g ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé
ñóììû ïîëóïðîñòîãî èäåàëà a = Dg è öåíòðà Z(g). Òàêèå àëãåáðû Ëè
íàçûâàþòñÿ ðåäóêòèâíûìè. Ýíäîìîðôèçì d : g → g íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì, åñëè d(xy) = d(x)y+ xd(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ g. Ìíîæåñòâî
âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû g îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Der(g).
Ïîäàëãåáðû àëãåáðû Ëè gl(V ) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè àëãåáðàìè Ëè.

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, åñëè îíà ñîäåðæèò ïî-
ëóïðîñòóþ è íèëüïîòåíòíóþ êîìïîíåíòû êàæäîãî ñâîåãî ýëåìåíòà. Ðàç-
äåëÿþùåé îáîëî÷êîé ëèíåéíîé àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ
ðàçäåëÿþùàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà Ëè, ñîäåðæàùàÿ g, îáîçíà÷àåòñÿ e(g).
Åñëè g � ðàçäåëÿþùàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà Ëè, à n = nV (g) � íàèáîëü-
øèé èäåàë íèëüïîòåíòíîñòè òîæäåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè
g â V , êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì íèëüðàäèêàëîì ëèíåéíîé
àëãåáðû Ëè g, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäàëãåáðà m ⊂ g, ðåäóêòèâíàÿ â
gl(V ), ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ m è n [32]. Ëþáàÿ
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ïîäàëãåáðà m ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ìàëü-
öåâà ðàçäåëÿþùåé àëãåáðû Ëè g. Ðàçëîæåíèå g = m⊕ n íàçûâàåòñÿ ðàç-
ëîæåíèåì Ìàëüöåâà ðàçäåëÿþùåé àëãåáðû Ëè g. Çàìåòèì, ÷òî ïîäàë-
ãåáðà Ìàëüöåâà m ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäàëãåáðû Ëåâè s = [m,m]
àëãåáðû Ëè g è öåíòðà t àëãåáðû Ëè m, à t � ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð ðàäèêàëà r àëãåáðû Ëè g, ñîñòîÿ-
ùèõ èç ïîëóïðîñòûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Êðîìå òîãî, èäåàë n ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì íèëüïîòåíòíûõ ýíäîìîðôèçìîâ, ëåæàùèõ â ðàäèêàëå r, è
r = t⊕ n.
Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè è n = n(g) � åå íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé

èäåàë. Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò ïîäàëãåáðà m àëãåáðû Ëè g, ðåäóêòèâíàÿ â g, òàêàÿ, ÷òî g = m ⊕ n.
Ïðè ýòîì ïîäàëãåáðà m íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ìàëüöåâà ïî÷òè àëãåá-
ðàè÷åñêîé àëãåáðû Ëè g, à ðàçëîæåíèå g = m ⊕ n � åå ðàçëîæåíèåì
Ìàëüöåâà. Ðàñùåïëåíèåì Ìàëüöåâà àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå
α : g → ḡ â ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè ḡ, òàêîå, ÷òî â ḡ íå ñóùå-
ñòâóåò ñîáñòâåííûõ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäàëãåáð, ñîäåðæàùèõ α(g).
Âïåðâûå ðàñùåïëåíèå Ìàëüöåâà áûëî ââåäåíî À.È. Ìàëüöåâûì â [33].
Â äàëüíåéøåì èäåè Ìàëüöåâà áûëè ðàçâèòû â ðÿäå ðàáîò [34, 35], â êî-
òîðûõ, â ÷àñòíîñòè, áûëè ïðåäëîæåíû äðóãèå âàðèàíòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðàñùåïëåíèÿ.
Íàçîâåì àëãåáðó Ëè g òî÷íîé, åñëè åå íàèáîëüøèé ïîëóïðîñòîé èäå-

àë ðàâåí {0}. Ïóñòü g � òî÷íàÿ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè, n �
íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë àëãåáðû Ëè g è m � íåêîòîðàÿ ïî-
äàëãåáðà Ìàëüöåâà àëãåáðû Ëè g. Àëãåáðà Ëè Der(n) äèôôåðåíöèðîâà-
íèé àëãåáðû Ëè n ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé [32]. Ïðîñòðàíñòâî Der(n)⊕ n
êàíîíè÷åñêè íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè: [d1 + n1, d2 + n2] =
[d1, d2] + d1(n2) − d2(n1) + [n1, n2], ãäå d1, d2 ∈ Der(n) è n1, n2 ∈ n. Äëÿ
êàæäîãî φ ∈ Aut(n) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç φ̄ àâòîìîðôèçì àëãåáðû
Ëè Der(n) ⊕ n âèäà d + n 7→ φ · d · φ−1 + φ(n), ãäå d ∈ Der(n) è n ∈ n.
Ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè ρm : m → gl(n), ïðè êîòîðîì ρm(m)(n) = [m,n]
äëÿ âñåõ m ∈ m, n ∈ n, èíúåêòèâåí. Êðîìå òîãî, ρm(m) ⊂ Der(n) è ïî-
äàëãåáðà ρm(m) ðåäóêòèâíà â gl(n). ßñíî, ÷òî àëãåáðà Ëè g èçîìîðôíà
ïîäàëãåáðå ρm(m)⊕ n àëãåáðû Ëè Der(n)⊕ n.
Ïóñòü m̄ � ïîäàëãåáðà Ìàëüöåâà ðàçäåëÿþùåé àëãåáðû Ëè Der(n),

ñîäåðæàùàÿ ρm(m). Òîãäà ïîäàëãåáðà m̄ ⊕ n àëãåáðû Ëè Der(n) ⊕ n ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîé ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè ñ íàèáîëüøèì íèëü-
ïîòåíòíûì èäåàëîì n è ïîäàëãåáðîé Ìàëüöåâà m̄. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ
âîëüíîñòü, àëãåáðó Ëè m̄⊕n áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîé òî÷íîé ïî÷òè
àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè ñ íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì n.
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò îáúåêò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà (ò. ê. ïîäàëãåáðû Ìàëüöåâà ðàçäåëÿþùåé àëãåáðû Ëè Der(n)
ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðû Ëè Der(n)⊕ n âèäà
expx, ãäå x ∈ nn(Der(n))).
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3 Îïèñàíèå àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè àáñòðàêòíûõ

àëãåáð Ëè

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè åå íàèáîëü-
øèé ïîëóïðîñòîé èäåàë ðàâåí íóëþ. Åñëè s � íàèáîëüøèé ïîëóïðîñòîé
èäåàë àëãåáðû Ëè g, òî g = s ⊕ Zg(s) è àëãåáðà Zg(s) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Êëàññèôèêàöèÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè èçâåñòíà, è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòüñÿ êëàññèôèêàöèåé òî÷íûõ àëãåáð Ëè.

Ëåììà 1. Ïóñòü g � ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè, à U è W
� òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà g, ÷òî U ⊂ W . Ïîëîæèì
g(U,W ) = {x ∈ g | [x,W ] ⊂ U}. Òîãäà g(U,W ) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àëãåáðà-
è÷åñêîé àëãåáðîé Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ g(U,W ) è (adgx)n � íèëüïîòåíòíàÿ êîì-
ïîíåíòà ýíäîìîðôèçìà adgx. Èç òîãî, ÷òî àëãåáðà Ëè adg(g) ÿâëÿåòñÿ
ðàçäåëÿþùåé, ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé y ∈ g, ÷òî adgy = (adgx)n. Èç-
âåñòíî, ÷òî (adgx)n ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò adgx áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.
Ïîýòîìó y ∈ g(U,W ) è ïîäàëãåáðà adg(g(U,W )) ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè q � òàêàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè g, ÷òî
ïîäàëãåáðà adg(q) ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, òî ïîäàëãåáðà adq(q) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, à àëãåáðà Ëè q � ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé. □

Òî÷íîñòü àëãåáðû Ëè g ýêâèâàëåíòíà òî÷íîñòè åå ðàñùåïëåíèÿ Ìàëü-
öåâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ḡ ðàñùåïëåíèå Ìàëüöåâà äëÿ g è s � èäåàë â
g, òî (â ñèëó Ëåììû 1) s � èäåàë è â ḡ. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷íûõ àëãåáð
Ëè ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è:

[A ] êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè;
[B ] êëàññèôèêàöèÿ òî÷íûõ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè ñ äàí-

íûì íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì èç ïóíêòà [A];
[C ] êëàññèôèêàöèÿ òî÷íûõ àëãåáð Ëè, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïî÷òè àëãåá-

ðàè÷åñêèìè, ñ äàííûì ðàñùåïëåíèåì Ìàëüöåâà (ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðåçóëüòàòîâ ïóíêòà [B]).

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè g ôèêñèðîâàíà. Âíåñåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óòî÷íåíèÿ â àëãîðèòì:
[A] Êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè n, òàêèõ, ÷òî dim n =

dim g.
[B] Åñëè g � ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè è g = m ⊕ n � åå

ðàçëîæåíèå Ìàëüöåâà, òî dim g = dimm+ dim n. Ïðîâîäèòñÿ:

a) êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè n, òàêèõ, ÷òî dim n <
dim g;

b) ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîé òî÷íîé ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðû
Ëè ḡ = m⊕ n ⊂ Der(n)⊕ n;

c) êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû Aut(n,m), äåéñòâóþùåé â
m, ïîäàëãåáð m, ðåäóêòèâíûõ â gl(n), òàêèõ, ÷òî dimm = dim g−
dim n.
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[C] Ïóñòü m⊕n � ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íàÿ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà
Ëè. Îïðåäåëèì äëÿ êàêèõ ïîäàëãåáð m ⊂ m ñóùåñòâóþò àëãåáðû Ëè g ñ
äàííûì ðàñùåïëåíèåì Ìàëüöåâà ḡ = m⊕n è ñ äàííûì çíà÷åíèåì dim g.
Óêàçàííûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ m-ìîäóëÿ n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ôàêòîðàëãåáðó ḡ/(Dḡ+Zḡ(ḡ)). Ïóñòü p : ḡ → a �

êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Ïîñðåäñòâîì ôàêòîðèçàöèè îïðåäåëèì ãî-
ìîìîðôèçì ãðóïï: ε : Aut(ḡ) → Aut(a).
Àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè àëãåáð Ëè, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïî÷òè àëãåáðà-

è÷åñêèìè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

a) Äëÿ äàííîé ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðû Ëè ḡ = m⊕ n îïðåäå-
ëÿåì ãðóïïó G = ε(Aut(ḡ,m));

b) â ïðîñòðàíñòâå a îïèñûâàåì ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû G âñå òàêèå
ïîäïðîñòðàíñòâà U , ÷òî U + p(m) = a è U + p(n) = a.

Òîãäà âñÿêàÿ àëãåáðà Ëè ñ çàäàííûì ðàñùåïëåíèåì Ìàëüöåâà ḡ áóäåò
ñîïðÿæåíà îäíîé è òîëüêî îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð âèäà p−1(U).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî dim g=dimU+ dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) è

max(dim p(m), dim p(n)) ≤ dimU < dim p(m)+dim p(n) (dim p(m)·dim p(n) ̸=
0, èíà÷å òðåáóåìûõ g íå ñóùåñòâóåò). Ïðè ýòîì ðåàëèçóþòñÿ âñå çíà÷å-
íèÿ äëÿ dimU èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè m = s⊕ t �
ðàçëîæåíèå m, ãäå s = [m,m] è t � öåíòð m, òî dim p(m) = dim t, òàê êàê
s ⊂ Dḡ è t ∩ (Dḡ+Zḡ(ḡ)) ⊂ t ∩ (s⊕ n) = {0}.
Ïóñòü òåïåðü V � ïðîèçâîëüíûé m-ìîäóëü. Ñèìâîëîì m.V îáîçíà-

÷èì ïîäìîäóëü â V , ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè âèäà x.v (x ∈ m, v ∈ V ).
Åñëè m-ìîäóëü V � ïîëóïðîñò è V1 åñòü m-ïîäìîäóëü, òî dim(m.V ) =
dim(m.V1) + dim(m.V/V1). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó m-ìîäóëü V � ïî-
ëóïðîñò, òî ñóùåñòâóåò m-ïîäìîäóëü V2, òàêîé, ÷òî V = V1⊕V2. Òàê êàê
m-ìîäóëè V/V1 è V2 èçîìîðôíû, òî dim(m.V/V1) = dim(m.V2).

Ëåììà 2. Ïóñòü V � ïîëóïðîñòîé m-ìîäóëü è V m � ïîäìîäóëü èíâà-
ðèàíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü V m = {v ∈ V | x.v = 0 äëÿ âñåõ x ∈ m}.
Ïóñòü V1 è V2 � ïîäìîäóëè m-ìîäóëÿ V . Òîãäà V m ∩ (V1 + V2) = V m ∩
V1 + V m ∩ V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå: V m∩(V1+V2) ⊂
V m ∩ V1 + V m ∩ V2. Äëÿ ïîëóïðîñòûõ m-ìîäóëåé ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå:
V1 = m.V1 ⊕ V m

1 , V2 = m.V2 ⊕ V m
2 , V1 + V2 = m.(V1 + V2)⊕ (V1 + V2)

m [32].
Ïóñòü v ∈ V m ∩ (V1 + V2) è v = u + w, ãäå u ∈ V1, w ∈ V2. Ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå u = u1 + u2, ãäå u1 ∈ m.V1, u2 ∈ V m

1 è w = w1 + w2, ãäå
w1 ∈ m.V2, w2 ∈ V m

2 . Òàê êàê m.v = m.v2 = m.w2 = 0, òî m.(u1+w1) = 0 è
u1+w1 ∈ (V1+V2)

m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u1+w1 ∈ m.V1+m.V2 ⊂ m.(V1+V2).
Ñëåäîâàòåëüíî, u1 + w1 = 0 è v = u2 + w2 ∈ V m ∩ V1 + V m ∩ V2. □

Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ôàêòîðàëãåáðó n/(Dn+Zn(n)).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ḡ = m⊕n � ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè
è m = s⊕t, ãäå s = [m,m] è t � öåíòð m. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
íåòðèâèàëüíàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ ḡ, èìåþùàÿ ḡ â êà÷åñòâå ðàñùåïëåíèÿ
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Ìàëüöåâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû dim t · dim p(n) ̸= 0. Ïðè
ýòîì

dim p(n) = dim b− dim(m.b), (1)

dim g = dim s+ dim(Dn+Zn(n)) + dim(m.b) + dimU, (2)

ãäå U = p(g) è max(dim t,dim p(n)) ≤ dimU < dim t+ dim p(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðèâåäåííûå ôîðìóëû äëÿ dim p(n) è dim g,
ïîñêîëüêó îñòàëüíûå ÷àñòè ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíû. Ïîñêîëüêó Zḡ(ḡ) ⊂
n, òî Zḡ(ḡ) = Zn(m) ∩ Zn(n). Òàê êàê Dḡ = s ⊕ ([m, n] + Dn), òî èìååì
Dḡ+Zḡ(ḡ) = s ⊕ ([m, n] + Dn + Zn(m) ∩ Zn(n)). Â ñèëó ïîëóïðîñòîòû m-
ìîäóëÿ n èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ: n = [m, n] ⊕ Zn(m), Dn = [m,Dn] ⊕
(Zn(m)∩Dn),Dn+Zn(n) = [m,Dn+Zn(n)]⊕

(
Zn(m)∩(Dn+Zn(n))

)
.Ïîýòîìó

[m, n]+Dn+Zn(m)∩Zn(n) = [m, n]⊕ (Zn(m)∩Dn+Zn(m)∩Zn(n)). Â ñèëó
Ëåììû 2, ïðèìåíåííîé ê m-ìîäóëþ Dn+Zn(n) è ïîäìîäóëÿì Dn è Zn(n),
ïîëó÷àåì Zn(m) ∩ Dn+ Zn(m) ∩ Zn(n) = Zn(m) ∩ (Dn+Zn(n)). Òàêèì îá-
ðàçîì, Dḡ+Zḡ(ḡ) = s ⊕ [m, n] ⊕

(
Zn(m) ∩ (Dn+Zn(n))

)
. Ñëåäîâàòåëüíî,

dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = dim s+dim[m, n]+dim
(
Zn(m)∩ (Dn+Zn(n))

)
= dim s+

dim[m, n]+
(
dim(Dn+Zn(n))−dim[m,Dn+Zn(n)]

)
= dim s+dim(Dn+Zn(n))+(

dim[m, n] − dim[m,Dn+Zn(n)]
)
= dim s+dim(Dn+Zn(n))+dim(m.b).Òàê

êàê p(n) = (n + (Dḡ+Zḡ(ḡ)))/(Dḡ+Zḡ(ḡ)) è n + (Dḡ+Zḡ(ḡ)) = s ⊕ n, òî
dim p(n) = dim s + dim n − dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = dim n − dim(Dn+Zn(n)) −
dim(m.b) = dim b− dim(m.b). Îêîí÷àòåëüíî, dim g = dimU+
+dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = dimU + dim s+ dim(Dn+Zn(n)) + dim(m.b). □

Ñëåäñòâèå 1. 1) Åñëè n � àáåëåâà àëãåáðà Ëè, òî dim p(n) = 0, è ïî-
ýòîìó ḡ = m ⊕ n íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèåì Ìàëüöåâà äëÿ íåêîòîðîé
àëãåáðû Ëè.
2) dim g ≥ dim s+ dim n.
3) Åñëè dim n > dim g−3, òî g � ðàçðåøèìàÿ, à m � êîììóòàòèâíàÿ

àëãåáðà Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó dimU ≥ max(dim t, dim p(n)), òî dimU ≥
dim p(n). Çíà÷èò, dim g ≥ dim s+dim p(n)+dim(Dn+Zn(n))+dim(m.b) =
dim s+ dim b+ dim(Dn+Zn(n)) = dim s+ dim n. Åñëè g � íåðàçðåøèìàÿ
àëãåáðà Ëè, òî dim g − dim n ≥ dim s ≥ 3, ÷òî è äîêàçûâàåò ïîñëåäíþþ
÷àñòü ñëåäñòâèÿ. □

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðåòüåãî ïóíêòà àëãîðèòì ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàí â ñëåäóþùåì âèäå:

a) êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè n, òàêèõ, ÷òî dim n ≤
dim g;

b) ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîé òî÷íîé ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðû
Ëè m⊕ n ⊂ Der(n)⊕ n;
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c) êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû Aut(n,m), äåéñòâóþùåé
â m, ïîäàëãåáð m (m = s ⊕ t, s = [m,m], t � öåíòð m), ðåäóê-
òèâíûõ â gl(n), òàêèõ, ÷òî dim t · dim p(n) ̸= 0. Ïîñòðîåíèå ïî÷òè
àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðû Ëè ḡ = m⊕ n;

d) êëàññèôèêàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå a ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû
ε(Aut(ḡ,m)) òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ U , ÷òî U + p(m) = a è U +
p(n) = a. Ïîñòðîåíèå g = p−1(U), ãäå p : ḡ → a � êàíîíè÷åñêèé
ãîìîìîðôèçì.

Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåìûõ àëãåáð ìîæåò áûòü îöåíåíà ïðè ïî-
ìîùè ôîðìóëû (2).
Ïðè ôèêñàöèè áàçèñà â àëãåáðå Ëè áóäåì îòîæäåñòâëÿòü åå ñ òàáëè-

öåé êîììóòèðîâàíèÿ â äàííîì áàçèñå. Ïðè ññûëêå íà íèëüïîòåíòíóþ
àëãåáðó Ëè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ nd_n, ãäå d � ðàçìåðíîñòü
àëãåáðû Ëè è n � åå îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäêîâûé íîìåð ñðåäè àëãåáð Ëè
äàííîé ðàçìåðíîñòè. Ïðèâåäåì êëàññèôèêàöèþ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
Ëè äî ðàçìåðíîñòè 4 [19]:

Ëåììà 3. Ïóñòü n � íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k (k =
C èëè R) è dim n ⩽ 4. Òîãäà n èçîìîðôíà îäíîé è òîëüêî îäíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè:

n1_1 ∼= k; n2_1 ∼= k2; n3_1 ∼= k3;

n3_2

[ , ] e1 e2 e3
e1 0 0 0
e2 0 0 e1
e3 0 −e1 0

;

n4_1 ∼= k4;

n4_2

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 0
e3 0 0 0 e1
e4 0 0 −e1 0

; n4_3

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 e1
e3 0 0 0 e2
e4 0 −e1 −e2 0

.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà íà ïðèìåðå êëàññèôèêàöèè
÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè êîìïëåêñíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòüñÿ â äàëüíåéøåì. Ïðè ññûëêå íà ÷åòû-
ðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà g4_n, ãäå
n � åå ïîðÿäêîâûé íîìåð. Â ñëó÷àå, êîãäà êëàññèôèêàöèÿ çàâèñèò îò
ñâîéñòâ ïîëÿ, áóäåì óêàçûâàòü ýòî çàìåíîé ñèìâîëà îñíîâíîãî ïîëÿ k
íà R è äîáàâëåíèåì ê íîìåðó àëãåáðû ñèìâîëà r. Òàêèì îáðàçîì, àë-
ãåáðû Ëè g_n è g_nr ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè íàä ïîëåì C è íå áóäóò
èçîìîðôíû íàä ïîëåì R.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü g � ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k
(k = C èëè R). Òîãäà g èçîìîðôíà îäíîé è òîëüêî îäíîé èç ñëåäóþùèõ
àëãåáð Ëè:
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g4_1

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 e2 −e3 0
e2 −e2 0 e1 0
e3 e3 −e1 0 0
e4 0 0 0 0

g4_1r

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 e3 −e2 0
e2 −e3 0 e1 0
e3 e2 −e1 0 0
e4 0 0 0 0

g4_2

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 e3 0
e2 0 0 0 e4
e3 −e3 0 0 0
e4 0 −e4 0 0

g4_2r

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 e3 e4
e2 0 0 −e4 e3
e3 −e3 e4 0 0
e4 −e4 −e3 0 0

g4_3

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 e2 α e3 β e4
e2 −e2 0 0 0
e3 −α e3 0 0 0
e4 −β e4 0 0 0

, (α, β) ∼ (
1

α
,
β

α
) ∼ (β, α)

g4_3r

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 α e2 − e3 e2 + α e3 β e4
e2 −α e2 + e3 0 0 0
e3 −e2 − α e3 0 0 0
e4 −β e4 0 0 0

, (α, β) ∼ (−α,−β)

g4_4

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 (α+ 1) e2 e3 α e4
e2 (−α− 1) e2 0 0 0
e3 −e3 0 0 e2
e4 −α e4 0 −e2 0

, α ∼ 1

α

g4_4r

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 2α e2 α e3 − e4 e3 + α e4
e2 −2α e2 0 0 0
e3 −α e3 + e4 0 0 e2
e4 −e3 − α e4 0 −e2 0

, α ∼ −α

g4_5 = k4

g4_6

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 0
e3 0 0 0 e1
e4 0 0 −e1 0

g4_7

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 e2 e4
e2 0 0 0 0
e3 −e2 0 0 0
e4 −e4 0 0 0

g4_8

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 e2 e2 + e3 α e4
e2 −e2 0 0 0
e3 −e2 − e3 0 0 0
e4 −α e4 0 0 0

g4_9

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 e1
e3 0 0 0 e2
e4 0 −e1 −e2 0
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g4_10

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 e2 e2+e3 e3+e4
e2 −e2 0 0 0
e3 −e2−e3 0 0 0
e4 −e3−e4 0 0 0

g4_11

[ , ] e1 e2 e3 e4
e1 0 2 e2 e3 e3+e4
e2 −2 e2 0 0 0
e3 −e3 0 0 e2
e4 −e3−e4 0 −e2 0

Çàìå÷àíèå. Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà àëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-
åì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ (α, β). Äàííîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçûâàåòñÿ ïîñëå òàáëèöû óìíîæåíèÿ àëãåáðû Ëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g èìååò íåòðèâèàëü-
íûé ïîëóïðîñòîé èäåàë, òî ëèáî g ∼= sl(2, k) × k ∼= g4_1, ëèáî g ∼=
su(2)× R ∼= g4_1r [36].
Îñòàëîñü ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ÷åòûðåõìåðíûõ òî÷íûõ àëãåáð

Ëè ñ äàííûì íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì ðàñùåïëåíèÿ Ìàëü-
öåâà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 âñÿêàÿ òàêàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ðåøèìîé.

(1) Ïóñòü n = n2_1 = k2. Òîãäà Der(n) = gl(2, k) è ìàêñèìàëüíàÿ
òî÷íàÿ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè åñòü gl(2, k)⋌k2. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êëàññèôèêàöèåé ïî÷òè
àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè âèäà g = m⊕n, ãäå m ïîäàëãåáðà â m =
gl(2, k), ðåäóêòèâíàÿ â gl(n). Ïðè ýòîì dimm = dim g−dim n = 2.
Ïîñêîëüêó Aut(n,m) = GL(2, k), òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæå-

íèÿ âñÿêàÿ äâóìåðíàÿ ïîäàëãåáðà, ðåäóêòèâíàÿ â gl(n), èìååò
âèä:

m1 =

{(
x 0
0 y

)∣∣∣∣x, y ∈ k

}
è m2 =

{(
x y
−y x

)∣∣∣∣x, y ∈ R
}
.

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì g4_2 ∼= m1⋌n è g4_2r ∼= m2⋌n.
(2) Ïóñòü n = n3_1 = k3. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó-

÷àÿ, èìååì:
Íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-

æåíèÿ îäíîìåðíûõ ïîäàëãåáð, ðåäóêòèâíûõ â gl(n). Ïîäàëãåáðû

m1 =


x 0 0
0 αx 0
0 0 βx

∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 , (α, β) ∼ ( 1α ,
β
α) ∼ (β, α);

m2 =


αx x 0
−x αx 0
0 0 βx

∣∣∣∣∣∣x ∈ R

 , (α, β) ∼ (−α,−β)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è. Ïðè ýòîì g4_3 ∼= m1⋌n è
g4_3r ∼= m2⋌n.

(3) Ïóñòü n = n3_2. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =

{(
trA v
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k), v ∈ k2
}
,
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m =

{(
trA 0
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k)

}
,

Aut(n,m) =

{(
detC 0
0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

Ïðîèçâåäåì êëàññèôèêàöèþ îäíîìåðíûõ ïîäàëãåáð â m, ðåäóê-
òèâíûõ â gl(n). Òàêèå ïîäàëãåáðû èìåþò âèä:

m1 =


(α+ 1)x 0 0

0 x 0
0 0 αx

∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 , α ∼ 1
α ;

m2 =


2αx 0 0

0 αx x
0 −x αx

∣∣∣∣∣∣x ∈ R

 , α ∼ −α.

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî g4_4 ∼= m1⋌n è g4_4r ∼= m2⋌n.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü êëàññèôèêàöèè íå áóäåò çàâèñåòü îò àëãåá-

ðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè îñíîâíîãî ïîëÿ.
(4) Ïóñòü n = n4_1 = k4. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 â äàííîì ñëó÷àå èç

àëãîðèòìà ïðèìåíèì òîëüêî ïóíêò [A]. Ïîýòîìó, g4_5 ∼= k4.
(5) Ïóñòü n = n4_2. g4_6 ∼= n4_2. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =



x1 + x2 x6 x7 x8

0 x3 x9 x10
0 0 x1 x4
0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x10 ∈ k

 ,

m =



x1 + x2 0 0 0

0 x3 0 0
0 0 x1 x4
0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x5 ∈ k

 ,

Aut(n,m) =


detC 0 0

0 c 0
0 0 C

∣∣∣∣∣∣C ∈ GL(2, k), c ∈ k∗

 .

Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè â äàííîì ñëó÷àå íå ïðèìåíèì
ïóíêò [B] àëãîðèòìà.
Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî

ãðóïïû Aut(n,m), äåéñòâóþùåé â m, ïîäàëãåáð m â m, ðåäóê-
òèâíûõ â gl(n), äëÿ êîòîðûõ â ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðå Ëè
ḡ = m ⊕ n ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà g, èìåþùàÿ ḡ â êà÷åñòâå ðàñ-
ùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà è ïðè ýòîì dim g = 4. Ïîäàëãåáðû

m1=f1x=



0 0 0 0
0 x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 ,
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m2=f2x=



x 0 0 0
0 αx 0 0
0 0 x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k


ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó m1

è ïóñòü ḡ = m1⋌n. Âåêòîðà ⟨p(f1), p(e3), p(e4)⟩ îáðàçóþò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà a, â êîòîðîì ãðóïïà G = ε(Aut(ḡ,m1)) ïðèíèìàåò
âèä:

G =

{(
1 0
0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

Ïðè ýòîì p(m) = ⟨p(f1)⟩ è p(n) = ⟨p(e3), p(e4)⟩. Êëàññèôèöèðóåì ñ
òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû G òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà U , ÷òî U+p(m) =
U + p(n) = a. Ïîñêîëüêó dimU = 2 è dim(U ∩ p(n)) = 1, òî
ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû G ìîæíî ïîëîæèòü U ∩ p(n) = ⟨p(e3)⟩ è
U = ⟨p(f1+e4), p(e3)⟩. Òàêèì îáðàçîì, g4_7 ∼= ⟨f1+e4, e3, e1, e2⟩ ⊂
ḡ. Äëÿ ïîäàëãåáðû m2 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî ḡ = m2⋌n è
a = ⟨p(f2), p(e4)⟩. Â âûáðàííîì áàçèñå ãðóïïà G = ε(Aut(ḡ,m2))
ïðèíèìàåò âèä:

G =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗
}
.

Òðåáóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ñîïðÿæåíî ïîäïðîñòðàíñòâó âèäà
⟨p(f2 + e4)⟩ è g4_8 ∼= ⟨f2 + e4, e1, e2, e3⟩ ⊂ ḡ.

(6) Ïóñòü n = n4_3. g4_9 ∼= n4_3. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =



x1 + 2x2 x3 x4 x5

0 x1 + x2 x3 x6
0 0 x1 x7
0 0 0 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x7 ∈ k

 ,

m =



x+ 2y 0 0 0

0 x+ y 0 0
0 0 x 0
0 0 0 y


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y ∈ k

 .

Ãðóïïà Aut(n,m), äåéñòâóþùàÿ â m, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îïèñàòü òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà m

â m, ÷òîáû â ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðå Ëè ḡ = m⋌n ñóùå-
ñòâîâàëà ïîäàëãåáðà g, èìåþùàÿ ḡ â êà÷åñòâå ðàñùåïëåíèÿ Ìàëü-
öåâà. Ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâà, à èìåííî:

m1=f1x =



x 0 0 0
0 x 0 0
0 0 x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 ,
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m2=f2x =



2x 0 0 0
0 x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 x


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 .

Ïóñòü ḡ = m1⋌n. Òîãäà a = ⟨p(f1), p(e4)⟩ è

ε(Aut(ḡ,m1)) =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗
}
.

Òðåáóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ñîïðÿæåíî ïîäïðîñòðàíñòâó âèäà
⟨p(f1 + e4)⟩ è g4_10 ∼= ⟨f1 + e4, e1, e2, e3⟩ ⊂ ḡ.
Ïóñòü ḡ = m2⋌n. Òîãäà a = ⟨p(f2), p(e3)⟩ è

ε(Aut(ḡ,m2)) =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗
}
.

Ïîäïðîñòðàíñòâî U ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ñîïðÿæåíî ïîäïðî-
ñòðàíñòâó âèäà ⟨p(f2 + e3)⟩ è g4_11 ∼= ⟨f1 + e3, e1, e2, e4⟩ ⊂ ḡ.

□

4 Êëàññèôèêàöèÿ ñåìèìåðíûõ íåðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè

Ïóñòü g � íåðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè è dim g = 7. Ïóñòü ḡ � ðàñ-
ùåïëåíèå Ìàëüöåâà äëÿ g è n(ḡ) � íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë
ḡ. Òîãäà dim n(ḡ) ⩽ 4 (ñëåäñòâèå ê ïðåäëîæåíèþ 1), ïîýòîìó äëÿ êëàñ-
ñèôèêàöèè íåðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè 7 äîñòàòî÷íî èìåòü
êëàññèôèêàöèþ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè äî ðàçìåðíîñòè 4.
Ïðè ññûëêå íà àëãåáðó Ëè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà sd1_n1,

nd2_n2, pd2_n2_n3, ãäå d1 � ðàçìåðíîñòü íàèáîëüøåãî ïîëóïðîñòîãî
èäåàëà àëãåáðû Ëè, n1 � îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäêîâûé íîìåð ýòîãî èäåà-
ëà ñðåäè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè äàííîé ðàçìåðíîñòè, d2 � ðàçìåðíîñòü
íàèáîëüøåãî íèëüïîòåíòíîãî èäåàëà ðàñùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà, n2 � îòíî-
ñèòåëüíûé ïîðÿäêîâûé íîìåð ýòîãî èäåàëà ñðåäè íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
Ëè äàííîé ðàçìåðíîñòè è n3 � îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäêîâûé íîìåð àë-
ãåáðû Ëè ñðåäè àëãåáð ñ äàííûì íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì
ðàñùåïëåíèÿ Ìàëüöåâà.
Ïî-ïðåæíåìó, áóêâîé k îáîçíà÷àþòñÿ ïîëÿ C è R, ò.å. ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå àëãåáðû âõîäÿò è â êëàññèôèêàöèþ íàä ïîëåì R, è â êëàññèôèêà-
öèþ íàä ïîëåì C. Â ñëó÷àå, êîãäà êëàññèôèêàöèÿ çàâèñèò îò ñâîéñòâ
ïîëÿ, áóäåì óêàçûâàòü ýòî çàìåíîé ñèìâîëà îñíîâíîãî ïîëÿ k íà R, òà-
êàÿ àëãåáðà ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â êëàññèôèêàöèè íàä ïîëåì R, íàä ïîëåì
C îíà èçîìîðôíà àëãåáðå, ïðèâåäåííîé ðàíåå; ê íîìåðó òàêîé àëãåáðû
äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë r.

Òåîðåìà 1. à) Åñëè 7-ìåðíàÿ íåðàçðåøèìàÿ àëãåáðà g íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîé, òî ëèáî g èìååò 6-ìåðíóþ ïîäàëãåáðó Ëåâè è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, èçîìîðôíà àëãåáðàì Ëè sl(2, k) × sl(2, k) × k, sl(2,R) × su(2) × R,
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su(2)×su(2)×R, sl(2,C)R×R, ëèáî g èçîìîðôíà sl(2, k)×h èëè su(2)×h,
ãäå dim h = 4, ò.å. h � îäíà èç àëãåáð Ëè, âûïèñàííûõ â ïðåäëîæåíèè 2;
b) Ïóñòü g � 7-ìåðíàÿ íåðàçðåøèìàÿ òî÷íàÿ àëãåáðà Ëè è ḡ � åå

ðàñùåïëåíèå Ìàëüöåâà. Åñëè dim n(ḡ) ⩽ 2, òî 7-ìåðíûõ íåðàçðåøèìûõ
àëãåáð Ëè íåò. Åñëè dim n(ḡ) = 3, òî g èçîìîðôíà îäíîé è òîëüêî îäíîé
èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè:

p3_1_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 −e4
e5 e5 −e4 0 0 0 0 −e5
e6 0 0 0 0 0 0 −α e6
e7 0 0 0 e4 e5 α e6 0

, (α)

p3_1_2

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 0 0 0 0 0 0 −e6
e7 0 0 0 0 0 e6 0

p3_1_3

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 2 e4 0 −2 e6 0
e2 −2 e2 0 e1 0 2 e4 e5 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 0 0
e4 −2 e4 0 −e5 0 0 0 −e4
e5 0 −2 e4 −2 e6 0 0 0 −e5
e6 2 e6 −e5 0 0 0 0 −e6
e7 0 0 0 e4 e5 e6 0

p3_1_4r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 −e3 e2 −e5 e4 0 0
e2 e3 0 −e1 −e6 0 e4 0
e3 −e2 e1 0 0 −e6 e5 0
e4 e5 e6 0 0 0 0 −e4
e5 −e4 0 e6 0 0 0 −e5
e6 0 −e4 −e5 0 0 0 −e6
e7 0 0 0 e4 e5 e6 0



ÑÅÌÈÌÅÐÍÛÅ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ 1457

p3_2_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 e6 0 −e4
e5 e5 −e4 0 −e6 0 0 −e5
e6 0 0 0 0 0 0 −2 e6
e7 0 0 0 e4 e5 2 e6 0

Åñëè dim n(ḡ) = 4, òî g èçîìîðôíà îäíîé è òîëüêî îäíîé èç ñëåäóþ-
ùèõ àëãåáð Ëè:

p4_1_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 0 0 0 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0

p4_1_2

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 e6 −e7
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 e6
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 e7 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 −e6 0 −e7 0 0 0 0
e7 e7 −e6 0 0 0 0 0

p4_1_3

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 2 e4 0 −2 e6 0
e2 −2 e2 0 e1 0 2 e4 e5 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 0 0
e4 −2 e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 0 −2 e4 −2 e6 0 0 0 0
e6 2 e6 −e5 0 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0
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p4_1_4

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 3 e4 e5 −e6 −3 e7
e2 −2 e2 0 e1 0 3 e4 2 e5 e6
e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 3 e7 0
e4 −3 e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 −e5 −3 e4 −2 e6 0 0 0 0
e6 e6 −2 e5 −3 e7 0 0 0 0
e7 3 e7 −e6 0 0 0 0 0

p4_1_5r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 −e3 e2 −e5 e4 0 0
e2 e3 0 −e1 −e6 0 e4 0
e3 −e2 e1 0 0 −e6 e5 0
e4 e5 e6 0 0 0 0 0
e5 −e4 0 e6 0 0 0 0
e6 0 −e4 −e5 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0

p4_1_6r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2e3 −2e2 e6 −e7 e4 e5
e2 −2e3 0 2e1 −e5 e4 −e7 e6
e3 2e2 −2e1 0 e7 e6 −e5 −e4
e4 −e6 e5 −e7 0 0 0 0
e5 e7 −e4 −e6 0 0 0 0
e6 e4 e7 e5 0 0 0 0
e7 −e5 −e6 e4 0 0 0 0

p4_2_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 2 e2 −2 e3 0 0 e6 −e7
e2 −2 e2 0 e1 0 0 0 e6
e3 2 e3 −e1 0 0 0 e7 0
e4 0 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 0 0 0
e6 −e6 0 −e7 0 0 0 e4
e7 e7 −e6 0 0 0 −e4 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè è dim s ⩽ 7. Òîãäà s
èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ òðåõ àëãåáð Ëè: s3_1 ∼= sl(2, k), s3_2 ∼=
su(2) ∼= so(3) è sl(2,C)R [36]. Åñëè ñåìèìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g èìååò íåòðè-
âèàëüíûé ïîëóïðîñòîé èäåàë, òî ëèáî g èìååò 6-ìåðíóþ ïîäàëãåáðó Ëå-
âè è, ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôíà àëãåáðàì Ëè sl(2, k) × sl(2, k) × k ∼=
so(2, 2)×k, sl(2,R)×su(2)×R, su(2)×su(2)×R ∼= so(4)×R, sl(2,C)R×R ∼=
so(3, 1)×R, ëèáî g ∼= s3_i× h, ãäå i = 1, 2 è h � ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà
Ëè, âûïèñàííàÿ â ïðåäëîæåíèè 2.



ÑÅÌÈÌÅÐÍÛÅ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ 1459

Îñòàëîñü ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñåìèìåðíûõ òî÷íûõ íåðàçðåøè-
ìûõ àëãåáð Ëè ñ äàííûì íàèáîëüøèì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì ðàñùåï-
ëåíèÿ Ìàëüöåâà.

(1) Ïóñòü n = n2_1 = k2. Òîãäà Der(n) = gl(2, k) è ðàçìåðíîñòü
àëãåáð Ëè âèäà g = m⊕n, ãäå m ïîäàëãåáðà â m = gl(2, k), ìåíüøå
7 (ðàçóìååòñÿ, äëÿ n = n1_1 = k ðàçìåðíîñòü g òàêæå ìåíüøå 7).

(2) Ïóñòü n = n3_1 = k3. Òîãäà Der(n) = gl(3, k) è ìàêñèìàëüíàÿ ïî-
÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè åñòü gl(3, k)⋌k3. Ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ ê ïðåäëîæåíèþ 1 äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ êëàññèôèêàöè-
åé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Aut(n,m) =
GL(3, k) ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð Ëè âèäà g = m⊕ n, ãäå m
� ÷åòûðåõìåðíàÿ íåðàçðåøèìàÿ ïîäàëãåáðà â m = gl(3, k), ðå-
äóêòèâíàÿ â gl(n). Òàêèå ïîäàëãåáðû îïèñàíû, íàïðèìåð, â [37] è
èìåþò âèä:

m1 =


x z 0
u y 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k

 ;

m2 =


λx+ y z 0

u λx− y 0
0 0 x

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k

 ;

m3 =


x+ y z 0

u x z
0 u x− y

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k

 ;

m4r =


 x z y
−z x u
−y −u x

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ R

 .

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì àëãåáðû p3_1_i, i = 1, ..., 4.
(3) Ïóñòü n = n3_2. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =

{(
trA v
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k), v ∈ k2
}
,

m =

{(
trA 0
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k)

}
,

Aut(n,m) =

{(
detC 0
0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

Ïðîèçâåäåì êëàññèôèêàöèþ ÷åòûðåõìåðíûõ ïîäàëãåáð â m,
ðåäóêòèâíûõ â gl(n). Òàêèå ïîäàëãåáðû ñîâïàäàþò ñ m. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîëó÷àåì p3_2_1.

(4) Ïóñòü n = n4_1 = k4. Íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ òðåõìåðíûõ íåðàçðåøèìûõ ïîäàëãåáð,
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ðåäóêòèâíûõ â gl(4, k). Òàêèå ïîäàëãåáðû èìåþò âèä [38]:

m1 =



x y 0 0
z −x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m2 =



x y 0 0
z −x 0 0
0 0 x y
0 0 z −x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m3 =



x y 0 0
z 0 y 0
0 z −x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m4 =



3x 3z 0 0
y x 2z 0
0 2y −x z
0 0 3y −3x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m5r =




0 x y 0
−x 0 z 0
−y −z 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R

 ;

m6r =




0 y −x −z
−y 0 −z x
x z 0 y
z −x −y 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R

 .

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì àëãåáðû p4_1_i, i = 1, 6.
(5) Ïóñòü n = n4_2. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =



x1 + x2 x6 x7 x8

0 x3 x9 x10
0 0 x1 x4
0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x10 ∈ k

 ,

m =



x1 + x2 0 0 0

0 x3 0 0
0 0 x1 x4
0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x5 ∈ k

 ,

Aut(n,m) =


detC 0 0

0 c 0
0 0 C

∣∣∣∣∣∣C ∈ GL(2, k), c ∈ k∗

 .

Íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ òðåõìåðíûõ ïîäàëãåáð
â m, ðåäóêòèâíûõ â gl(4, k), ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ãðóïïîé



ÑÅÌÈÌÅÐÍÛÅ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ 1461

Aut(n,m). Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà g � íåðàçðåøèìàÿ àëãåá-
ðà. Âñÿêàÿ òàêàÿ ïîäàëãåáðà ñîïðÿæåíà àëãåáðå Ëè

m =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 x y
0 0 z −x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 .

Ïîëó÷àåì àëãåáðó p4_2_1.
(6) Ïóñòü n = n4_3. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Der(n) =



x1 + 2x2 x3 x4 x5

0 x1 + x2 x3 x6
0 0 x1 x7
0 0 0 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x7 ∈ k

 ,

m =



x+ 2y 0 0 0

0 x+ y 0 0
0 0 x 0
0 0 0 y


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y ∈ k

 .

Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü m ðàâíà 2, 7-ìåðíûõ íåðàçðåøèìûõ àë-
ãåáð Ëè â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.

□

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âñå 7-ìåðíûå íåðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè íàä
ïîëÿìè R è C. Âìåñòå ñ ðàáîòàìè [28, 29, 30] ýòî çàâåðøàåò êëàññèôè-
êàöèþ ñåìèìåðíûõ àëãåáð Ëè.
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