
60-я Юбилейная Научная Конференция Аспирантов, Магистрантов и Студентов БГУИР,  
Минск 2024 

 

150 
 

 
Таблица 1 — Этапы движения шара 

 O A B      Н 

М 0 3 0 3 1 1 0 3 0 

Б 6 0 3 3 5 0 1 1 4 

 
В целях выяснения того, имеет ли смысл применять математический бильярд для решения задач 

на логику, мы рассмотрели типовую задачу на переливание. В ходе выполнения работы выяснилось, 
что он позволяет получить единый подход к решению задач. Также мы смогли рассмотреть поведение 
бильярдного шара не в классической, прямоугольной плоскости, а в параллелограммной. На практике 
при решении задачи рассмотрели одно из свойств прямоугольного математического бильярда.  

 
Заключение 
B результате проделанной работы на тему «Математический бильярд» можно сделать вывод, 

что бильярд имеет многовековую историю и быстро завоевал популярность у многих людей разных 
профессий и возрастов. Современная теория бильярдов является одним из актуальных направлений 
математической физики. Проблемы существования периодических траекторий, исследования 
динамических и геометрических свойств продолжают интенсивно обсуждаться сегодня, поэтому игра 
послужила источником серьёзных научных исследований по механики и математики. 

В работе было подробно рассмотрено применение «Метода бильярда» к решению задач на 
переливание. Выяснено, что данный подход позволяет быстро оценить, все ли объёмы можно 
получить, т. е. во всех ли точках бильярдного стола мы сможем оказаться или же получение каких-то 
объемов невозможно. Этот метод дает единообразный и систематический подход к решению задач на 
переливания.  

Таким образом, гипотеза о том, что метод бильярда значительно упрощает и упорядочивает 
решение задач на переливания, полностью подтвердилась.  

При использовании метода бильярда имеется возможность составления задач о переливаниях 
различного уровня сложности, рассмотрения возможных подходов к решению задач подобного типа.  

Кроме этого, исследование различных возможностей, возникающих при использовании сосудов 
различных объемов, с помощью метода «бильярдного шара» чрезвычайно увлекательно.  

Рассматриваемая задача часто встречается на олимпиадах по математике и информатике 
различного уровня, а решение способствует культурному и интеллектуальному развитию, помогает 
развитию памяти, внимания, логического мышления, любознательности и творческих способностей.  И, 
несомненно, данная работа будет отличным примером, для желающих научится решать данные 
задачи. 
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1. School-science.ru: Математический бильярд. 
2. Конференция “Старт в инновации”, теория математического бильярда. 
3. Infourok.ru: Индивидуальный проект «Математический бильярд».  
4. NSU.ru: Проект — Математические бильярды. 
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Треугольник Паскаля – это удивительная математическая конструкция, которая привлекает 
внимание математиков на протяжении веков. Его элегантная структура и богатые свойства делают его 
основополагающим элементом дискретной математики с применениями в различных областях. Данное 
исследование нацелено на всестороннее изучение треугольника Паскаля, рассматривая его 
конструкцию, историческое значение и связь с дискретной математикой. Путем анализа его структуры, 
свойств и применений это исследование стремится углубить наше понимание этого фундаментального 
математического объекта и раскрыть его потенциальные применения в различных областях. 

Треугольник Паскаля, впервые описанный Блезом Паскалем в его трактате "Трактат о 
треугольнике арифметическом" в 17 веке, является одной из наиболее удивительных и важных 
математических конструкций, привлекающих внимание исследователей на протяжении веков. Его 
структура и разнообразные свойства делают его не только объектом изучения, но и ключевым 
элементом в различных областях дискретной математики. Идея треугольника Паскаля, однако, не была 
новой на момент Паскаля. Эта конструкция была известна еще в Древнем Китае и в трудах индийских 
математиков. Тем не менее, Блез Паскаль обнаружил и описал ее свойства более подробно, что 
привело к ее широкому признанию и использованию. 

Связь треугольника Паскаля с дискретной математикой тесна и многообразна. Он находит 
применение в таких областях, как комбинаторика, теория вероятностей, теория чисел и алгебра. 
Например, он используется для представления коэффициентов биномиального разложения, что 
позволяет вычислять количество комбинаций и перестановок.  

Рекурсивные свойства треугольника Паскаля отражают его структуру, где каждое число является 
суммой двух чисел над ним. Это отличный пример рекурсивной концепции, широко применяемой в 
дискретной математике для определения последовательностей и рекурсивных алгоритмов. 

 Цель исследования заключается в проведении всестороннего анализа треугольника Паскаля, 
с фокусом на его структуре, свойствах и применениях в различных областях дискретной математики. 
Путем анализа его конструкции, рекурсивных свойств и исторического контекста мы стремимся 
углубить наше понимание этого фундаментального математического объекта и раскрыть его 
потенциальные применения в различных областях науки. 

Треугольник Паскаля представляет собой бесконечную треугольную таблицу чисел, где каждое 
число является суммой двух чисел над ним в предыдущей строке. На вершине и по боковым сторонам 
треугольника располагаются единицы. Продолжение треугольника происходит бесконечно, с каждой 
новой строкой добавляется новый ряд чисел, вычисленных согласно правилу суммирования двух чисел 
из предыдущего ряда. 

Геометрически, если нарисовать контур треугольника Паскаля, то получится равнобедренный 
треугольник. Такой вид треугольника может быть продолжен вниз бесконечно, сохраняя свою форму и 
свойства. Таким образом, треугольник Паскаля является не только уникальной математической 
структурой, но и геометрической фигурой, которая может быть бесконечно расширена. 

 

 
 

Рисунок 1 – Треугольник Паскаля 

 
Треугольник Паскаля обладает множеством интересных свойств, которые делают его объектом 

глубокого анализа и исследования. Основными свойствами треугольника Паскаля являются: 
1. Первое и последнее число в каждой строке треугольника Паскаля всегда равны 1, а второе и 

предпоследнее числа соответствуют номеру строки. 
2. Строки треугольника симметричны относительно вертикальной оси. 
3. Сумма чисел в любой строке треугольника Паскаля равна 2𝑛, где n — номер строки. 
4. В треугольнике Паскаля можно выделить несколько диагоналей с особыми свойствами. 

Например, первая диагональ содержит натуральные числа, вторая — "треугольные" числа, а третья - 
"пирамидальные" числа. 
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5. Каждое число треугольника Паскаля равно сумме чисел предыдущей диагонали, стоящей над 
ним. 

6. В каждой строке сумма чисел на нечётных позициях равна сумме чисел на чётных позициях. 
7. Если номер строки является простым числом, то все числа этой строки, кроме единицы, 

делятся на это число. 
8. Треугольник Паскаля связан с биномиальным разложением выражения (𝑎 + 𝑏)𝑛, где 

коэффициенты равны числам в треугольнике. 
9. Сумма чисел в восходящей диагонали через строку с номером (𝑛 − 1) равна n-ому числу 

Фибоначчи. 
10. Интересным свойством треугольника Паскаля является его геометрическая интерпретация: 

если заменить чётные числа на белые кружки, а нечётные на кружки контрастного цвета, то треугольник 
разделится на более мелкие треугольники, образующие изящный узор. 

После рассмотрения основных свойств треугольника Паскаля открывается множество 
возможностей для его применения. Одним из наиболее распространенных применений является его 
использование в комбинаторике и теории вероятностей. Треугольник Паскаля предоставляет удобный 
инструмент для вычисления коэффициентов в различных комбинаторных задачах, таких как 
нахождение числа комбинаций или вероятностей различных событий. 

В математическом анализе треугольник Паскаля тесно связан с биномом Ньютона и 
разложением многочленов на множители. Это имеет важное значение при решении уравнений, работы 
с полиномиальными функциями и исследовании их свойств. 

Кроме того, в области информатики и вычислительной математики треугольник Паскаля может 
использоваться для оптимизации вычислений, например, в алгоритмах, основанных на динамическом 
программировании. Его структура позволяет эффективно решать различные задачи, такие как 
нахождение коэффициентов в разложениях или вычисление биномиальных коэффициентов. 

При решении многих комбинаторных задач пользуются методом сведения данной задачи к 
другой задаче, решаемой для меньшего числа предметов. Метод сведения к аналогичной задаче для 
меньшего числа предметов называется методом рекуррентных соотношений (от лат. гесиггеге). 

Рекуррентное соотношение для вычисления элементов треугольника Паскаля можно записать 
следующим образом: 

𝐶(𝑛,𝑘) = 𝐶(𝑛−1,𝑘−1) + 𝐶(𝑛,−1,𝑘) 

где 𝐶(𝑛,𝑘) — это элемент треугольника Паскаля в строке n и столбце k (нумерация строк и 

столбцов начинается с 0), а 𝐶(𝑛−1,𝑘−1)и 𝐶(𝑛−1,𝑘) — элементы треугольника в предыдущей строке (𝑛 − 1) 

в соответствующих столбцах (𝑘 − 1) и k. 
Базовые случаи для этого рекуррентного соотношения: 
- Когда 𝑘 = 0 или k = n,𝐶(𝑛,𝑘) = 1 (элементы на краях треугольника всегда равны 1). 

- Когда 𝑘 > 𝑛, 𝐶(𝑛,𝑘) = 0 (элементы за пределами треугольника Паскаля равны 0). 

После рассмотрения рекуррентного соотношения для вычисления элементов треугольника 
перейдем к его применению.  

Бином Ньютона — это формула, позволяющая раскрывать биномиальные выражения в виде 
степеней бинома(𝑎 + 𝑏)𝑛, где а и b - произвольные числа, а n - натуральное число. Бином Ньютона 

утверждает, что биномиальный коэффициент 𝐶(𝑛, 𝑘), который представляет собой коэффициент при 

𝑎(𝑛−𝑘) × 𝑏𝑘 в разложении (𝑎 + 𝑏)𝑛, равен 𝐶(𝑛,𝑘) =
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
 . 

 
Треугольник Паскаля предоставляет нам удобный способ вычисления биномиальных 

коэффициентов С(n,k) и визуального представления раскрытия биномиальных выражений. Раскрытие 
биномиальных выражений при помощи треугольника Паскаля основано на следующих принципах: 

1. Верхняя строка треугольника Паскаля представляет степени а в биномиальном выражении 
(𝑎 + 𝑏)𝑛, начиная с 𝑎𝑛 и заканчивая 𝑎0. 

2. Нижний конец каждой строки треугольника Паскаля состоит из единиц. 
3. Каждое число внутри треугольника является суммой двух чисел над ним в предыдущей строке. 

Эти числа соответствуют коэффициентам при а и b в биномиальном выражении. 
В контексте вероятностных вычислений, треугольник Паскаля играет важную роль при расчёте 

вероятности комбинаторных событий. Например, для определения вероятности того, что при броске n 
монет выпадет k орлов (или, эквивалентно, n−k решек), используется биномиальный коэффициент 

𝐶(𝑛,𝑘). Суммирование вероятностей для всех возможных значений k от 0 до n дает общую вероятность 

события. Кроме того, треугольник Паскаля позволяет рассчитывать вероятности различных 
комбинаторных событий, таких как число перестановок, сочетаний и размещений, что является важным 
инструментом при анализе случайных величин и их распределений. Также этот треугольник 
предоставляет возможность оценить вероятности даже при больших значениях n. В случае 
значительного увеличения n прямое вычисление биномиальных коэффициентов может стать сложным 
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из-за обилия операций. В таких ситуациях треугольник Паскаля отлично подходит для эффективного 
нахождения приближенных значений вероятностей. 

В алгоритмах и программах, особенно в контексте динамического программирования, 
треугольник Паскаля также находит широкое применение. Он может быть использован для 
эффективного вычисления биномиальных коэффициентов 𝐶(𝑛, 𝑘), хранения промежуточных 
результатов в алгоритмах поиска путей в графах. Например, в алгоритме Флойда-Уоршелла для 
нахождения всех кратчайших путей между всеми парами вершин взвешенного ориентированного 
графа, треугольник Паскаля может использоваться для хранения расстояний между вершинами. Еще 
одним примером использования треугольника Паскаля является кэширование результатов в 
алгоритмах динамического программирования. Он может быть применен для хранения количества 
возрастающих подпоследовательностей определенной длины в алгоритме нахождения наибольшей 
возрастающей подпоследовательности (LIS). 

Рассмотрим пример с применением треугольника Паскаля при решении комбинаторных задач:  
Сколькими способами можно составить пароль из трех символов, выбранных из алфавита из 

шести различных букв, если символы должны быть различными и учитывается порядок? 
Для решения данной задачи мы также будем применять треугольник Паскаля и формулу 

размещения без повторений. 
Имеется 6 различных букв, и мы формируем пароль из трех символов, где порядок и различие 

символов имеют значение. Таким образом, нам нужно найти количество размещений трех символов из 
шести букв. 

1. Найдем значение 𝐶 =
6!

3!(6−3)!
 используя треугольник Паскаля, где 3 - диагональ, а 6 - строка. 

Получаем 𝐶 =
6!

3!(6−3)!
= 20. 

2. Теперь умножим это значение на 3! (так как порядок важен). 20 × 3! = 120. 
 

 
 

Рисунок 2 – Иллюстрация задачи 

 
В ходе нашего исследования мы рассмотрели различные аспекты треугольника Паскаля и его 

применение в дискретной математике. Сначала мы изучили его основные свойства и структуру, поняли, 
как он позволяет удобно вычислять биномиальные коэффициенты и раскрывать биномиальные 
выражения. Затем мы рассмотрели его применение в вероятностных вычислениях, где он играет 
важную роль при расчёте вероятности комбинаторных событий. 

Оценивая вклад нашей работы в развитие дискретной математики и её практических 
применений, мы можем сказать, что наше исследование расширило понимание и применение 
треугольника Паскаля. Мы продемонстрировали его важность в различных областях, таких как 
комбинаторика, теория вероятностей, алгоритмы и программирование. Наши результаты могут быть 
полезны для разработки новых алгоритмов, повышения эффективности вычислений и оптимизации 
процессов, связанных с вероятностными вычислениями. 

В перспективе дальнейших исследований в этой области стоит углубиться в изучение более 
сложных комбинаторных задач и алгоритмов, где треугольник Паскаля может играть ключевую роль. 
Также важно исследовать его применение в новых областях, таких как машинное обучение, 
криптография или анализ данных, где он может принести новые идеи и методы. Понимание и 
использование треугольника Паскаля имеет потенциал для развития новых математических концепций 
и практических приложений, и дальнейшие исследования в этой области могут привести к новым 
открытиям и достижениям. 

Список использованных источников: 
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2. https://studref.com/326106/matematika_himiya_fizik/rekurrentnye_sootnosheniya_treugolnik_paskalya_binom_nyutona?ysclid
=luqvhxjfe0528379884 

3. https://www.berdov.com/docs/polynom/binom-nyutona/ 
4. https://multiurok.ru/files/treugolnik-paskalia-issledovatelskaia-rabota.html 
 

  


