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4a
Аннотация. Рассмотрены метрические римановы пространства V, в метриках которых работают сразу

П
четыре алгебраические структуры: вещественные Dm и комплексные Cm числа, кватернионы Hm и ок- 
тионы Om(. Эти пространства интересны с точки зрения их изометрической и гомотетической подвижнос­
ти. Оказывается, что в порядках г полных групп изометрий Gr и гомотетий Pr имеются лакуны (пропуски).

4а
Найдены метрики самых подвижных пространств V первых шести лакунарностей в смысле И. П. Егорова.

П
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4a
Abstract. In the present paper there are considered metric Riemannian spaces V, in the metrics of which four

n
algebraic structures work at once: real numbers Dm and complex numbers Cm , quaternions Hm and octions Om . 
We are interested in these spaces in terms of their isometric and homothetic mobility. It turns out that there are 
lacunas (gaps) in the orders г of complete groups of isometries Gr and homotheties Pr. The metrics of the most

4а
mobile spaces V of the first six lacunarities in the sense of I. P. Egorov are found.

n
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Введение

В [1] подробно описано, как в метрику псевдоевклидова пространства Еп вводятся сразу че­
тыре алгебраические структуры: вещественные числа Dm, комплексные числа Ст^, кватерни­
оны Н т и октионы От (т, -  размерность действия соответствующей алгебры в касательном 
пространстве рассматриваемого метрического пространства) [2]. Рассмотрим псевдоевклидово 
пространство с нормой:

d s2 -  е1(ёх1)2 + е2(ёх2)2 + ... + еп(ёXп)2, е1 — ± 1 , i - 1 , п. ( 1 )

После введения перечисленных структур метрика (1) принимает вид

ds2 -  в ц ^ х 1)2 + ... + в1щ (йXт1 )2 + e21d zl dzl + ... + в2т̂ т2d zm2 + e31dk1 dk1 + ... + е3т̂ щ ^кпт +

+ e4ldo1do1* + ... + е4т̂ о Щ dom‘4*, еа{ =±1, а  = 1,4, 1 = 1, та , (2)

где «*» -  операция сопряжения в соответствующей алгебре.
Для сокращения дальнейших расчетов введем следующие обозначения:

d s  - e 2ld zldzl* +... + e2^ d z m2d zm2 + e3xdкl dк** +... + е3т̂ к щ dкmъ +

+ e4ldo1do1* +... + е4т̂ о щ dom4*; (3)

^  = еи ( ^ 1)2 + ... + е1щ (<±ст 1 )2. (4)

Тогда метрика (2) запишется в кратком виде

ds2 — ds' î + d s  . (2 )'

В [1] предложен порядок полной группы изометрий Gr, сохраняющий всю сложную алгеб­
раическую структуру в метрике (2 ):

1 7
Г1тах = ^ т1 ( П1 + 1) + т2 (Щ2 + 1) + ^ Щ3 (Щ3 + 1) + 11т4 (т4 + ^  (5)

1 2  д ---Оператор гомотетии Y -  х р 1 + х р 2 +... + х пр п, р { —— т, I —1,п, для метрики (1) работает
дх1

и для (2). Поэтому порядок полной группы гомотетий для метрики (2) будет на единицу больше, 
чем у группы изометрий.

Методика проведения эксперимента

В геометрической школе И. П. Егорова при изучении лакунарностей (пропусков) в поряд­
ках полных групп движений в римановых пространствах Vn обнаружены пять первых лакун 
при больших значениях п [3-5]. Продолжая традиции школы И. П. Егорова, автор статьи решила 
рассмотреть такие вопросы, как: имеются ли лакуны в порядках полных групп изометрических

4а
и гомотетических движений в специализированных римановых пространствах V с введенными

П
в их метрику четырьмя алгебраическими структурами D щ , С , Н тз, О ; и если лакуны есть,

то каковы они и метрики рассматриваемых пространств с допустимыми группами? Приступая 
к решению этих вопросов, следует заметить, что в специализированных римановых пространст­
вах всегда действуют операторы групп Gr и Р ,  выражаемые в вещественной алгебре, а слож­
ная алгебраическая структура метрики находится только в касательном пространстве, и в нем 
нет операторов изометрии, перемешивающих «лепестки» с «тычинками» [1, 2]. Поэтому картина

4а
лакунарности в порядках полных групп Gr и Р г в V (где п = т х + 2 т 2  + 4 т 3  + 8 т 4) зависит лишь

П
от величины тъ т. е. от размерности действия в метрике специализированного пространства ве-

- 2

щественной алгебры. Необходимо, чтобы слагаемое d s  (3) в метрике рассматриваемого прост­
ранства всегда оставалось неизменным, а с лакунарностью может меняться вид метрики ds^i .
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В связи с этим можно воспользоваться результатами школы И. П. Егорова [3-5]. Для сокращения 
дальнейших расчетов введем обозначение

7
N  -  т2 ( т 2  + 1 ) + — т 3  ( т 3  + 1 ) + 1 1 т 4  ( т 4  + 1 ). (6 )

Тогда для полных групп Gг1max и Р г1тах метрики (2) имеем соответственно:

Г1 тах = 2  т1 ( т 1 + 1) + М*; (7)

Г1 тах = 2  т1 (  + 1) + 1  + М*. (8)

4а
Пространства V с метрикой (2), согласно терминологии И. П. Егорова, назовем пространст-

П
вами первой лакунарности в изометрическом и гомотетическом смыслах, поскольку порядки групп
движений этих смыслов в таких пространствах предшествуют первым лакунам (пропускам). Пер-

4а
вая лакуна -  первый интервал запрещенных порядков -  для полных групп Gr в V имеет вид [3]:

П
Г2 тах < Г < Г 1 тах ’ (9)

где 2̂ тах = 2 т  ( т 1 -  1) + 1  + Я*.
2 4а

С учетом [4] вторая лакуна для полных групп Gr в V такова:
П

Г3тах < Г < Г2 тах “  1  (10)
4а

где Г3тах -  третий максимальный порядок для групп Gг в V после второй лакуны, г3шах =
1  п 

= —(т1 -  2 ) ( т 1 - 1 )  + 5 + N 1..

Следует заметить, что картина лакунарности в порядках полных групп Gг и Р г в знакоположи­
тельных метрических пространствах легко усматривается из самых подвижных метрик с груп­
пами движений Gг:

-  для первой лакунарности:
1

ds = | dx1 + dx2 + ... + dxn ) 2 , г  —1  п[п + 1 ); ( 1 1 )

-  для второй лакунарности:
1  1  , 

ds — ( й Х ) 2 ) 2  + ( 2 ) 2  + ... + (йхп)2) 2 , г = - п(п - 1 ) + 1 ; ( 1 2 )

-  для третьей лакунарности:

ds = (  ) 2  + ^ х 2 ) 2 ) 2  + ( ) 2  +... + (а!хп)2) 2 , г = - ( п -  1 )(п - 2 )  + 3; (13)
1  
2

для четвертой лакунарности:
1 1 - 

ds = ( )2 + (dx2)2 + (dx3)2 ) 2 + ( (dx4)2 +... + (dxn)2 )2 , г = - ( n -  2 )(n  -  3) + 6; (I4)

-  для пятой лакунарности:
1 1 , 

ds = ((dX1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dx4)2) 2 + ( d x 5)2 +... + (dxn )2 )2 , r = -  (n -  4 )(n  -  3) +10. (I5)

И так далее.
Но для знаконеопределенных метрик римановых пространств лакунарная картина меняется, 

потому что для ds начинает работать уже комплексная алгебра. И. П. Егоров заметил это первый, 
он же первый отметил, что теория лакун для порядков групп изометрий и гомотетий в римано-

I0S
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вых пространствах Vn работает при п > 4. Действительно, при п = 4 для группы Gr имеем г1тах = 10 
и ^ тах = 7, а для группы Р г имеем г ^ ^  = 11 и г ^ ^  = 8. А у Л. И. Егоровой [6] нашлась метрика V4, 
допускающая группы Gr2 max = 8 и Р^тах = 9:

ds2 — 2dxldx4 + 2dx3dx2 + (х4)2(dx2)2. (16)
4а

Метрика (16) вписывается в рассматриваемую метрику пространства V с полными группами
G и Р  :'Зтах 'Зтах

d s 2  = 2dx1 dx4  + 2dx2( С  + (х4)2{сЫ2)2 + е5^ х 5)2 +... + ещ (dхт‘ ) 2  + dS2. (17)

В (17) дополнительные операторы изометрии -  Х а1 -  еа х ар х -  х 4 р а , Х а 2  -  еах а р 3  -  X  р а ,

а -  5, т1, а оператор гомотетии -  Y -  Зх1 р 1 + х 2 р 2 + 3х 3  р 3  + х 4  р 4 + 2 ̂ х5  р 5  + ... + х пр п) [6-9]. 

Заменив в (17) слагаемое е5^ 5)2 на в2х в5^ х 5)2 (последнее имеет оператор изометрии
5 4а

X  = р 5 / вх ), получим метрику пространства V с группами изометрий Gr4max и гомотетий Р,.4тах:
П

ds2 -  2dx1dx4 + 2dx2Лх + (х 4)2(Л х 2)2 + в2х е5(Лх5)2 + е6^ х 6)2 + ... + ет1̂ х т1)2 + d s  . (18)

В (18) оператор гомотетии -  Y -  Зх1 р 1 + х 2р 2 + 3х3 р 3  + х 4 р 4 + 2 (р 5  + х 6р 6 +... + х пр п 1, для
1

группы изометрий -  г4тах -  — {т1 -  Ъ){т1 -  2 ) + 6  + N 1..
2 4а

Рассмотрим метрику пространства V
П

ds 2  = 2 dx1 dx4  + 2dx 2  dX  + (х4)2^ х 2 ) 2  + 2 dx5  dx% + 2dx6 dx1 + (x 8 ) 2 (dx6 ) 2  +

+ е9^ х 9)2 +... + ещ (ф;щ)2 + d s  . (19)

В (19) две егоровские метрики (16) для переменных (х1, х 2, х3, х 4) и (х 5, х6, х1, х8) допускают 
16 операторов изометрии и еще дополнительные оператры -  Х 1 7  = х 8 р 1 -  х 4 р 5, Х 1 8  = х 6 р 1 -  х 4 р 7,

Х 19 = х 8 Р3 -  Х P5, Х 2 0  = ^ Р3 -  Х Р7 > Х 14а = еа Р  ~ Х Ра , Х 23а = еа Р з  ~ ^ Р а  > Х 58а =
а 8  хг а 6  а

= еаХ Р5 -  Х Ра , 61а ~ еаХ Рп ~ Х Р а , «  = 9, Щ.
Оператор гомотетии -  Y -  Зх1 р 1 + х 2  р 2 + 3х3  р 3  + х 4 р 4 + 3х 5  р 5 + х 6 р 6 + 3х7  р 7  + х 8 р 8  +

+ 2(Х> Р 9  + ... + х ” р„ ) .
4а

Риманово пространство V с метрикой (19) допускает группы Gr5max и Р,.5тах. Для группы
П

изометрий -  г5тах = — (т1 -  4)(т1 -  3) +10 + N .

4а
Метрики самых подвижных римановых пространств V второй-ш естой лакунарностей

П
4а

Для пространств V второй-шестой лакунарностей представим метрики:
п Г 1  1-  вторая лакунарность с группами у 2тах = ~ т 1(т1 - 1 ) + 1  + N  > и Р 2тт, где шесть

классов пространств, а знакоположительная метрика ( 1 2 ) одна, имеет метрики:
1 '-'9

d s2 = е 2 е1( ^ 1)2 + е2^ 2)2 +... + ещ ^ х щ ) 2  + d s  ; 

ds2 -  a (x 1 )[2 dx1dx2 + е ^ х 3 +... + е (йXт1)2] + d s  ;
а

, и -2аагС&Х / \  1 \а - 1

а (х 1) = е2х ; ( х 1) ; ъ ф о  — 1 а+1; У а ; ь е ^ ; (20)
1  ’ 1+ (х 1 ) 2  (х 1 ) 2  (х 1 + 1 ) а + 1
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-  третья лакунарность с группами G^ | г3шах = 1 ^ 1  ~ 2)(т\ ~ 1)+ 5 + N |  и Р ^ ^  имеет

только одну метрику (егоровскую) (17). Аналогов ей среди знакоположительных метрик нет. Она 
представлена формулой (21). Здесь пять типов метрик с группами Gr и Рг в силу (20)Зтах Зтах
сравнимы со знакоположительной метрикой (13):

d s2 = 2dx1dx4 + 2dx2йхъ + (х4)2^ х 2)2 + е5^ х 5)2 +... + ещ ^ х щ )2 + dS2; (2 1 )

d s2 = е3(йх3)2 + a (x 1)[2dx1dx2 + е4(йх4)2 + ... + е (й'хт1)2] + 2 s ;

-  четвертая лакунарность с группами Gr̂  |  г4тах -  ~ (т 1 -  3 )(т 1 -  2) + 6 + Ы* 1 и Рг т̂ах
имеет пять классов метрик, которые по подвижности сродни энакоположительной метрике (14) 
при а  (х1) вида (20) и егоровской метрике (18):

с152 = 2dx1dx4 + 2dx2Фхъ + (x4)2(dx2)2 + е2х' е5(Фх5)2 + е6(Фх6)2 + ... + ещ (Фх™1)2 + ф }2;

ds2 — е3(йх3)2 + е4(йх4)2 + a (x1)[2dx1dx2 + е5(йх5)2 + ... + ещ (й'хт1)2 + d s  ];

-  пятая лакунарность с группами Gr ] г5тах -  — (т1 -  4 ) (т 1 -  3) +10 + N  1 и Р5 тах о I 5 ■тах
имеет пять классов метрик пространств, по подвижности родственных знакоположительной 
метрике (15) при а(хг) вида (20), а также егоровскую метрику (19):

ds2 — е3^ х 3)2 + е4^ х 4)2 + е5^ х 5)2 + a (x1)[2dx1dx2 + е6^ х 6)2 + ... + ещ ^ х щ)2 + d s  ];

-  шестая лакунарность с группами Gr |  гбтах = ~ (т 1 ~ 5)(т1 -  4) +15 + N . I и Р  име-

ет пять метрик пространств, по подвижности родственных одной знакоположительной метрике 
при а( х 1) вида (20):

ds2 — е3^ х 3)2 + е4^ х 4)2 + е5^ х 5)2 + е6^ х 6)2 + a (x l )[2dxldx2 + е7^ х 1)2 + ... + ещ ^ х щ )2 + d s  ]. 

Заключение

Получено полное представление особых сверхподвижных метрик римановых специализиро­
ванных пространств до шестой лакунарности включительно в смысле И. П. Егорова, в которых

~2
действует уже комплексная алгебра. Если положить d s  = 0, то получим представление всех мак­
симально подвижных метрик римановых пространств Vm до шестой лакунарности в современ­
ном понимании.
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