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Аннотация. В данной статье был рассмотрен метод нахождения оптимальной вероятности посылки сигнала для 
максимального значения скорости передачи информации, путем составления функции Лагранжа и нахождения его 
множителей. 

Основная часть. Для канала с амплитудной модуляцией и приемом, основанном на счете 
фотонов можно обозначить следующие величины: среднее число фотонов n, P(x) – вероятность 
посылки Х-го сигнала, P(n|x) – вероятность регистрации n фотонов и ширина полосы B.  Тогда 
безусловная вероятность принять n фотонов определяется по формуле: 

 

𝜌
𝑛
= ∫

∞

0

𝑃(𝑥)𝑃(𝑥)𝑑𝑥, (1)  

 
А скорость передачи данных 
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𝐵

2𝜋
{−∑

∞

𝑛=0

𝜌
𝑛
𝑙𝑛 𝑙𝑛 (𝜌

𝑛
)  +∫

∞

0

𝑃(𝑥) [∑

∞

𝑛=0

𝑃(𝑥) 𝑙𝑛 𝑙𝑛 (𝑃(𝑥)) ] 𝑑𝑥 } , (2)  

 

Из структуры формулы (2) заметим, что скорость передачи определяется лишь заданными 

статистическими свойствах источника сообщений, шириной полосы В и безусловным средним < 𝑁 >

 = ∫
∞

0
𝑥𝑃(𝑥)𝑑𝑥, #(3)   

или же однозначно связанной с ним мощностью излучения 𝑃 =
(ℎ𝜔<𝑁>𝐵)

2𝜋
. 

В случае, когда передатчик генерирует когерентные состояния, его шумы описываются 

распределением Пуассона в виде: 

 

𝑃(𝑥) =  𝑥𝑛
𝑒−𝑥

𝑛!
, (4) 

  
тогда x есть просто квадрат модуля когерентной амплитуды α на выходе модулирующего 

устройства. 

Исходя из данных условий формула скорости передачи информации примет вид: 

 

𝑅 =
𝐵

2𝜋
{−∑

∞

𝑛=0

𝜌
𝑛
𝑙𝑛 𝑙𝑛 (𝜌

𝑛
)  +∫

∞

0

𝑃(𝑥)𝑆(𝑥)𝑑𝑥 } , (5) 

  

где S(x) – энтропия пуассоновского поля, которая представлена в виде −∑∞𝑛=0 𝑃(𝑥)

𝑙𝑛 𝑙𝑛 (𝑃(𝑥)) . 

 

Чтобы найти оптимальную 𝑃𝑚𝑎𝑥 (x), обеспечивающую максимальное значение скорости 

передачи данных (5), составим функцию Лагранжа: 

 

𝐿(𝜆, 𝜇) = 𝑅 + 
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Продифференцировав ее по P(x) и приравняв  
𝑑𝐿

𝑑𝑃(𝑥)
=  0 получим:  

 

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑥) = 𝑒
1−𝜆+𝜇𝑥−𝑆(𝑥)

, (6)  

 

 

Определим условия нормировки и среднего значения для последующего нахождения 

множителей Лагранжа: 

 

∫
∞

0

𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 1,∫
∞

0

𝑥𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = < 𝑁 >  

 

 В случае <N> ≫ 1 асимптотическое выражение для энтропии S(x) записывается в виде 

 

𝑆(𝑥) =
1

2
𝑙𝑛𝑥, (7)  

 . 
 Подставим значение (7) в выражение (6). Получим: 

 

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑥) = 𝑒
1−𝜆+𝜇𝑥−

1

2
𝑙𝑛𝑥
, (8)  

  

 Теперь найдем множители Лагранжа, подставив выражение (8) в условие нормировки и 

среднего значения. Получим систему уравнений: 

 

{∫
∞

0

𝑒1−𝜆+𝜇𝑥−
1
2
𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 = 1 ∫

∞

0

𝑥𝑒1−𝜆+𝜇𝑥−
1
2
𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 =< 𝑁 >  

 Упростим выражения: 

 

𝑒1−𝜆∫
∞

0

𝑒𝜇𝑥
1

√𝑥
𝑑𝑥 = 1 

𝑒1−𝜆∫
∞

0

𝑒𝜇𝑥√𝑥𝑑𝑥 =< 𝑁 > 

 

 Получим, что 𝜇 =  −
1

2𝑁
  и 𝑒1−𝜆 =  

1

√2𝜋𝑁𝑥
. Следовательно: 

 

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑥) =  
1

√2𝜋𝑁𝑥
𝑒
−
𝑥

2𝑁, (9)  

 

 Оценим теперь скорость передачи данных, если теперь передатчик посылает сигналы с 

вероятностью (9): 

  

𝑅 =
𝐵

2𝜋
{−∑

∞

𝑛=0

𝜌
𝑛
𝑙𝑛 𝑙𝑛 (𝜌

𝑛
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0
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 Заменим в выражении (1) значение P(x) на значение 𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑥) из выражения (9): 

  

𝜌
𝑛
= ∫

∞

0

1

√2𝜋𝑁𝑥
𝑒
−
𝑥

2𝑁 𝑥𝑛
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𝑛!
𝑑𝑥  

 

 Упростим данное выражение, вынося константные значения за знак интеграла: 
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𝑛
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∞

0
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 Представим n! по формуле Стирлинга в виде:  
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𝑛! =  √2𝜋𝑛
𝑛−
1

2𝑒−𝑛, (11)  

 

 Используя значение из (10) продолжим упрощать выражение для 𝜌
𝑛
 и получим: 
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 Получение выражение из (12) затем подставим в формулу (10): 
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 Для выражения с суммой в правой части (13) заметим, что при <N> ≫ 1   основной вклад в 

интеграл дадут большие значения параметра x, следовательно сумму по n можно заменить 

интегральной формой, выразив n! по формуле (11). 

 С учетом этой замены, можем переписать выражение (13). Конечное значение скорости 

передачи данных примет вид: 

 

𝑅 ≈
𝐵

2𝜋
{
𝑙𝑛<𝑁>

2
} , (14)  

Заключение. В ходе научной работы была выведена формула для оптимального значения 
вероятности P(x) посылки Х-го сигнала, которая впоследствии максимизировала значение скорости 
передачи информации R. Данная формула была найдена из составленной функции Лагранжа, путем 
определения множителей Лагранжа из условий нормировки и безусловного среднего значения <N>.  

Все параметры определялись в условиях когерентного состояния, то есть при условии, что 
собственные шумы передатчика описываются пуассоновским распределением. Оценка максимальной 
скорости передачи данных была произведена в случае <N> ≫ 1. 
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