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Аннотация. Обоснован способ оценивания орбитальных параметров наноспутника-ретранслятора, реали-
зуемый при измерении полного электронного содержания в ионосфере на основе ретрансляции навига-
ционных сигналов GPS на частоты 150/400 МГц. Способ предусматривает оценку декартовых координат 
наноспутника-ретранслятора по результатам измерений суммарных дальностей «навигационный спут-
ник – наноспутник-ретранслятор – наземный приемный пункт», получение оценок угла наклона плоскости 
орбиты и долготы восходящего узла методом наименьших квадратов и оценку оставшихся орбитальных 
параметров методом максимального правдоподобия. Приведены результаты моделирования и характерис-
тики точности предлагаемого метода. Показано, что при типовом отношении сигнал/шум в аппаратуре 
приемного пункта и времени наблюдения наноспутника-ретранслятора 600–800 с средние квадратичеcкие 
ошибки оценивания орбитальных параметров наноспутника-ретранслятора составляют: для угловых вели-
чин – доли угловых секунд, большой полуоси эллипса – 4–5 м, эксцентриситета – 2–3 ppm.

Ключевые слова: наноспутник-ретранслятор, глобальная навигационная спутниковая система GPS, на-
вигационный сигнал, полное электронное содержание, орбитальные параметры, метод наименьших квад-
ратов.
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Abstract. A method for estimating the orbital parameters of a nanosatellite-relay, implemented by measuring the to-
tal electron content in the ionosphere based on relaying GPS navigation signals at frequencies of 150/400 MHz, 
is substantiated. The method involves estimating the Cartesian coordinates of the nanosatellite-relay based 
on the results of measurements of the total ranges “navigation satellite – nanosatellite relay – ground receiving 
point”, obtaining estimates of the orbital plane inclination angle and the longitude of the ascending node using 
the least squares method, and estimating the remaining orbital parameters using the maximum likelihood method. 
Simulation results and accuracy characteristics of the proposed method are presented. It is shown that for a typical 
signal-to-noise ratio in the equipment of the receiving point and an observation time of the nanosatellite-relay 
of 600–800 s, the mean square errors in estimating the orbital parameters of the nanosatellite-relay are: for angular 
quantities – fractions of arc seconds, the semi-major axis of the ellipse – 4–5 m, eccentricity – 2–3 ppm.
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orbital parameters, least squares method.
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Введение
Задача оценивания полного электронного содержания (ПЭС) и последующего восстановле-

ния пространственного распределения электронной концентрации в ионосфере имеет важное 
значение для теории и практики [1–3]. В [4] обоснован способ оценивания ПЭС на основе ре-
трансляции навигационных сигналов глобальной навигационной спутниковой системы (ГНСС) 
GPS c использованием наноспутника-ретранслятора (НР) (наноспутник – космический аппарат 
с массой 1–10 кг). Наиболее экономичный вариант способа предусматривает прием и частотную 
фильтрацию навигационных сигналов GPS на частоте f1 = 1575,42 МГц бортовой аппаратурой 
НР, перенос сигналов на частоты fp1 = 150 и fp2 = 400 МГц, усиление и излучение ретранслируе-
мых сигналов в сторону Земли. Прием ретранслированных сигналов осуществляется одним или 
несколькими наземными приемными пунктами (ПП), в качестве которых предложено использо-
вать приемные станции спутниковой системы точного позиционирования (ССТП) Республики 
Беларусь с модернизированной аппаратурой. При этом на основе измерения суммарных дальнос-
тей 

1 p1(2),f fd


 и образования их разностей в обоснованных в [4] комбинациях реализуется измере-
ние полного электронного содержания 

(II)
TEC  на трассе НР–ПП. В [5] обоснованы алгоритмы 

цифровой обработки принимаемого сигнала с измерением суммарной дальности навигационный 
спутник (НС)–HР–ПП и оценкой ПЭС. 

При практической реализации способа [4] оценивания ПЭС необходимы орбитальные па-
раметры (ОП) НР, которые используются для прогнозирования моментов входа НР в зону пря-
мой видимости с ПП и определения опорных параметров обработки принимаемого ПП сигнала: 
дальностей между НС–НР и НР–ПП и производных указанных дальностей. Хотя получение ОП 
принципиально возможно и из других источников (например, из TLE-файлов системы NORAD), 
однако определение координат и параметров движения НР желательно осуществлять без привле-
чения внешних источников, что вызывает необходимость использования для этих целей ретранс-
лированного навигационного сигнала. Кроме того, проблема точного определения координат 
и параметров движения объектов на околоземных орбитах существенно усложняется как резким 
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возрастанием их количества, так и засорением наиболее используемых орбит космическим мусо-
ром [6]. В этих условиях применение внешних источников информации может оказаться, во-пер-
вых, ненадежным, во вторых – экономически не оправданным.  

Цель исследований авторов – обоснование способа оценки координат и параметров движения 
наноспутника-ретранслятора на основе ретрансляции сигналов GPS при оценивании ПЭС. 

Структура способа оценивания орбитальных параметров

Структура предлагаемого способа оценивания ОП приведена на рис. 1.

Примем, что для единичных оценок координат НР доступны признаки видимости , 0;1n kV =  
n-го навигационного спутника GPS одновременно с НР и k-го ПП и оценки 

1 p1(2)

( , )
,

n k
f fd  суммар-

ных дальностей «n-й навигационный спутник GPS – наноспутник-ретранслятор – k-й приемный 
пункт», измеренные по ретранслированным на частоты fp1(2) навигационным сигналам GPS. Ин-
дексы навигационных спутников 1, ,n N=  где N – общее число НС в ГНСС GPS, индексы прием-
ных пунктов 1, .k K=  Число видимых НС для k-го ПП (видимых с учетом кривизны Земли и диаг-

раммы направленности приемной антенны бортового ретранслятора) составляет ,
1

,
k

N

GPS n k
n

N V
=

=∑  

так что общее число единичных измерений суммарных дальностей 
1

k

K

k
GPSL N

=

=∑ . Орбиту НР по-

лагаем достаточно высокой (800–1000 км), при этом величиной ПЭС на трассах НС–НР можно 
пренебречь. При использовании более низких (500–600 км) типовых орбит НР с учетом распо-
ложения максимума электронной концентрации в ионосфере на высотах 250–400 км и быстро-
го убывания электронной концентрации по высоте существенная ошибка измерения суммарной 
дальности может наблюдаться только для НС, находящихся под малыми (до 5°) углами места 
относительно НР. Поэтому такие НС при определении ОП могут быть исключены из обработки.   

Ввиду движения НС и НР по заданным орбитам и ПП в соответствии с вращением Земли, 
наиболее удобно использовать неподвижную декартовую геоцентрическую систему координат. 
Ось Оz этой системы координат направлена на географический северный полюс, Ох лежит в эк-
ваториальной плоскости и направлена на фиксированную точку на небесной сфере, причем угол 
межу Гринвичским меридианом и осью Ох неподвижной системы координат известен, ось Оy 
дополняет систему координат до правой. 

В соответствии с [4] cкорректируем измеренные суммарные дальности с учетом результатов 
измерения ПЭС на трассах n-й НР–k-й ПП

1 p1

(II)
( , )

. , 2
p1

,kn k
n k f f

A TECd d
f

⋅
= −


                                                         (1)

где 
(II)
kTEC  – результаты измерения ПЭС на трассах НР–k-й ПП с учетом усреднения по всем 

видимым с этого ПП навигационным спутникам; А = 40,308 м3/с2. 
Отметим, что измерения 

1 p2

( , )
,

n k
f fd


 на второй частоте ретрансляции использованы при оценке 
(II)
kTEC  [4].

Оценивание декартовых координат наноспутника

Полагая ошибки оценивания скорректированных суммарных дальностей .n kd  гауссовскими 
с нулевым математическим ожиданием и дисперсиями 2

, ,n kσ  запишем логарифм функции прав-
доподобия в виде 

Рис. 1. Последовательность оценивания орбитальных параметров
Fig. 1. Sequence of orbital parameters estimation
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,

2
, ,

2
1 1 ,

1

[ ( , , )]
( , , ) ,нр нр нр

нр нр нр

n k

K N
n k n k

k n n k
V

d d x y z
x y z

= =
=

−
Λ = −

σ
∑ ∑



                                 (2)

где , ( , , )нр нр нрn kd x y z  – истинная суммарная дальность n-й НС–НР–k-й ПП на момент измерения: 

,

2 2 2 2 2 2

( , , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

нр нр нр

нр нр нр пп нр пп нр пп нрk k k

n k

n n n

d x y z

x x y y z z x x y y z z

=

= − + − + − + − + − + −       (3)

( , , )n n nx y z  – декартовы координаты n-го НС; ( , , )пп пп ппk kk
x y z  – декартовы координаты ПП. 

Максимально правдоподобная оценка вектора координат НР по всем измерениям

, ,
( , , ) arg max ( , , ).

нр нр нр

T
нр нр нр нр нр нрx y z

x y z x y z= Λ                                              (4)

При малых ошибках измерений суммарных дальностей корреляционная матрица ошибок 
оценивания в декартовых координатах определяется выражением вида [7, 8] 

R = (HTФ–1H)–1                                                                (5)

где Ф – диагональная матрица дисперсий измерений всех суммарных дальностей размером L L×  
с элементами на главной диагонали 2

( ), ( ) ,  1, ,n k Lσ =
 

  в соответствии с порядком индексации 
и признаками видимости; ( ), ( )n k   – индексы НС и ПП, соответствующие  -й измеренной 
дальности; H – матрица статического пересчета изменений декартовых координат в изменения 
суммарных дальностей вида [7]: 

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

( , , ) ( , , ) ( , , )

.
( , , ) ( , , ) ( , , )

нр нр нр нр нр нр нр нр нр

нр нр нр

нр нр нр нр нр нр нр нр нр

нр нр нр

n k n k n k

n L k L n L k L n L k L

d x y z d x y z d x y z
x y z

d x y z d x y z d x y z
x y z

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

=  
 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 

H

     

  

Оценивание орбитальных параметров наноспутника-ретранслятора

В рамках рассматриваемого способа предполагается, что НР движется по эллиптической ор-
бите с произвольным значением эксцентриситета. Центр Земли совпадает с одним из фокусов 
эллипса. Как известно [9], такая орбита полностью описывается шестью орбитальными пара-
метрами: углом наклона орбиты γ, долготой восходящего узла Ω, большой полуосью а, эксцен-
триситетом е, аргументом перицентра ω и временем прохождения перицентра t0. Иллюстрация 
указанных параметров, за исключением t0, показана на рис. 2. Система координат Oxyz – непод-
вижная геоцентрическая, плоскость xOy совпадает с экватором, ось Oz направлена на северный 
полюс, Ox – в направлении Гринвичского меридиана, например, в момент начала текущих су-
ток (UTC = 0), ось Oy дополняет систему до правой. 

 а  b
Рис. 2. Иллюстрации орбитальных параметров (а), эксцентрической и истинной аномалий (b)

Fig. 2. Illustrations of orbital parameters (a), eccentric and true anomalies (b)
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На рис. 2, b показана иллюстрация эксцентрической Е и истинной ν аномалий, а также сред-
него движения М, используемых в расчетных соотношениях ниже. Система координат Oʹxʹyʹ – 
вспомогательная и лежит в орбитальной плоскости, точка Oʹ расположена посредине между фо-
кусами эллипса, ось Oʹxʹ ориентирована на перицентр. Будем полагать, что доступными для опре-
деления ОП являются 1,m M=  результатов измерения декартовых координат НР, полученных 
в моменты времени tm на одном из интервалов видимости НР с ПП. Возмущающие факторы, 
влияющие на ОП НР в пределах интервала видимости (Луна, аномалии гравитационного поля 
Земли, влияние атмосферы и т. д.), считаем фиксированными. 

Оценивание ОП можно проводить последовательно. Сначала оценивается пара парамет-
ров (γ, Ω). Уравнение орбитальной плоскости в неподвижной геоцентрической системе коорди-
нат запишется в виде 

0,Ax By Cz+ + =   или T 0,
x
y
z

 
  = 
 
 

w                                                 (6)

где 
sin sin
sin cos

cos

A
B
C

γ Ω   
   = = − γ Ω
   γ   

w  – нормальный вектор орбитальной плоскости.

Для m-го измерения ψm
T( , , )m m m mx y z=ø     координат НР расстояние T

m m m mx y zξ = γ Ω ⋅ − γ Ω ⋅ + γ ⋅ = w   
Tsin sin sin sin cosm m m mx y zξ = γ Ω ⋅ − γ Ω ⋅ + γ ⋅ = w   ψm; ψm

T( , , )m m mx y z=    между измерениями и орбитальной плос-
костью – гауссовская случайная величина с дисперсией 2 T .

m mξσ = w R w  Так как все точки орбиты 
должны принадлежать искомой плоскости, то максимально правдоподобные оценки угла накло-
на плоскости орбиты и долготы восходящего узла  

                                          (7)

При примерно равноточных измерениях выражение (7) можно упростить за счет отказа 
от вычисления дисперсии в знаменателе и сформулировать оптимизационную задачу в виде на-
хождения уравнения проходящей через центр Земли плоскости, для которой сумма квадратов 
расстояний результатов измерений декартовых координат от указанной плоскости минимальна: 

2

, 1
( , ) arg min (sin sin sin sin cos ) .

M

m m m
m

x y z
γ Ω =

γ Ω = γ Ω ⋅ − γ Ω ⋅ + γ ⋅∑


                        (8)

После определения нормального вектора орбитальной плоскости находим другие ОП: боль-
шую полуось а, эксцентриситет е и аргумент перицентра ω, а также время прохождения перицент-
ра t0. Выражение для радиус-вектора орбиты имеет вид [9]

2(1 ) .
1 cos( ) 1 cos( )m

m m

p a er
e e

−
= =

+ ν −ω + ν −ω
                                      (9)

Взаимосвязи ОП в (9) описываются как:
2

0 3

1(1 ); 2arctg ;  
2 1

2sin ;  ( );  ,

m
m

m m m m m

E ep a e
e

KE e E M M n t t n
Ta

+
= − ν = ⋅

−
π

− = = − = =                                 (10)

где p – фокальный параметр; E – эксцентрическая аномалия; n – среднее движение; M – средняя 
аномалия, соответствующая истинной аномалии ν в момент времени mt ; K – гравитационная 
постоянная Земли; T – период обращения НР; sinm m mE e E M− =  – решается методом последо-
вательных приближений.

Декартовы координаты НР для момента времени mt  запишем в виде 

ζ
cp 0

cos
( , , , ) ( ) ( ) sin ,

0
m

m m

z x m m

rx
a e t y r

z

ν  
  ω = = Ω γ ν

      
M M



                                       (11)
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где ( ), ( )z xΩ γM M


  – матрицы вращения относительно осей Oz и Ox:
cos sin 0 1 0 0

( ) sin cos 0 ;   ( ) 0 cos sin .
0 0 1 0 sin cos

z x

Ω − Ω   
   Ω = Ω Ω γ = γ − γ
   γ γ   

M M

Тогда оценки максимального правдоподобия орбитальных параметров

                                  (12)

Оптимизационная задача (12) оказывается достаточно сложной. Для ее упрощения использу-
ем следующий прием. Вычислим оценки истинных аномалий по единичным измерениям декар-
товых координат

                                                          (13)

где ( )Tcos ,  sin ,  0 .= Ω Ωf
  

За счет (13) можно отказаться от оптимизации по 0t


 в (12) и для примерно равноточных изме-
рений сформулировать оптимизационную задачу по оценке в виде

                                               (14)

где ζm – рассчитывается согласно (9) и (11).
Далее, используя полученные оценки пяти ОП, остается оценить 0t



 

                                         (15)

После оценки ОП уравнение движения НР примет вид 
( ) ( )cos ( )
( ) ( ) ( ) ( )sin ( ) ,
( ) 0

нр

нр

нр

z x

x t r t t
y t r t t
z t

  ν 
   = Ω γ ν   

     

M M


                                            (16)

где ( ),  ( )r t tν  – определяются по (9), (11) путем подстановки в них найденных оценок ОП и соот-
ветствующего момента времени t. 

Путем дифференцирования (16) могут быть найдены составляющие вектора скорости НР 
по осям координат. Отметим, что при задании координат НР и составляющих скорости для неко-
торого момента времени далее может быть выполнено интегрирование уравнений движения НР 
с учетом различных возмущающих, но детерминированных факторов: неравномерности гравита-
ционного поля Земли, влияния Луны, остатков атмосферы и т. д. [9].

Особенность предлагаемого способа – последовательное решение трех оптимизационных за-
дач для оценивания: 

1) нормального вектора орбитальной плоскости; 
2) большой полуоси эллипса, эксцентриситета и аргумента перицентра; 
3) времени прохождения перицентра, а также использования оценок истинных аномалий, рас-

считываемых по единичным измерениям декартовых координат после определения нормального 
вектора орбитальной плоскости.     

Результаты моделирования и их обсуждение
Исследование эффективности предлагаемого способа определения ОП проводилось методом 

имитационного моделирования с использованием цифрового двойника системы низкоорбиталь-
ного контроля ионосферы. Цифровой двойник воспроизводит перемещения заданного числа НР 
и НС по заданным орбитам, перемещение приемных пунктов ССТП при вращении Земли, опре-
деление взаимного пространственного положения и видимости НС, НР и ПП, а также имитирует 
распределение электронной концентрации в ионосфере и результаты оценивания ПЭС на трассах 
НР–ПП за заданное время наблюдения. Типовая ситуация наблюдения при пролете НР в пределах 
прямой видимости с ПП, расположенными на территории Беларуси, показана на рис. 3. 
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На рис. 3 справа цветом показаны значения вертикального ПЭС с вертикальной шкалой 
в TECu. Положение НР на орбите показано прямоугольником белого цвета, если НР находится 
вне зоны видимости, и черного цвета, если он в зоне видимости. Положение ПП ССТП на тер-
ритории Беларуси отмечено желтыми точками. Закрашенными (видимые) и незакрашенными 
(вне зо ны видимости) маркерами показаны подспутниковые точки НС GPS в начальный момент 
времени. Время видимости НР хотя бы одним ПП составляет 700 c, центральный угол наблюда-
емого участка орбиты – около 40°. 

Оценка проводилась методом статистического моделирования (100 реализаций) для случая 
наличия единственного ПП при времени когерентного накопления 20 мс и интервале времени 
между единичными измерениями координат НР 10 с. При указанных в [4] параметрах аппарату-
ры отношение сигнал/шум на выходе когерентного накопителя составило 24,0 и 15,5 дБ, для час-
тот ретрансляции – 150 и 400 МГц, что практически гарантирует отсутствие аномальных оши-
бок измерения дальности. Считается, что определяющий вклад в среднеквадратическую ошибку 
измерения дальности вносят погрешности навигационно-временного обеспечения, эфемерид, 
расхождения шкал времени, фактор многолучевого распространения принимаемого сигнала 
и т. д. [10]. Результирующая средняя квадратическая ошибка (СКО) измерения дальности прини-
малась равной 25 м, что существенно больше, чем флуктуационная ошибка измерения дальности 
при указанном отношении сигнал/шум. Время наблюдения орбиты НР принималось 700 и 90 с, 
что соответствует наблюдению 1/8 и 1/64 частей орбиты при дискретности измерения декарто-
вых координат 10 с. Результаты расчета статистических параметров оценивания ОП для случая 
наблюдения частей орбиты в 1/8 и 1/64 от витка приведены в табл. 1. 

Таблица 1. Средние квадратические ошибки оценивания орбитальных параметров
Table 1. Root mean square errors in estimating orbital parameters

Наименование параметра 
Средняя квадратическая ошибка оценивания параметра  

при доле наблюдаемой части орбиты
1/8 1/64

Угол наклона плоскости орбиты σγ, град. 3,4 ⋅ 10–5 2,1 ⋅ 10–4

Долгота восходящего узла σΩ, град. 4,6 ⋅ 10–5 7,9 ⋅ 10–4

Большая полуось эллипса σа, м 4,1 85 
Эксцентриситет σе 2,8 ⋅ 10–6 4,4 ⋅ 10–5

Аргумент перицентра σω, град. 4,3 ⋅ 10–5 3,3 ⋅ 10–5

Время прохождения перицентра 
0
,tσ  c 0,017 0,167

Расстояние между истинным и экстраполированным 
на одни сутки положением спутника:
математическое ожидание/среднеквадратическое 
отклонение, км

0,53/0,40 9,2/7,4

Составляющие скорости по осям , , ,
x y zV V Vσ σ σ  м/с 0,085/0,078/0,017 0,18/0,14/0,35

Рис. 3. Пространственная ситуация при моделировании
Fig. 3. Spatial situation during modeling
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В дополнение к указанным в табл. 1 данным следует отметить, что математическое ожидание 
расстояния между истинным и экстраполированным на одни сутки положениями спутника соста-
вило 0,53 и 9,20 км при наблюдении соответственно 1/8 и 1/64 частей орбиты при СКО указанных 
величин 0,4 и 7,4 км.

Как следует из приведенных в табл. 1 результатов, достигаемая точность оценивания ОП 
весьма высокая даже при наличии только одного ПП. В частности, при прогнозировании коорди-
нат НР на сутки при использовании всей доступной для наблюдения части орбиты (примерно 1/8 
часть витка) математическое ожидание расстояния между истинным и прогнозируемым положе-
ниями НР не превышает 1 км, что полностью соответствует потребностям практики. Уменьшение 
наблюдаемой части орбиты до 1/64 части витка приводит к закономерному ухудшению точности 
оценивания, причем точность оценивания первых двух из шести параметров (угла наклона пло-
скости орбиты и долготы восходящего узла) ухудшается примерно пропорционально уменьше-
нию времени наблюдения. Точность оценивания других параметров, за исключением аргумента 
перицентра, ухудшается значительно быстрее. При увеличении числа ПП, а также уменьшении 
периода измерений декартовых координат СКО оценивания ОП уменьшаются пропорционально 
квадратному корню из коэффициента увеличения числа независимых измерений.

Заключение

1. Представленный способ оценивания орбитальных параметров наноспутника-ретранслято-
ра может быть модифицирован для случая ретрансляции сигнала на одну частоту с переходом 
к разностно-дальномерному способу оценивания декартовых координат для исключения неиз-
вестного полного электронного содержания на трассе распространения. 

2. Высокая точность определения орбитальных параметров, простота и компактность бор-
товой аппаратуры для реализации способа, отсутствие необходимости размещения на борту 
специализированной аппаратуры потребителя глобальной навигационной спутниковой системы, 
способной измерять координаты при высоких радиальных скоростях и ускорениях между на-
носпутником-ретранслятором и навигационным спутником, а также линии связи для передачи 
измеренных ею координат спутника на наземный пункт управления определяют возможность 
и целесообразность использования предлагаемого способа для нахождения орбитальных пара-
метров микро- и наноспутников.
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