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РЕДУКТИВНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ЛИ, НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ 

ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ

В работе обсуждается существование и свойства инвариантных 
связностей на однородных пространствах, результаты Вана [1] приме­
няются к ситуации, когда существует инвариантная структура на од­
нородном пространстве, а именно, на редуктивном пространстве. Ин­
вариантные связности на редуктивных однородных пространствах 
изучались П.К. Рашевским, М. Куритой, Э.Б. Винбергом, Ш. Кобаяси, 
К. Номидзу [2] и др. Понятие нормальной связности ввел Э. Картан 
(для риманова многообразия, см. [3]).

Класс пространств с симметрическим тензором Риччи значи­
тельно шире класса римановых пространств, это так называемые про­
странства эквиаффинной связности. Они, вообще говоря, не обладают 
метрикой, но в их касательных пространствах можно ввести измере­
ние объемов так, что объем п-мерного параллелепипеда, построенного 
на п векторах, сохраняется при параллельном перенесении этих век­
торов по любому пути.

Соответствующее свойство можно принять за определение про­
странств эквиаффинной связности. Аффинная связность является эк­
виаффинной, если допускает параллельную форму объема (см. [4]). 
Трехмерные редуктивные однородных пространства разрешимых 
групп Ли изучались в [5], в данной работе определяется, при каких 
условиях пространство допускает нормальную связность, но не до­
пускает эквиаффинную.

Пусть М  -  дифференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа 0 , 0  = 0 -  стабилизатор произволь­
ной точки х  е М . Пусть д -  алгебра Ли группы Ли С , а ^ -  
подалгебра, соответствующая подгруппе О . Пространство редуктив- 
но, если алгебра Ли д может быть разложена в прямую сумму век­
торных пространств -  алгебры Ли 0 и ас!{О) -инвариантного подпро­
странства ш. Там, где это не будет вызывать разночтения, будем 
отождествлять подпространство, дополнительное к 0 в д, и фактор- 
пространство т  = д/д. Аффинной связностью на паре ( д , д) называет­
ся такое отображение А : д —»д 1(т ) , что его ограничение на д есть 
изотропное представление подалгебры д , а все отображение является
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0 -инвариантным. Тензор кручения TGlnvT2\ m ) и кривизны 
R^InvT3\ m) имеют вид: Т(хт, у т) = А(х)уп- А ( у ) х п-[х, у]т,
R(xm,ym)= [A(jc), A(j^)] -  A([jc, ̂ J) для всех x , y e  д. Будем говорить, 
что Л имеет нулевое кручение или является связностью без кручения, 
если Т — 0. Определим тензор Риччи Ric e/«vT2( m) имеет вид 
Ric(y,z) = Xx{x\-^ R(x,y)z}. Будем говорить, что аффинная связность 
л является локально эквиаффинной, если trA([x,_y]) = 0 для всех 
х , у е д  (то есть Л([д,з]) с  si(m )). Аффинная связность л с нулевым 
кручением имеет симметрический тензор Риччи тогда и только тогда, 
когда она локально эквиаффинна.

Под эквиаффинной связностью будем понимать аффинную 
связность Л (без кручения), для которой trA(x) = 0 для всех х е д ,  то­
гда А(д) cz s i(m ).

Будем описывать пару ( 0,0) при помощи таблицы умножения 
алгебры Ли $. Через {ех,...,еп} обозначим базис 0 (« = dimf) .  Будем 
полагать, что 0 порождается ех,...,еп_г, а {их = еп 2,и2 = еп1,иъ = еп} -  
базис т .  Для нумерации подалгебр используем запись d.n, а для 
нумерации пар -  запись d.n.m, соответствующие приведенным в [5], 
здесь d -  размерность подалгебры, п -  номер подалгебры в $[(3,1К.), а 
m -  номер пары (g,g).

Теорема. Все трехмерные редуктивные однородные простран­
ства, допускающие нормальную связность, но не допускающие экви- 
аффинную, такие, что 0 разрешима, a dim g > i , локально имеют сле­
дующий вид:

2 .9 .4 , |и = 0 1 ei в2 их и 2 иъ

ei 1 0 в2 их 0 0

е2 1 0 0 0 их

их 1 — их 0 0 их 0 ’
и2 1 0 0 — их 0 — иъ

иъ 1 0 — их 0 иъ 0

5,2.9.6 | иг и2 и3

1 0 иг 0 0

2̂ 1 - е 2 0 0 0 и,
,а

щ 1 — щ 0 0 0 1+

и2 | 0 0 0 0 а  и2

и3 I 0 — щ + в2 -  а  и2 0
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2.9.7 е2 щ и2 м3
О е2 их О О

е2 ~ е2 О О О
иг — их О О О О
и2 О О О О и2
и3 О — их О — и2 О

Доказательство для случая нормальной связности приведено 
в [5]. Выберем из пространств, найденных в [5], не допускающие эк- 
виаффинных связностей.

В частности, для пар 2.9.4 (ц=0), 2.9.5, 2.9.6, 2.9.7 аффинные 
связности имеют вид

" 0 Рп А з " ^ 1 1 0 0  ^ ( г  ' и 0 0  ^

К { щ ) = 0 0 0 ,Л(м2)= 0 Ч 22 Ч 23 , А(м3 ) = 0 Г22 Г2Ъ

V0
0

V 0
0 Я П ; V 0 Р п ГП + Р и ;

где р 1р qi j , г , /, /=1, 3. В табл. О приведены тензоры кручения ука­
занных связностей.

Таблица 1 -  Тензоры кручения
Пара Тензоры кручения Г(м1?м2), Т{их,щ), Т{и2,щ)

2.9.4 при |1=0 ( Р п  ~ Ч и  ~ и 0 , 0 ) , ( р 13 - Г п Л 0 \  (0,^23 ~ Г22^ П  - Р п  + 1)
2.9.5, 2.9.6. ( Р п  ° ), (/?13 -^11,°, 0), (° , 423 ~  Г22 ~  Я, Ч п ~  Р п  )
2.9.7. ( Р п  - Ч п Л 0 ) , ( Р п  - г п Л 0 ) ,Ф ,д 2 з  ~ г22 - и д и  ~  Р п )

Тогда локально эквиаффинные связности (без кручения) на 
трехмерных редуктивных однородных пространствах разрешимых 
групп Ли, приведенных в теореме, принимают вид, приведденный в 
табл. 2. Во всех приведенных случаях ХгК(е )̂ ^  0, поэтому пары не 
допускают эквиаффинных связностей.

Прямыми вычислениями получаем, что других трехмерных ре­
дуктивных однородных пространств разрешимых групп Ли, допуска­
ющих нормальную связность, но не допускающих эквиаффинную, не 
существует.

Таблица 2 -  Локально эквиаффинные связности______________
Пара Локально эквиаффинная связность (без кручения)

А (и,), А (м2), А(м3)
1 2

2.9.4, 
(0. = 0

^0 Рхг РхъЛ 'А,2 — 1 0 0 л (  Аз 0 0 ^
0 0 0 0 Ч22 -З А з 0 -З А з Г2Ъ

1° 0 0 ] 1  0 0 А ,2 - 1] 1 0 Р 12 2 Азу
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Продолжение таблицы 2

2.9.5,
2.9.6

^ 0 P u P u
f

P i , 2 0 0  " ' P u 0 0  л

0 0 0 ? 0 #22 #23 1 0 #23 — ^ Г2Ъ

v 0 0 0 , 1° 0 P i , 2 y , 0 P u 2  P u  y

при а Ф 0 q21 = - 2  р 12

2.9.7
' 0 P u P u

f
P l ,  2 0 0  " ' А з 0 0  л

0 0 0 ? 0 ~ 2 P n # 2 3 ? 0 # 2 3  — 1 Г2Ъ

, 0 0 0 , 1 °
0 A,2, Pu 2 P u  y

Найдены и описаны в явном виде трехмерные редуктивные од­
нородные пространства, допускающие нормальную связность, но не 
допускающие эквиаффинную, рассмотрен случай разрешимой группы 
Ли преобразований.
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