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Рассматриваются различные подходы к проблеме статистической классификации стационарных в широком
смысле временных рядов: классификация коэффициентов авторегрессии и ковариационных функций.

Введение

Задача статистической классификации яв-
ляется одной из основных прикладных задач ма-
тематической статистики. При этом, данные, под-
лежащие классификации, во многих случаях на-
ходятся в формате временных рядов, например:
биомедицинские измерения (электрокардиограм-
ма, кровяное давление), данные о погоде, цены
акций на бирже и др. В данной работе изуча-
ется частный случай стационарных временных
рядов, поскольку исследование нестационарных
временных рядов может быть сведено к иссле-
дованию стационарных [1]. Рассматривается два
подхода к решению задачи, а также построены
решающие правила для алгоритмов, например,
дискриминантного или кластерного анализа.

I. Математическая модель

Различие подходов заключается в разном
выборе признаков для классификации: в первом
случае это коэффициенты авторегрессии моде-
ли АР(p), а во втором – ковариационные функ-
ции реализаций стационарных временных рядов.
Обозначим подход через классификацию коэф-
фициентов авторегрессии как первый, а через
ковариационные функции – как второй. Опишем
обе математические модели, принимая во внима-
ние то, что разделение на классы неодинаково
для разных подходов.

Пусть наблюдается случайная выборка
Xn = (X1, . . . ,Xn) объёма n из независимых в
совокупности случайных векторов наблюдений,
принадлежащих к L ≥ 2 классам Ω1, . . . ,ΩL. На-
блюдение Xt принадлежит к классу со случайным
ненаблюдаемым номером d0t ∈ S, S = {1, . . . ,L},
t = 1,n и при фиксированном номере класса
d0t = i, i ∈ S является:

1. Реализацией длительности Tt (Xt =
(xt1 . . . ,xtTt

)‘ ∈ RTt , ‘ – символ транспони-
рования) временного ряда авторегрессии
xi =

{
xil
}+∞
l=−∞ порядка p ≥ 1 (модель

АР(p))

xil + θ0i1x
i
l−1 + . . .+ θ0ipx

i
l−p = uil, l ∈ Z, (1)

где Z = {0, ± 1, ± 2, . . .} , θ0i ∈ Rp –вектор
авторегрессии для i-го класса, а

{
uil
}+∞
l=−∞–

независимые в совокупности нормальные
случайные величины с нулевым математи-
ческим ожиданием и одинаковой дисперсией
σ2 для всех классов Ωi:

E
{
uil
}
= 0, D

{
uil
}
= σ2, l ∈ Z, i ∈ S. (2)

2. Реализацией длительности Tt стационарно-
го временного ряда с нулевым математиче-
ским ожиданием и ковариационной функ-
цией σi(h):

E
{
xtj |d0t = i

}
= 0,j = 1,2, . . .

σi(h) = σi(−h) = E
{
xtj ,xt,j+h|d0t = i

}
,

h = 0,1,2, . . . ,i ∈ S. (3)

Наряду с вектором коэффициентов авторегрес-
сии θ0i для первого случая и ковариационными
функциями {σi(·)}i∈S для второго случая, клас-
сы Ωi также характеризуется своей априорной
вероятностью:

P
{
d0t = i

}
= π0

i > 0, i ∈ S,
L∑
i=1

π0
i = 1. (4)

II. Классификация в пространстве
оценок коэффициентов авторегрессии

Используем модель (1),(2),(4). Преобразу-
ем исходную выборку Xn в выборку Y n =
(Y1, . . . ,Yn), где Yt ∈ Rp, t = 1,n – МП-оценка для
p-вектора коэффициентов авторегрессии θ0

d0t
∈ Rp,

построенная по наблюдению Xt ∈ RTt , являю-
щемуся реализацией длительности Tt одного из
временных рядов АР(p) из (1).

Для построения МП-оценки Yt воспользуем-
ся тем фактом, что наблюдение Xt ∈ RTt при
фиксированном d0t = i, i ∈ S является нормаль-
ным Tt-вектором с нулевым математическим ожи-
данием E

{
Xt|d0t = i

}
= 0Tt

, и плотностью распре-
деления вероятностей

p(Xt;θ0i ,σ) = np(X
p
t |0p,Rp(θ0i ,σ))×

×(2π)−
Tt−p

2 σ−(Tt−p)× (5)
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× exp(
−1

2σ2

Tt∑
l=p+1

(xtl + θ0i1xt,l−1 + . . .+ θ0ipxt,l−p)
2).

В формуле (5) np(y|µ,Σ) – плот-
ность p-мерного нормального распреде-
ления, Xp

t = (xt1, . . . ,xtp)‘ ∈ Rp,
Rp(θ

0
i ,σ) = E

{
Xp
t (X

p
t )‘ | d0t = i

}
– невырож-

денная [2] ковариационная матрица, эле-
ментами которой являются автоковариации
(ρ|k−l|(θ

0
i ,σ))

p
k,l=1, определяемые системой урав-

нений Юла – Уокера [3]:
p∑
j=1

θ0ijρj(θ
0
i ,σ) = σ2;

p∑
j=1

θ0ijρ|k−j|(θ
0
i ,σ) + ρk(θ

0
i ,σ) = 0, k = 1,2, . . .

Согласно методу максимального правдоподобия,

{Yt,σ̂t} = arg max
{θ̄,σ}

ln p(Xt;θ̄,σ),

где p(Xt;θ̄,σ) – плотность из (5), записанная для
θ̄, θ0i : = θ̄. Получаем следующее решающее пра-
вило:

d̂t = argmin
i∈S

|Yt − θ̂i|, t = 1,n.

Для решения задачи дискриминантного ана-
лиза по вектору истинной классификации строим
оценки для "центров"классов (в случае кластер-
ного анализа, например, с помощью алгоритма
L-средних, вектор истинной классификации заме-
няется на оценки, полученные на соответствую-
щем шаге алгоритма):

θ̂i =

(
n∑
t=1

δdt,i

)−1 n∑
t=1

δdt,iYt, i ∈ S

III. Классификация в пространстве
ковариационных функций

Используем модель (3),(4). Введем обозна-
чения:

σi = (σi(0),σi(1), . . . ,σi(N))T ∈ RN+1− (6)

вектор, образованный из первых N + 1 ко-
вариаций (значений ковариационной функции,
определяющих класс Ωi. Исходному наблюдению-
реализации xt = (xt1, . . . ,xt,Tt

)T ∈ RTt длитель-
ности Tt поставим в соответствие наблюдение в
пространстве оценок ковариационных функций:

yt = (yt0,yt1, . . . ,ytN )T ∈ RN+1,

t = 1, . . . ,n,n+ 1, . . . ,

где

yth =
1

Tt − h

Tt−h∑
j=i

(xtjxt,j+h)

– непараметрическая оценка ковариаций с лагом
h, построенная по xt.

Определим решающее правило:

d(y; {σ̂i}i∈S) = argmin
i∈S

|y − σ̂i|,y ∈ RN+1

РП относит наблюдение к такому классу, к
“центру” которого оно ближе. В роли “центров”
классов здесь выступают (N +1) – вектора из (6),
а в качестве меры близости используется метрика
Евклида. Cтроим оценки для "центров"классов:

σ̂i =

(
n∑
t=1

δd0t ,iyt

)
,i ∈ S

IV. Пример: процедура кластер-анализа

Построим процедуру кластер-анализа в про-
странстве МП-оценок параметров авторегрессии,
основанную на алгоритме L -средних.

1. По исходной выборке Xn из (6) нахо-
дится выборка МП-оценок Y n, из ко-
торой в качестве начальных приближе-
ний

{
θ̂
(0)
i

}
, i ∈ S для «центров»{

θ0i
}

, i ∈ S классов {Ωi} выбирают-
ся какие-либо L наблюдений Yj1 , . . . ,YjL ,
ji ∈ {1, . . . ,n} ; ji ̸= jk, i ̸= k ∈ S;

2. На l-м шаге (l = 0,1,2, . . .) производится
классификация выборки Y n:

(d̂
(l)
t ) = argmin

i∈S
|Yt − θ̂

(l−1)
i |, t = 1,n,

т.е. строится оценка D̂(l) = (d̂
(l)
1 , . . . ,d̂(l)n )‘

для D0, и уточняются оценки для «центров»
классов:

θ̂
(l)
i =

(
n∑
t=1

δ
d̂
(l)
t ,i

)−1 n∑
t=1

δ
d̂
(l)
t ,iYt, i ∈ S

где δi,j – символ Кронекера;
3. Итерационный процесс останавливается при

достижении на l-м шаге (2 ≤ l < ∞) ра-
венства D̂(l) = D̂(l−1), и его результатом
являются оценки D̂: = D̂(l) для вектора ис-
тинной классификации D0 и θ̂: = θ̂(l) ∈ RLp

для составного вектора θ0 параметров авто-
регрессии θ0i , i ∈ S.

V. Заключение

Рассмотрена проблема классификации ста-
ционарных временных рядов. Предложены раз-
личные подходы к её решению, приведён алго-
ритм кластерного анализа в пространстве оценок
максимального правдоподобия параметров авто-
регрессии, основанный на алгоритме L-средних.
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