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В статье 'рассмотрено численное исследование синхронизации двух генераторов Лоренца с и без обратной 
связи. В работе анализируется механизм и условия достижения устойчивой полной синхронизации, 
подтвержденные анализом фаз и траекторий системы.

В ве д е н и е

Изучение синхронизации хаотических си­
стем, таких как генераторы Лоренца, представля­
ет особую  актуальность в области нелинейной ди­
намики и современных технологий защищенной 
коммуникации. Такие системы применяются для 
генерации хаотических сигналов, используемых в 
криптографических алгоритмах и системах шиф­
рования, где важ на устойчивость и надеж ность 
передачи информации [1]. Предыдущие исследо­
вания показывают, ч то  наличие обратной связи 
способствует стабилизации синхронны х состоя ­
ний, что подтверждает потенциал использования 
таких моделей на практике [2].

Цель работы -  провести численные экспери­
менты по моделированию двух взаимодействую ­
щих генераторов Лоренца, реализовать критерии 
оценки их синхронности и количественно опреде­
лить роль токовой обратной связи с задержкой в 
процессе перехода систем  к устойчивой синхро­
низации.

I. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь

Генератор Л оренца описы вается системой 
уравнений:

x  i =  о  (yi -  x i )  -  R (x i -  Х2 ),
yi =  x i (p  -  z i)  -  y i , 
zi =  x i  y i -  в  z i,
Х2 =  O (y2 -  Х2) -  R (x 2 -  x i) ,  
y2 =  x2 (p -  Z2) -  y2,
Z2 =  x2 y2 -  eZ2.

где параметры о  =  10, p =  28, в  =  8 /3  зада­
ю т хаотический реж им динамики [3].

При моделировании взаимодействия вводит­
ся параметр сопротивления R  обратной связи с 
задерж кой т :

x i  =  o (y i  -  x i )  -  R (x i  -  x 2(t -  т)), 
y i =  x i (p  -  z i)  -  y i, 
z i =  x iy i  -  e z i ,

I x 2 =  o (y 2 -  x 2) -  R (x 2 -  x i ( t  -  т )), 
y2 =  x 2 (p -  z2) -  y2, 
z2 =  x2y2 -  ez2,

Такая модель отраж ает двунаправленное 
взаимодействие с учетом  временной задерж ки, 
влияющей на динамику синхронизации.

II. М е т о д и к а  о п р е д е л е н и я  
с и НХр о н и за ц и И

Д ля оценки синхронности каж дого генера­
тора  вы числяю тся его ф азовы е траектории как 
угол:

ф  (t) =  arctan 2(y j(t ),z j(t )), i =  1,2.

После чего определяется фазовая разность 
с учётом  модуля 2п:

Синхронизация считается устойчивой, если 
в скользящем окне длиной 2 секунды среднее ев­
клидово расстояние меж ду траекториями и сред­
няя фазовая разница не превыш ают порогов 1.0 
и 0.05 соответственно [4].

М омент полной синхронизации -  первый мо­
мент во времени, с которого эти условия стабиль­
но выполняются, указывая на согласование гене­
раторов по фазе и амплитуде.

III. Р е з у л ь т а т ы  м о д е л и р о в а н и я

Д ля решения системы  использовался клас­
сический метод Рунге-К утта 4 порядка с шагом 
интегрирования 0.01 секунды [5]. Моделирование 
проводилось на интервале д о  260 секунд. Э тот 
метод обеспечивает вы сокую  точн ость  расчётов 
и стабильность при моделировании нелинейных 
хаотических систем с задержкой.

Для наглядного представления моделирова­
ния ниже представлены графики аттракторов и 
ф азовы х траекторий генераторов как в реж име 
обратной связи, так и без нее. На рисунках гене­
ратор 1 показан оранжевым цветом, а генератор
2 -  синим.

На рис. 1 изображены аттракторы генерато­
ров без обратной связи за 40 секунд. Явно прояв­
ляется хаотичное поведение систем с отсутствием 
схож ести их траекторий.

A ^ (t ) =  min ( ф  -  ^ 2|mod2n, 2п -  |ф1 -  ф2|m od 2n)
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Рис. 4 иллю стрирует ф азовы е траектории, 
указывающ ие на устойчивое согласование фаз 
после указанного момента времени.

Рис. 1 -  Аттракторы без синхронизации

Рис. 2 дем онстрирует соответствую щ ие фа­
зовые траектории, где чётко видны значительные 
расхож дения ф аз, подтверж даю щ ие отсутствие 
синхронизации в данное время.

Рис. 2 -  Фазовый портрет без синхронизации

Включение обратной связи приводит к прин­
ципиально иному поведению систем. На рис. 3 
показаны аттракторы за интервал 260 секунд, на 
которы х после 239.9 секунды начинается устойчи­
вое совпадение траекторий, свидетельствующее о 
полной синхронизации генераторов.

Рис. 3 -  Аттракторы с синхронизацией

Рис. 4 -  Фазовый портрет с синхронизацией

Представленные граф ики дем онстрирую т 
значительную роль обратной связи, обеспечива­
ющ ей устойчивую  синхронизацию генераторов 
Л оренца и подтверж даю т возм ож н ость практи­
ческого управления хаотическими системами в 
целях защищённых коммуникаций [1,5].

Данная модель не учитывает внешние шумы 
и искажения. Параметр сопротивления R  обеспе­
чивает взаимное влияние двух генераторов, спо­
собствуя синхронизации.

З а к л ю ч е н и е

П роведённые исследования подтвердили, 
что  токовая обратная связь с параметрами R  =  
1.2 и задержкой т  =  0.5 обеспечивает устойчивую 
и полную  синхронизацию  генераторов Л оренца 
через примерно 239.(9) секунд. Отсутствие обрат­
ной связи приводит к независимой хаотической 
динамике. Результаты им ею т важ ное значение 
для применения в системах защищённой связи и 
криптографии, расширяя возмож ности использо­
вания хаотических систем в управляемы х сетях
[1,4,5].
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