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ìíîãî÷ëåíà 𝑄2(𝑧) = [𝑎1−𝑎2+ 𝜏1(𝑎2−𝑎3)+ 𝜏1𝜏2(𝑎3−𝑎4)]𝑧2− [(𝑎1−𝑎2)(𝑎3+𝑎4)+ 𝜏1(𝑎2−
−𝑎3)(𝑎1+𝑎4)+𝜏1𝜏2(𝑎3−𝑎4)(𝑎1+𝑎2)]𝑧+(𝑎1−𝑎2)𝑎3𝑎4+𝜏1(𝑎2−𝑎3)𝑎1𝑎4+𝜏1𝜏2(𝑎3−𝑎4)𝑎1𝑎2 =
= 𝑞2𝑧

2 + 𝑞1𝑧 + 𝑞0.
Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè 𝑧 = 𝑎1 â âèäå

ðÿäà 𝑦 =
∑︀∞

𝑛=0𝐴𝑛(𝑧 − 𝑎1)𝑛 äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí â âèäå 𝑄2(𝑧) = 𝑞2(𝑧 −
− 𝑎1)2 + 𝑎1(2𝑞2 + 𝑞1)(𝑧 − 𝑎1) + 𝑎21𝑞2 + 𝑎1𝑞1 + 𝑞0 è ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå
áûëè ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ 𝑃 0

𝑛+1𝐴𝑛+1+𝑃
1
𝑛𝐴𝑛+𝑃

2
𝑛−1𝐴𝑛−1+𝑃

3
𝑛−2𝐴𝑛−2+

+ 𝑃 4
𝑛−3𝐴𝑛−3 + 𝑃 5

𝑛−4𝐴𝑛−4 = 0, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.
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Аннотация. Получены формулы связи между решениями третьего уравнения Пенлеве
при специальных значениях параметров. Также получены формулы соответствия между
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1. Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ïÿòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå

𝑤′′ =
3𝑤 − 1

2𝑤(𝑤 − 1)
𝑤′2 − 1

𝑧
𝑤′ +

(𝑤 − 1)2

𝑧2

(︂
𝛼𝑤 +

𝛽

𝑤

)︂
+
𝛾𝑤

𝑧
+
𝛿𝑤(𝑤 + 1)

𝑤 − 1
(1)

ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1]

𝑧𝑢′ = −𝜇− (𝜇+ 𝜈)𝑢− 𝑢𝑣 − 𝑢2𝑣, (2)

𝑧𝑣′ = 𝛿𝑧2 − 𝛾𝑧 + (𝜇+ 𝜈)𝑣 + 2𝛿𝑧2𝑢+
1

2
𝑣2 + 𝑢𝑣2, (3)

ãäå 2𝛼 = 𝜈2, 2𝛽 = −𝜇2, à ôóíêöèÿ 𝑢(𝑧) ñâÿçàíà ñ 𝑤(𝑧) ïðåîáðàçîâàíèåì

𝑢 =
𝑤

1− 𝑤
. (4)

Áóäåì ñ÷èòàòü 𝜇+ 𝜈 = 1, 𝛾 = 0. Òîãäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 𝑣, 𝑤 ñèñòåìà (2),
(3), ñ ó÷åòîì (4) ïðèíèìàåò âèä

−𝑧𝑤
′

𝑤
− 𝜇(𝑤 − 1)2

𝑤
+ 𝑤 − 1 = 𝑣, (5)
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2(𝑣 − 𝑧𝑣′)
𝑣2 + 2𝛿𝑧2

=
𝑤 + 1

𝑤 − 1
. (6)

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü 𝛿 ̸= 0, òàê êàê ïðè 𝛾 = 𝛿 = 0 óðàâíåíèå (1) èíòåãðèðóåòñÿ â
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ [1]. Ñèñòåìà (5), (6) â ñëó÷àå 𝜇 = 0, 𝛿 = 8 ïðèâåäåíà â [2].
Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝑣 ñèñòåìà (5), (6) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

𝑣′′ =
𝑣

𝑣2 + 2𝛿𝑧2
𝑣′

2 − 1

𝑧

𝑣2 − 2𝛿𝑧2

𝑣2 + 2𝛿𝑧2
𝑣′ − 2𝛿𝑣

𝑣2 + 2𝛿𝑧2
+

2− 4𝜇+ 𝜈

4𝑧2
(𝑣2 + 2𝛿𝑧2).

Çàìåíîé 𝑣 = 𝜅𝑧𝑉, 𝜅2 + 2𝛿 = 0 îòíîñèòåëüíî 𝑉 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

𝑉 ′′ =
𝑉 · 𝑉 ′2

𝑉 2 − 1
− 𝑉 ′

𝑧
+
𝜅(1− 2𝜇)

2𝑧
(𝑉 2 − 1) +

𝜅2

4
𝑉 (𝑉 2 − 1). (7)

Ïîäñòàíîâêîé [2]

𝑉 = − 𝑖
2

(︂
𝑇 − 1

𝑇

)︂
, 𝑖2 + 1 = 0

óðàâíåíèå (7) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå

𝑇 ′′ =
𝑇 ′2

𝑇
− 𝑇 ′

𝑧
+
𝜅(1− 2𝜇)

4𝑖𝑧
(𝑇 2 + 1) +

𝛿

8

(︂
𝑇 3 − 1

𝑇

)︂
, (9)

ò.å. â òðåòüå óðàâíåíèå Ïåíëåâå

𝑝′′ =
𝑝′2

𝑝
− 𝑝′

𝑧
+

1

𝑧
(𝑎𝑝2 + 𝑏)𝑝+ 𝑐𝑝3 +

𝑑

𝑝
(10)

ñ ïàðàìåòðàìè 𝑎 = 𝑏 =
𝜅(1− 2𝜇)

4𝑖
, 𝑐 = −𝑑 =

𝛿

8
, ãäå 𝜅 = 𝜀

√
−2𝛿, 𝜀2 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàìåíà

𝑇 = 𝑖𝑉 + 𝜀1
√
1− 𝑉 2, 𝜀21 = 1,

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (7). Èòàê, ñèñòåìà (5), (6) ïðåîáðàçóåòñÿ â

𝑇 − 1

𝑇
=

2𝑖

𝜀
√
−2𝛿

(︂
𝑤 − 1− 𝜇(𝑤 − 1)2

𝑤
− 𝑧𝑤′

𝑤

)︂
, (11)

𝑤 + 1

𝑤 − 1
= − 4𝑖

𝜀
√
−2𝛿

𝑇 ′

𝑇 2 + 1
. (12)

Ñîãëàñíî [1] âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

𝑅(𝑧, 𝜅) = 𝑧𝑤′ − (1− 𝜇)𝑤2 + (1− 2𝜇+ 𝜅𝑧)𝑤 + 𝜇 = 0

èëè 𝑅(𝑧,−𝜅) = 0 ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1), åñëè 𝜇+ 𝜈 = 1,
𝛾 = 0. Ïðè ýòîì, åñëè 𝑤(𝑧) ̸≡ 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝜇 + 𝜈 = 1, 𝛾 =
= 0, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 𝑅(𝑧, 𝜅) = 0 (𝑅(𝑧,−𝜅) = 0) , òî îíî
ïîðîæäàåò ïî ôîðìóëå (11) ðåøåíèå 𝑇 = 𝑖 è 𝑇 = −𝑖 óðàâíåíèÿ (10). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî â (11), (12)

𝑇 2(𝑧) + 1 ̸≡ 0, 𝑤(𝑧) ̸≡ 0, 𝑅(𝑧, 𝜅) ̸≡ 0, (𝑅(𝑧,−𝜅) ̸≡ 0) .
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Теорема 1. Пусть 𝑤(𝑧) ̸≡ 0 – решение уравнения (1) при 𝛼 = 𝛾2/2, 𝛽 = −𝜇2/2,
𝜈 + 𝜇 = 1, 𝛾 = 0, 𝛿 (𝛿 ̸= 0) такое, что 𝑅(𝑧, 𝜅) ̸≡ 0 (𝑅(𝑧,−𝜅) ̸≡ 0) . Тогда функция
𝑇 (𝑧), где 𝑇 (𝑧) – один из корней квадратного уравнения (11), является решением
уравнения (10) при 𝑎 = 𝑏 = 𝜀

√
−2𝛿(1− 2𝜇)/(4𝑖), 𝑐 = −𝑑 = 𝛿/8.

Теорема 2. Пусть 𝑇 (𝑧) (𝑇 2(𝑧)+1 ̸≡ 0) – решение уравнения (10) при значениях
𝑎 = 𝑏, 𝑐 = −𝑑 ̸= 0. Тогда функция 𝑤, определяемая формулой

𝑤 + 1

𝑤 − 1
= − 4𝑖

𝜀
√
−16𝑐

𝑇 ′

𝑇 2 + 1
(13)

является решением уравнения (1) при

𝛼 =
𝜈2

2
, 𝛽 = −𝜇

2

2
, 𝜇 =

1

2

(︂
1− 4𝑎𝑖

𝜀
√
−16𝑐

)︂
, 𝜈 = 1− 𝜇, 𝛾 = 0, 𝛿 = 8𝑐.

Пример. Ðåøåíèå 𝑤 = −1 óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝛼 = 𝜈2/2 = 1/8, 𝛽 = −𝜇2/2 = −1/8
(𝜈 = 𝜇 = 1/2) , 𝛾 = 0, 𝛿 ̸= 0 ïîðîæäàåò ïî ôîðìóëå (11) 2 ðåøåíèÿ 𝑇 = 1 è 𝑇 = −1
óðàâíåíèÿ (9), â êîòîðîì 𝜇 = 1/2. È íàîáîðîò, èç (13) ïðè 𝑇 = 1 è 𝑇 = −1 ïîëó÷àåì
𝑤 = −1.

Замечание. Ñèñòåìà (2), (3) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé â
ðàáîòå [3], åñëè â ïîñëåäíåé íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ 𝑥 çàìåíèòü íà −𝑧 èëè ïàðà-
ìåòð 𝛾 çàìåíèòü íà −𝛾. Â ðàáîòå [4] ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (2) ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå
Áåêëóíäà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå 𝛿 ̸= 0.

2. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑧𝑞′ = 𝑞 + 𝑧𝑟 + 𝜎𝑧𝑞2, (14)

𝑞𝑟′ = −1 + 𝑟2, (15)

â êîòîðîé 𝜎2 = 1, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 𝑞 ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

𝑧𝑞𝑞′′ = 𝑧𝑞′
2 − 𝑞𝑞′ + 2𝜎𝑞3 + 𝑧𝑞4 − 𝑧,

ò.å. óðàâíåíèþ (10) ñ ïàðàìåòðàìè 𝑎 = 2𝜎, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = −1. Ñèñòåìà (14),
(15) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû [1, 4, 5], ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ (10) â ñëó÷àå
𝑐 = −𝑑 = 1.

Ïîäñòàíîâêîé 𝑟 =
1

2

(︂
𝑅2 +

1

𝑅2

)︂
â (14), (15) ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (10) ñ ïàðàìåòðàìè 𝑎 = 2𝜎, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = −1 è 𝑎 = 𝑏 = 0,
𝑐 = −𝑑 = −𝜎/4.
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